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Chapitre 1

Fonctions de plusieurs

variables réelles

1.1 Fonctions de plusieurs variables réelles

Définition 1.1.1. Une fonction de n variables réelles est une application f d'une

partie D de R"dans R. Cette partie D s’appelle le domaine de définition de f.
Exemple 1.1.1. Soit f la fonction définie sur D = R?\ {(0, 0)} par :

- 11
f(x/y)_x2+y2' ( . )

f est une fonction de deux variables réelles.

1.1.1 Limite en un point

Définition 1.1.2. Soit f est une fonction de n variables, a valeurs dans R définie
au voisinage d'un point xo de R", sauf éventuellement en xy, et | un réel donné.
Alors :

lim f(x) =l & Ve >0,3a >0, Yx € B(xg,a) on a |f(x)—l( <.

xX—X)
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3
Exemple 1.1.2. On considere la fonction (x,y) — f(x,y) = % , et soit

(x0, yo) = (0,0).
1" méthode : Par définition, nous avons :

x| < /%2 + 12 et |y| < X2+ A
3 (2 + 1)
<3 +yyz < (W2 + )P’ <e.

Donc, pour tout ¢ > 0, Ja = /e tel que :

On a alors :
Xy
x% + 2

ST i cam ol <

C’est-a- dire : f(x,y) — 0, quand (x,y) — (0, 0).

; . x=pcosO .
2°"¢ méthode : On pose , on peut écrire :
y=psin0
( prsin20 P 20 0, quand p — 0
= = — — — 0.
flx,v) 27 5 sin , quand p
-y
Exemple 1.1.3. f(x,y) = Xty et (xo, yo) = (0,0).
On a alors
x—-Ax 1-a
= = . 1.2
S Ax) x+Ax  l+a (12)

Puisque la limite en (0,0) de f(x, Ax) dépend de la valeur de A, I'application f n’a
pas de limite en (0, 0).
Ou bien f(x,0) = 1 et f(0,y) = —1. Donc la limite de f n’existe pas (car la limite

lorsqu’elle éxiste, elle est unique).

1.1.2 Continuité en un point

Définition 1.1.3. Soit f : V(a) € R" — R une fonction définie au voisinage de
a € R" et en particulier en a.

On dit que f est continue en a, lorsque lim f(x) = f(a); c’est-a-dire :
X—a

Ve >0,da >0, telleque VYx € B(a,a) on a |f(x) - f(a)( <. (1.3)
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Proposition 1.1.1. Soit f une fonction continue. Si une suite {xp} de point de IR"

converge vers le point a € R", alors la suite { f (xp)} des images converge vers f(a).

Remarque 1.1. Les propriétes d'une fonction continue en a € R" sont identiques

a celle dans le cas d'une fonction d’une seule variable.

Définition 1.1.4. Soit f : E — F (E, F deux sous espaces véctoriels normés de R")
une fonction et soit a = (ay, ...,a,) € E.

On dit que f est continue en a, lorsque )}inu f(X) = f(a); cest-a-dire :
Ve >0,da >0, telle que Vx € Be(a,a), ona ”f(x) - f(a)” <e¢
Proposition 1.1.2.
}Ciir;f(x) =f(a) eR" = ;E}Zﬁ(x) = fi(a), pour tout i = 1,2,..n.
Démonstration. =) Supposons que : }21“ f(x) = f(a). On a alors :

Ve >0,3a >0, telle que Vx € Be(a, @), ona |f(x) - f@@)| < e (1.4)

IA

|ﬁ-(x) - fi(a)) JZ(ﬁ(x) — fi(a))?, pour touti =1, ..., n.
i=1

If@x) - f@, < e

Ce qui assure lim f;(x) = fi(a), pour tout =1, ..., n.

&) Supposons maintenant que :lim f;(x) = fi(a),i =1,...,n. On a alors :
Ve > 0,da > 0, telle que Vx € Be(a,a), ona )fi(x) - ﬁ(a)| < i\/_,
n

pour touti =1, ..., n. C'est-a-dire

2
Ve > 0,da > 0, telle que Vx € Bg(a,a) on a (f,'(x) - ﬁ~(11)|2 < %,

pour touti =1, ..., n. Par suite, Ve > 0,da > 0, Vx € Bg(a,a), ona

n

|fx) - f@)|, = JZ(ﬁ(x) - fily <e.

i=1



Dr. Smail KAOUACHE. Fonctions de plusieurs variables 4

1.1.3 Continuité sur une partie

Définition 1.1.5. Soit f une fonction définie sur une partie E de R". On dit que f

est continue sur E lorsque, pour tout pointa € E,ona:

Ve >0,da >0, telleque Yx € ENBg(a,a) on a ”f(x) —f(a)” <e&.
Proposition 1.1.3. Soit f : E — R7 (E C IR?). Il y a une équivalence entre les trois
assertions suivantes :

1. L’application f est continue sur E.

2. L'image réciproque par f de tout ouvert de IR7 est un ouvert de IRP.

3. L'image réciproque par f de tout férmé de R7 est un férmé de R”.
Démonstration. 01) = 02) Supposons que f est continue sur E.

Soit A un ouvert de RY et soita € f~1(A) , donc f(a) € A.
y- f(a)” < r. Clest-a-

A est un ouvert de R &= dr > 0, telle que Yy € A,
dire : B(f(a), 1) C A.

Mais f est continue en a, on a alors : Ve > 0,3a > 0, telle que :
Yx € ENB(a,a) = ||f(x) —f(a)” <e=r.

Ce qui entraine f(x) € A, i.e. x € f~}(A). On en déduit alors que la boule
ouverte de centre a et de rayon a est incluse dans f~!(A), ce qui montre que
f71(A) est ouvert.
02) = 01) : Soit a € E (quelconque). Il suffit de montrer que f est continue
ena.
Soit € > 0 donné, et soit f(a) € A, telle que : B(f(a), €) C A (car A est ouvert).
Alors

f(x) € B(f(a),e) c A = ||f(x) - f@)|| < e, (1.5)

avec x € f71(A).
Puisque f~(A) est un ouvert, alors Ve > 0,da > 0, telle que ||x —a|| < @ =
|| f(x)—f (a)” < ¢. Ce qui bien la définition de la continuité de f au point a.

01) = 03) Il suffit de passer au complémentaire.
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Soit f : E ¢ R? — RY et soit B° un fermé de R?. Nous avons f!(B°) =
[f~Y(B)]°. Alors

Bf fermé < B ouvert < f_l(B) ouvert (car f continue). (1.6)
Par suite[ f1(B)]° = f~1(B°) est fermé. m]

Proposition 1.1.4. Soit f : E € R? — R continue. Alors I'image de tout compact

A de E est un compact de RY.

Démonstration. Soit (yn)sen une suite de f(A). Alors I(xy)pen C A, telle
que :y, = f(x,),¥n € N.

A étant compact, alors de toute suite (x,) de A, on peut extraire une sous-
suite (x;,) convergeant vers a € A. Donc de la suite (1/,):en, On peut extraire
une sous suite (y;,) définie par y;, = f(x;,) € f(A) quiconverge vers f(a) € f(A)
(puisque f est continue).

Par suite f(A) est bien compact dans R. ]

1.2 Fonctions différentiables

1.2.1 Dérivées partielles d’ordres supérieurs

Définition 1.2.1. Soit f: U — R (U étant un ouvert de IRP).On dit que f admet
en a € U une i dérivée partielle premiere (1 < i < p) si est seulement si :

lim f(a+ he;) — f(a)

existe,
h—0 h

la note f bi of
on la note f (a) ou bien m (a).

Définition 1.2.2. Soit f : U ¢ R’ — R. On dit que f est de classe C'sur U si
toutes les dérivées partielles d’ordre un de f existent et sont continues.

L'ensemble des fonctions de classe C'sur U est noté C*(U, R).
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Exemple 1.2.1.

Xy
) flog =) 2 N FO0
0si (x,y) = (0,0),

*Si(x,y) #(0,0),0ona:

of . _ Y=+
w = Tar
of X - %)

a—y(x, y) = e

qui sont continues sur R*\.{(0,0)} .
Donc f est de classe Cl'sur R*\.{(0,0)} .
*Si (x,y) =(0,0) :

of f(1,0) - £0,0) _

——(x,y) =lim 0

h
o fOM=f0,0 1.7
2y (x,y) =lim p =0.
Alors la fonction f admet des dérivées partielles sur R et est de classe Clsur
R?\{(0,0)} .
d
1l est claire que of n’est pas continue en (0,0), par exemple : —f(

ox ox
—00, quand n — +oo.

21 -3n
=2
n'n 25
Définition 1.2.3. Soit f € C}(U, R) (U étant un ouvert de RP).

On dit que f admet des dérivées partielles secondes en un point a € U, si les p

) d
dérivées partielles —f, s o admettent a leur tour des dérivées partielles en a.
ox1 oxp
Sii# j, onlanote:
2 9f >f "
axi(axj)(a) ou axiaxj (ﬂ) ou fiji(a) (18)

2
Sii = j, cette dérivée partielle est notée ﬁ(a).
X2
1
Si f admet des dérivées partielles secondes en tout point a € U, on dit qu’elle admet
des dérivées partielles secondes sur U. Si de plus, celle-ci sont continues sur IRP, on
dit que f est de classe C? sur UL

Lensemble des fonction de classe C? sur U est bien sur noté C*(U, R).
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Définition 1.2.4. Soit f une fonction définie sur un ouvert U de RP. Si ses dérivées
partielles d’ordre 1 sont encore dérivable par rapport a chaque variable, leurs dérivées
partielles sont appelées dérivées partielles secondes. Par récurrence, on définit les

dérivées partielles d’ordre n comme les dérivées partielles des dérivées d'ordre n — 1.

Remarque 1.2. Une dérivée partielle d’ordre n est donc obtenue en dérivant par-
tiellement successivement par rapport a une des variables, n fois. Par exemple, on
obtient une dérivée d’ordre 4 d'une fonction de trois variables x,y,z en dérivant
d’abord en x, puis en y, puis a nouveau en x, puis en z; ou bien en dérivant en y

puis en z, puis deux fois en x.

Notation : La dérivée partielle d’ordre n d'une fonction de p variables
X1, X2, ey Xp obtenue en dérivant n; fois par rapport a x1, n, fois par rapport a

xo,.., 1 fois par rapport a x,, ot ny, ..., nx sont des entiers positifs ou nuls tels
a'f

quen; +ny +...+n=n est noté W
10Xy

1.2.2 Théoréme de Schwarz

Théoréeme 1.2.1. Soit f € CY(U,R), (U étant un ouvert de RP ) admettant des

dérivées partielles secondes sur UL

1. Si 82f ta2 t conti touti,j=1 (i# j),alors:
. Zaxi&xj e 5,9, sont continues en a, pour touti, j =1,...,p (i # j),alors:
*f »’f

8xi<9xj (a) B 8xj8xi (Cl) (19)
2. Si fest de classe C* sur U, alors on a sur U :
9 J?
oS _If (1.10)

8xi5xj - 8xj&x1- '

Démonstration. Pour ne pas alourdir les notations, on va supposer que p = 2.
Soita = (a,B) € U et soit (1,k) € R?, telle que : (a + h, B+ k) € U (car U est

ouvert ). On évalue de deux fagons différentes le réel :

uh, k) = [fa+h,p+k) = fla+ )] = [f(a,p +k) - fla,p)].
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Posons Fi(x) = f(x,f + k) — f(a, B), on a alors

u(h, k) = Fy(a + h) — Fy(a) 2" 1 (a + 01h); ot 0y €10, 1] .

Or
Fio = 20 - Lo
Donc
u(h,k)y=h g—i(cx + 01h, B+ k) — g—J;(a + 011, B)

Posons maintenant F»(y) = %(a + 61h,y), on a alors

u(h, k) = h(Fo(B + k) — Fa(B)] 2" HKEL (B + 62k); ot1 6, € 10,1

Or Fi(y) = %(a + 61h, y). Nous avons donc

*f
dyox
Soit maintenant G1(y) = f(a + 614, y) — f(a, y). Alors

u(h, k) = hk

(o + th,ﬁ + sz) (111)

TAF

u(h, k) =Gi(B+k) —Gi(B) = kGj(B+ 0sk); o1 03 € ]0,1].
,_9f of
OrG| = @(a +h,y) - a(a, y). Donc

hk—k&f h O3k af Osk
u(h, k) = @((1+ B+ 3)—&—y(a,ﬁ+ 3k)

d
Posons Gy(x) = a—ch(x, B + 6sk). Alors

u(h, k) = k[Ga(a + ) — Go()] "2" KRG} (ar + 04K); ot 64 € 10,1].
2

Or Gyx) = 5.5 ((x. + 65k). Done
2 f
ul k) = k55, (@ + 04k B+ Osk) (1.12)

De (1.11) et (1.12), on en déduit 1’énoncé 02.
Pourl’énoncé 01):Si(h, k) — (0, 0), les fonctions dérivées partielles secondes
étant supposés continues en a = («, 8), quelconque, on aura donc :

?*f 3 ?*f
m(ﬂ) = m(ﬂ)-
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1.2.3 Applications linéaires continues

Définition 1.2.5. Soient E C R? et F C IR7 deux espaces véctoriels normés définies
sur le meme corps k, et soit L : E — F une application. On dit que L est linéaire
si:

pour tout x,y € E, et pour tout a, p € k : L(ax + By) = aL(x) + BL(y).

Théoréeme 1.2.2. Soit L : E — F uneapplication linéaire. Alors les trois assertions

suivantes sont équivalentes :

1. L est continue sur E.
2. L est continue en xg = 0.

3. L est bornée sur la boule unitaire B(op, 1).

Démonstration.
01) = 02) Evident.

02) = 03 : Supposons que L est continue en xo = 0,. Alors
VYe>0,da>0tqVx € E|IX -0l <a = |IL(X) = LO)|| < e.
L(0) = 0 (car L est linéaire). On prend € = 1, on a donc :
da > 0telleque:Vx € E: |[X|lg <a = |ILX)|lF < 1.
On pose X = aY. Alors :
Xl <a= Yl <1,

et
1
IYlle <1 = [ILY)Ilr < o= M.

Donc
AM > 0, telle que YY € B(0p,1); ona [IL(Y)|| < M.

Par suite L est bornée sur la boule B(op, 1).
03) = 01) : Supposons que L est bornée sur B(op, 1), et donc L est bornée sur
E . C’est-a-dire :

AM>0tqVX€E, ona [[LX)l < M|X]g.
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En effet : si ||X|][g = 0, la relation précédente est vraie. Supposons que :
IXlle =7r>0,eton prend y = %x ,VxeE.

Alors : ||y|| =1= y € B(oy, 1).

L est bornée sur B(o,, 1), alors ||Ly||F <M, Yy € B(op,1). Donc

Vx € E: IL@)lr = [|Ley)||, = 7 ||Lw)||, = Mlixllg < M.

Montrons maintenant que L continue sur E.

Soit a € E (a arbitraire), et soit ¢ > 0. Alors

IL(X) = L@)llr = ILX = a)llp < M|IX —allp < e = [IX —al| < z\é_/[
11 suffit donc de prendre a = % Par suite :
Ve >0,da = ﬁ telqueVx € E; || X —all <a,ona |IL(X) - L@)|l; < €.
Donc L est continue sur E. m|

Remarque 1.3. On note par L(E, F), 'ensemble des applications linéaires de E dans

F, et on munit L(E, F) par la norme :

LIl = Sup IL()Il- (1.13)
Ixi<1

1.2.4 Fonctions différentiables

Définition 1.2.6. Soit f : U — R (U un ouvert de RF). On dit que f est
différentiable en un point a € U , s'il éxiste une application linéaire L et une
fonction e de U dans R telles que :

Fla+h) = f(a)+ L(k) + ]| (), avec e(h) — 0, (1.14)
h—0,

Théoreme 1.2.3. Si f est différentiable en a € U, alors I'application linéaire L de la

définition précédente est unique. Elle est appelée différentielle de f en a et est notée

df,.
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Démonstration. Supposons que 1’on dispose de deux applications L; et Ly,

vérifiant la définition de la différentiabilité, on a alors :

Ly(h) — La(h) = ||kl [e2(h) — e1(h]. (1.15)
Ce qui implique
. L,(h) - Li(h)
Iim—2————-=0,Yh#0
h—0, [IF]| y
fiol0,0 — R
Soit maintenant i € U* et soit L,(th) — Ly(th) -
toe fO= T
Par suite ltinol f(t) = 0. Mais, pour tout t € ]0, oo ;
L,(th) — L1(th) _ L,(h) — Li(h)
t = =
U 167 i
L,(1,h) - L1(1,h)
2 T~ f(1D). 1.16
Alors 0 = Pl’l{)l f(t) = f(1),Vh # 0,. Ce qui implique
L,(h) = Li(h) = 0,Vh # 0. (1.17)
Etdonc L, = L;. m]

1.2.5 Propriétés des fonctions différentiables

Soient f et ¢ deux fonction différentiables en a € U, on a alors :
1. f et g sont continues en a.

2. f + g est différentiable en g, et de plus :d(f + g), = df, + dg,.
3. af est différentiable en g, et de plus : d(af), = adf,.

1.2.6 Expressions de la différentielle
Soit f: U — R7 (U étant un ouvert de R?).

Théoréeme 1.2.4. Si P = 1et g = 1. Alors, f est différentiable ena € U, si f est
dérivable en a, de plus
VYh e R, df,(h) = f'(a).h. (1.18)
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Démonstration. 11 suffit de reporter a la définition de la dérivabilité d'une

fonction numérique en un pointa € R. |

Théoreme 1.2.5. Si p = 1 et q quelconque. Alors, f est différentiable au point
a € U si et seulement si les q fonctions coordonnées f1, f, ..., f; de f sont dérivables
en a, de plus

Vh e R, dfo(h) = (f{(@h, ..., f(@h). (1.19)

Démonstration. <) Si chaque fonction coordonnée f; (1 < i < g) est dérivable

ena € U, on a alors :

fla+h)

(i@ +h), ..., fy(a+ h))
[fi@) + f@h + Il ex(), .., f(@) + £ (@ + 1] £4(h)]
£@) + (1@, . f@) 1+ 1l (ex(R), ..., £ (), (1.20)

ol }lirr(}(el(h), ey €q(h)) = 0y.
=)Supposons que f est différentiable en a. L'application df, étant linéaire,

alors il éxiste g réels Iy, ..., lq, tels que
df, = (Lh, ..., 1jh). (1.21)
Soit ¢ = (¢1,...,&;) € RY, on a alors
fila+h) = fi(a) + Lih + || €i(h), pour tout1 <i<gq, (1.22)

ou lime;(h) = 0.

h—0
Par suite, chaque fonction coordonnée f; est dérivable en a et f/(a) = I
C’est-a-dire :

dfu(h) = (F{@h, ..., f}@)h). (1.23)

O

Théoréme 1.2.6. Sip quelconque et g = 1.

1. Si f est différentiable en a, alors f admet p dérivées partielles en a, de plus :

p
Vh € Ry, df, = Z—f(a)h,-. (1.24)
1
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2. Si f admet p dérivées partielles continues en a, alors f est différentiable en a

et de plus
YheRF,d (h)—Zp:af()h (1.25)
A fa _izlaxial :
Démonstration. 1. L'application df, étant une forme linéaire sur IR?, alors

il éxiste p réels ay, ..., a, tels que, pour tout i = (hy, ..., hy) € R?, on ait :

P
dfo(h) = Zaihi. (1.26)
i=1
Alors :
af., ..., h, ..., 0) = ajh;. (1.27)
Nous avons :
fla+h) = f(a)+dfa(h) + [Ihll £g(h) (1.28)

Alors :

flai, ..., ai-,a; + hi,ui+1,...,llp) = fla, ..., ap) +dfo(0, .., hi, ..., 0) + |l €O, ..., By, ..., 0)
f(a1, ..., ap) + ahi + || €i(hy),

oll limoei(hi) =0.
, eme

Cela preuve que la i“* application partielle de f est dérivable en

a=(ay,..a,..4a), et que g(a) = a;. Par suite
i

p p af
dfu(h) = ) i = ) 5= (@h. (1.29)
i=1 i=1 !
2. Nous avons :

fla+h)—f@ = flai+hy,..ay+hy)~ flay,..,a,) =
[flar+1,....a, + ) = flar, a2 + hy, .y + 1) | +

—[f(al,az + hy, e p + hp) - f(ﬂl,{?lz,llg, + h3, ey + hp)] +

+[f(a1,ll2, ey ap—l/ap + hp) - f(a11a2/ crey ap—llap)]'
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On aplique le théoréme des accroissements finies a chaque différence

ci-dessus, il vient :
af
f(ﬂ + I’l) - f(a) = h1$(ﬂl + 91]’11,02 + I’lz, ...,ﬂp + hp) +
1

8
a (ﬂl,ﬂz, s Ap-1,0p + Gphp)r

avec0 < 0; <1,pourtoutl <i<p.

Puisque chaque dérivée partielle ci-dessus étant continue en 4, on a

alors :

d
ﬂHMﬁ@::Méwmwmem+

et h,,[;—xp(al,az, e p) + €p(N)],

avec ]}i_r)i;e,-(h) =0Vi=1,..p.
Sih # 0y, soit ||h|| = sup {|h]} = |k,

1<i<p

Zhem> p b

ST Z (Ms;mw. (1.30)

Par suite
fa+rh) - f@-Thge@|  |Eheo
b TS i T G

Ce qui assure la différentiabilité de f en 4, et de plus,Yh € R?,df,(h) =

P
of
Y a—xi(ﬂ)hi-

i=1
m}

Théoréme 1.2.7. Sip et q sont quelconque. On a alors f est différentiable en a si

et seulement si les q fonctions coordonnées de f le sont, de plus :

VYh € RP,df,(h) = (d(f1)a(h), ..., d(f5)a(h). (1.32)
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Démonstration. =) Supposons que f différentiable en a. Alors :
fla+h) = fa)+df.(h) + ||| e(h). (1.33)

Ce qui implique
fila + 1) = fi(a) + @i(h) + |kl &i(h), (1.34)
ol ¢; étant une forme linéaire sur R?, et }}1_%1 eh)=0
Ceci prouve que chaque fonction coordonnée f; est différentiable en a, et
que:
(dfi)a(h) = @ith) = (@dfa)i(h)- (1.35)
&) Supposons que chaque fonction coordonnée f; est différentiable en a,

alors si l'application linéaire est définie par :

I(h) = @f1)a(R), ..., (dfg)ah), (1.36)

on vérifie facilement que cette application convient comme différentielle de

fena. o

1.3 Deérivation selon un vecteur

Définition 1.3.1. Soient f une application définie sur un ouvert U de R i valeurs
dans R et v € IRP un vecteur non nul. On dit que I'application f est dérrivable en

a € U selon le vecteur v si

lim M existe. (1.37)

t—0

Cette limite est notée d, f,.

Remarque 1.4. 1. L'existence de la dérivée directionnelle ne dépend pas du
vecteur mais uniquement de sa direction. En effet, si f est dérivable en a selon
un vecteur v € R — {0} alors f est aussi dérivable en a selon tous vecteur de
la forme Av, A € R* puisque

et - f@) L fat sv) f@

t—0 t s—>0

(1.38)

et alors
AeR dyf, = Ad, fo. (1.39)
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2. Lorsque n = 1, on a seulement deux directions correspondant aux valeurs
v = 1etv = 1. Dans ce cas, une application f définie sur un intervalle
ouvert I de R, d valeurs dans IRP, est dérivable ena € I selonv = 1 si

i@t~ f@
=

t—0

existe, (1.40)

et elle est dérivableen a € I selonv = -1, si

fa-n-f@ _ . fa+d-f@
t t—0 t

lim
t—0

existe. (1.41)

Autrement dit, dans le cas ot n = 1, il y a équivalence entre dérivable et

dérivable selon un vecteur.

Théoreme 1.3.1. Soit f une application définie sur un ouvert U de RP a valeurs
dans RY. Si f est différentiable en a € U alors elle admet en a une dérivée selon tout
vecteur v € RP — {Op} etonad,f, =df,(v).

Démonstration. Puisque f est différentiable en a, on a alors
fla+h) = f(a) +df,(h) + |kl e(h), avecllirgl e(h) =0. (1.42)
11— b

Posons h = tv ot1 t est un réel appartenant a un voisinage de o.

L'expression (1.42) devient

fla+tv) = f(a)+tdfo(v) + |t o]l e1(t), (1.43)

avec ltl_r)xgsl(t) = ltl_r)row(tv) =0.

Lorsque t # 0, elle se réécrit sous la forme

(a+tv) - f(a) t
T IO _ ap+ Moo (1.44)
On passe a la limite quand ¢t tend vers 0, on trouve le résultat. O

Remarque 1.5. Attention, le théoréme( 1.3.1) n’admet pas de réciproque : une
application peut admettre des dérivées selon tous les vecteurs sans pour autant étre
différentiable.



Dr. Smail KAOUACHE. Fonctions de plusieurs variables 17

Exemple 1.3.1. Considérons I'application

f: R - R
ny siy # —x*
(x,y) + flry=3 ¥ty
0 si non.

Cette application n’étant pas continue en (0,0), car par exemple }Clil’[} fx,x®—x%) =
-1=+0.

Ce qui implique que f n’étant pas différentiable en (0, 0).

Par contre, elle admet des dérivées directionnelles en (0, 0) selon tous les vecteurs .
En effet soit v = (a, ) € R?, on a alors

f((0,0) +tv) = f(0,0) _ f((ta, 1)) _  ap
t B t Ctat+ B

(1.45)

Cette quantité admet toujours une limite quand t tend vers O qui vaut 0 si p = 0 et

« Si non.

1.4 Matrice Jacobienne

Définition 1.4.1. Soit f une application différentiable en a € U. On appelle matrice

Jacobienne de f en a la matrice, noté | ¢(a) définie par

L@ . .. :;—Ql(a)
Je(a) = (1.46)
L@ ... %(a)
hy
On adonc , pour h = ,dfa(h) = Jr(a).h.
hp

Lorsque p = q, on appelle Jacobien de f en a le déterminant de la matrice jacobienne

de fena:Jy(a) = det(J¢(a)).
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1.5 Composéed’applications différentiables

Théoréme 1.5.1. Soient f : U — R7et g: V — R° (U étant un ouvert de RP et
V un ouvert de R7) tels que f(U) C V.

1. Sif est différentiable en a € U et si g est différentiable en b = f(a), alors go f

est différentiable en a, et on a

d(g o fla = d(Q)fw X dfa, (1.47)

ou encore

Jsor(@) = J5(f(a)) X J¢(@). (1.48)
2. Si f est différentiable sur U et g sur V, alors g o f est différentiable sur U.

3. Si f estde classe C* sur U et g est de classe C* sur V, alors go f est de classe
C'sur U

Démonstration. 1. Supposons que f est différentiable en a. Par définition :
fla+h) = f(a) +dfa(h) + ||kl e1(h), avec €1(h) };; 0g- (1.49)

De méme g est différentiable en b = f(a),
(b +k) = g(b) + dgp(k) + |Ikl| £2(k), avec (k) I;: 0s. (1.50)

g o f est différentiable en 1 &= 3? une application linéaire L, telle

que:
(go f)a+h)=(go f)@a)+ Lh) + ||h|l e(h), avec €(h) h_}—g; 0s. (1.51)
Nous avons :
(80 f)a+b) = g[f@a+b)] = glb+ fa+b) ~b] = glb +k(W)], (1.52)
telle que : k(i) = f(a +h) — f(a). Alors

(g0 f)a+h) = gb+k(h) = g(b) +dgy(k(h)) + lIk(h)l| e2(k(h)).  (1.53)
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Il est claire que :limk(h) = lim f(a +h) — f(a) = 0. Alors lim ea(k(h)) =
h—o, h—o, k(h)—o,

0. Par suite

(gofia+h)

8(b) +dgp(dfa(h)) + Il e(h),

telle que :

Ikl

e(h) = dgp(er(h)) + T

e2(k(h)), Y # 0. (1.54)

Il reste a prover que }lim &(h) = 0s. Nous avons donc
1—)0}1

hlimdgh(sl(h)) = dgb(%ime(h)) (car dg;, continue)
—op —0p
= dg(og) = 05 (car dgylineaire). (1.55)
D’autre part :
kol lafa) + e ml|  [lafh)]
- e@ie 199

On choisit la norme [|4||, = sup |l et
i=Lq

Z <a)h

j=1

|, = sup

14
o,
;a—

]

Par conséquent

k(h L of,
0= ”nhn)” (k(h‘ [Zl d

/

(a) + ||€1(h)||] le2(k(h))l — 0 quand 1 — 0,

(1.57)
Alors g o f est differentiable en 4, et de plus :

d(g o a = gy X df. (1.58)

g(b) + dgpdf,(h) + ||hl| dgp(e1(h)) + llk(h)I| e2(k(h)), (car dgy est linéaire).
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Iy
Soith=| . |,onaalors:
hP
Joog@h = d(go flalh) = (d(g) s X d(F)a) ()
hy
= Jo(f@) X J¢(a)
hlﬂ

Ce qui donne Jgor(a) = J4(f(a)) X Jf(a).
2. Les paragraphes (2) et (3) sont alors évidents.

m
Cas particulier
1)p=g=s=1.Alors,ona:
(gof) @h=g (f(a)f (@h Yhe R (1.59)
C’est-a-dire :
(g0 f)(a) =g (fl@)f (). (1.60)

2)Sip =s =1 et g quelconque. C’est-a-dire :
fiucR—Rietg:vCRT— R

x> f() = (ilx),..., () et g(f(x) = g(f,(x), ..., f,(x)).
fi(a)
J (a) = : ” matrice vecteur".
0

I, (f(@) = (5’7&1( f@)...... j%( f(a))) “matrice ligne". Alors

q
d
Joor @ = Jo(F@) % J5(a) = Z;ﬁ(f(u» x f(@). (161)
i=1 /!
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. f: R - R?
Exemple 1.5.1. Soient
x +  f(x) =(cosx,sinx, tanx)

et
g: R - R

(xyz) - gxyz)=x*+y+2°
On va essayer de trouver J4or (0). Il est claire que f et g sont differentiable. De plus

f1(0) 0
JrO) =| £0) |=] 1| (1.62)
f3(0) 1
et
Jory,2=(2x 1 32 ). (1.63)

Puisque f(0) = (1,0,0). Alors : Jo(f(a)) = ( 210 ), et donc

0
]gof(o)z( 2 1 0 )X 1 |=1
1

3) Sip = g ets quelconque :

= (K1) B FOO = (UX) s £(30) et g(FO0) = (1((X)
Nous avons Jr(a) = J¢(f(a))]r(a). Alors :

JF; JF; (9g1 afl

a—xl(ﬂ) .o a—xp(ﬂ) O (f@) . . . 5fp f( ) —(ﬂ) Coe

ap IF, &f;;

8_x1(a) .o (9—xp(a) f (f( a) . . . (9fp (f( a)) 8_x1(a) Coe
D’ou

3—1;;(&) Z9gl (fa ))— i=1,5 et j=1,p; avac Jr(a) = [&_F(a)] (1.64)

PR gs(f(X)))
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1.6 Inégalité des accroissements finis

Définition 1.6.1. Soient a et b sont deux éléments de IRF. On appelle segment

d’extrémités a et b, l'ensemble [a, b] défini par
[a,b] = {XGIRP; Atef01] X=a+tb-a). (1.65)
Définition 1.6.2. Un sous-ensemble E de RP est dit convexe, si et seulement si

Y(a,b) € E?, [a,b] C E. (1.66)

Théoreme 1.6.1. Soit f fonction de classe C' sur un ouvert U C RP a valeurs
réelles. Alors pour tous vecteurs a,b de U tels que [a,b] C U, il existe c € ]a, b[
verifiant

f(b) = f(a) +dfe(b - a). (1.67)

Ou encore posant b = a + h, il existe 0 € 10, 1[ verifiant

fla+h) = f(a) +dferen(h). (1.68)
rd
Remarque 1.6. Compte tenu del'expressiondf.(h) = Y, =— I =—(c)h;, les deux formules
i=1
precedentes peuvent s’écrire
ﬂMJ@+Z -(0)(bi — a), (1.69)
ou bien
fla+h) = fa)+ Z (2 + O (1.70)

Démonstration. (Preuve de théoréme (1.6.1)) :
Soit t - F(t) la fonction définie sur [0, 1] par F(t) = f(g(t), ot g(t) = a+t(b—a).
Il est claire que g est de classe C'sur [0, 1]. Par suite F classe C' sur [0,1].

D’apres le theoreme de composition

4
= (fog)(t Za—f (a + tb = a)(bi - ). (1.71)
i=1
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De plus, F est de classe C'sur [0, 1]. Donc on peut appliquer le theoréme des
accroissements finis établi pour les fonction numerique d’un variable reelle,

36 €10, 1] telle que :

F(1) = F(0) + F'(0), (1.72)
soit dc € ]a, b[, telle que :
% 9
)= @)+ Y L~ a. 173)
=1t
O

Remarque 1.7. Attention, cette égalité des accroissements finis n’est valable que
si l'espace d’arrivée est de dimension 1.

En effet si on considere I'application f : R — R?, t + (cost,sint,t). Ona
f(2m) — £(0) = (0,0,2m) et f (t) = (—sint,cost, 1), (1.74)

et donc
Vte R, f(2r) — f(0) # 2nf (b). (1.75)

Théoreme 1.6.2. (Ineégalite des accroissements finis)

Soit f : U — R un fonction de classe C' sur U (U un ouvert convexe de RP).
On suppose qu’il existe une constante M > 0 tq “Df(a)” <M pour tout x € U
Alors :

I17G) = Fwll < Ml = o] (1.76)

Démonstration. Soit x,y € U, alors x + t(y — x) € UVt € [0,1] (car U est

convexe) et soit

F: [0,1] - RY
t = F(t) =x+t(y —x).
F est de classe C' sur [0,1]. Alors dc € 10, 1[, telle que : F(1) — F(0) = F'(c).

Nous avons donc

Ifx) = fw)|

IF(1) = F(0) = F'(o)ll
||(y—x)df [x+c(y—x)]|| SM”y—x” (1.77)

O
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1.7 Formule de Taylor

1.7.1 Dérivéessuccessives delafonctiont — F(t) =

fla+t(b—a))

Définition 1.7.1. On dira que la fonction F est de classe C", lorsque toutes les
dérivées de F jusqu’a 'ordre n existent et sont continues sur I'ensemble oii 'on

travail.

Définition 1.7.2. Soit maintenant f : U — R7 une fonction de classe C sur U
(U un ouvert de RP). Alors F définie par F(t) = f(a+t(b—a)) est elle aussi de classe
C" sur R.

Nous avons

F(t) = Z (@ + 10 = )b - ) (1.78)

On pose h = (hy, hy, ..., ) = b — a. Alors F'(t) = z &La+ thh.
i= 1

Par suite

p.p &2f
Fr(t) = ;;m(a + thhih;. (1.79)
On rappel que
PV 4
Za,- = Z‘af +2 2 aia;. (1.80)
j=1 j=1 1<i<j<p
Pui e ( t de cl c? u) 1
uisque %%, 9x9x] car f est de classe C* sur U), on a alors
4
F(t) = 2 (a -+ thyh? +2 Z (a + thyhih;. (1.81)
i=1 1<1<]<p
Par récurrence, on peut démontrer que
p p &rf N
Fi(t)y= = 2 ...Z—a(a + thl, .k, pour tout hy, € U, j = 1(2.82)

ox; ...0x;
=1 =1 " h
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1.7.2 Différentielles d’ordre supérieur

Différentielle de ’ordre 02

Définition 1.7.3. On va commencer par voir la différentielle seconde comme une
application bi-linéaire.

Soient U un ouvert de R?, f une application : U — IR, et a € U On suppose que les
dérivées partielles d’ordre deux de f en a existent. On appelle diférentielle seconde

de f au point a, et on note d* f, la forme bilinéaire :

(RP? — R
k) - dy(def,).

En termes de coordonnées
PP 2
&1, (1, k) = du(defy) ZZ e ki (1.83)
j=1i

oir dy, est la dérivée directionnelle dans la direction h.

Définition 1.7.4. (Forme quadratique et Hessienne de f )
Dans I'expression (1.81), l’application

p

4. = F(0) = Z (a)h2 2 Z (a)hh (1.84)

=1 1<i< ]<p
est une forme quadratique sur IRP.
La matrice symétrique qui représente d* f, dans la base canonique de IR?, est appelée

matrice hessienne de f au point a et est notée H(a)

Les coefficients de la matrice Hy(a) sont les dérivées partielles secondes aijgxi (a),
pour tout 1 <i,j<p,
82
f 7@ e ;;p (@)
H¢(a) = .o . , (1.85)
2 2
= 5;1( ) el
*f B >*f

et pour tout 1 <i,j<p,ona

&xjaxi (ll) B 8xi<9xj (a)
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Différentielle de ’ordre >2

Définition 1.7.5. Soit f une application : U C R? — R de classe C'~'. Par
récurrence, on peut définir la différentielle d’ordre v en un pointa € U, I’ application

r-linéaire continue d’ f, par
dr_fu(hlihZI'-'/ hY) dh1( dh ,f{l

= Z Z&x f ﬂ)h11 ki, pour tout h;; € U, j =(1,86)

=1 i1=

Définition 1.7.6. Soit f une application : U C R — R r fois différentiable en
a € U. L'applicationp : RP — R7 définie par

p(h) =d" fo(h,h, ..., h), (1.87)
est appelée la puissance symbolique de I'ordre v de la différentielle de f en a.
Notation 1.7.1. On notera

& £ h, . h) = &l (1.88)

1.7.3 Formule de Taylor

Théoréme 1.7.1. Soit f une application : U C R? — R r fois différentiable en
a € U, alors elle admet un développement de Taylor-Young a 'ordre r au point a;

c-a-d : qu’ il existe une fonction € : RP — R, avec lim e(h) = 0,telle que

fla+h)=f(a)+ de Sl + 1[I e(h) (1.89)
k=1

Remarque 1.8. (Formule de Taylor de I'ordre 02) Soit f une application de classe

C? sur un convexe U de RP a valeurs dans R, et soit a,b € U. Alors Ic € a, b[ tq:

p af
fb) = f(a)+Za—xi(a)(bi—ai).+

Zazf(c)(b ) Z

i=1 1<1<]<p

(C)(b a;)(bj — a;) | (1.90)
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Remarque 1.9. (Ecriture en dimension p = 2)

af f
feoy) = f(xo,yo) + (x = x0) 5-(x0, Yo) + (¥ — y(’)a_y("o’ Yo) +

Zazf 0 0 2 (92f 0
+1 (x = xo) ﬁ(xo +6(x — x0), Yo + O(y — Zo)) +2(x — x0)(y — yo)m(xo + 0(x — x0), Yo+
J
2 +0(y — yo)) +2(y — yo)Z&—yJ;(xo + 60(x — x0), Yo + O(y — o)),

0it 0 €10,1[ .

Développement limité a 1’ordre deux

Puisque les dérivées partielles sont continues, nous pouvons écrire

P P o O
8xi8xi (C) a axiaxi (Ll * ( B Ll)) B axiax,-

(a) + n;j(b—a), (1.91)
ot n; (b —a) — 0 quand b — a. Et comme
2 2 2
2|(bi = a)(b; - ap)| < |(bi—a) +|bj —ap| <lb-al®,  (192)

nous pouvons finalement affirmer qu’il existe une fonction (b —a) — (b —a)

définie au voisinage de 0, telle que

P2 f 5
P o 1 gly(ﬂ)(bi - a;) +
f0) = f@+) 3= @bima)-+3 Y +|b - all? e(b-a),
P +2 ) (a)(b; — a;)(b; — aj)

1<i<j<p ox j9xi

avece(b —a) — 0, quand b — a.

Exemple 1.7.1. (x,y) — f(x,y) = cos(x) exp y, (xo, Yo) = (0,0)

Premiére méthode : Il est claire que f est de classe C! sur R?.

Pui 8f00_82f00_08f00_182f00_1t82f00_1
ulsqueax(/ )_&x&y(r )_ /ay(/ )_ ,33('2(’ )__ e 8}/2(1 )_ ’
alors
X2 yz
f(x,y):cos(x)expy:1+y—5+?+(x2+y2)e(x,y), (1.93)
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avec €(x,y) — 0 quand (x,y) — (0,0).

Deuxieme méthode :

2
f(x,y) = cos(x)expy = (1 - %2 + xze(x)) (1 +y+ yE + yZe(y)) . (1.99)

On fait le produit, et en conservant uniquement les termes en x, y, xy, x>, y* et en

englobant tout le reste de la forme (x> + y*)e(x, y), on obtient le méme résultat.

Autre formule de Taylor a un ordre quelconque d"une fonction

de deux variables

Notation symbolique trés pratique

of A" k. O'f
On note par [xa + ya_y] = k§0 oy k&xk Yk’

Dérivée d’ordre n de la fonction t — F(t) = f (xo + thy, yo + thy)

11 est facile de voir par récurrence que si f est de classe C" ,alors F est

aussi de classe C" et que sa dérivée d’ordre n est donnée par :

n 8”
FO(t) = Z C’,‘,h’{ h'zl—k ijcnk(xo + thy, yo + thy). (1.95)
k=0

Formule de Taylor a I’'ordre n :

Soit f une fonction de classe C", alors on peut appliquer la formule de
Taylor-Lagrange a 'ordre n a la fonction t e€[0,1] — F(t) entre 0 et 1,on

obtient :
“ 1 EP©O)  FM(9)

F(1) = F(0) + Lk ) + ==, o 6e10[. (1.96)
C’est-a-dire
n-1 ®
1 d 0
fo+hy,yo+h) = f(xo,v0)+ ;H [h1a—£ + hz%] (0, yo) +
1] 9 If 1™
+E [hlg—i + hzé‘] (X() + th,yo + th)
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Dévloppement limité a lordre n :

i d af®
fxy) = f(xo,yo)+2%[(x—x())a—£+(y—yo)a—1; (xo = yo) +
k=1

+I(x = x0), (¥ — yo)ll"e [(x — x0).(y — wo)],

avec ¢ [(x — x0),(y — yo)] — 0, quand (x, y) tend vers (xo, yo).

1.8 Difféomorphisme

Définition 1.8.1. Si f est une bijection de classe C'd'un ouvert U de R sur un
ouvert V de R, et si la bijection réciproque f ~‘est aussi de classe C', on dit que f

est un difféomorphisme de U sur V.

Remarque 1.10. Romarquons que V est nécéssairement un ouvert.

En effet, c’est I'image réciproque de I'ouvert U par I'application continue f ~1. Il
résulte du théoréme de composition que la matrice jacobienne de f est inversible en
tout poit a de U et que le jacobien de f ~' au point f (a) €V est le jacobien de la

matrice inverse :

I(F@=[@] . (1.97)

Exemple 1.8.1. f:IR?> - R?, telle que f (x,y) = (x +y, x — ).
Donc f 71 R?> - R?, telle que : f ~1(x,y) = E(x +y,x— ).
L est claire que f et f ~tsont de classe C* sur R Par suite f est un difffomorphisme

de classe C! sur R2.

Remarque 1.11. Si f est une bijection de classe C* et si f ~" est aussi de classe

Ck, on dit que f est un difféomorphisme de classe C* (k > 1).

Théoreme 1.8.1. (Théoreme d'inversion locale) Soit f une application de classe
C! définie au voisinage d'un point a € R', a valeurs dans RP, et soit b = f(a).
Sidy (x) est inversible, alors il existe un voisinage A de a et un voisinage B de b tels

que f soit un difféomorphisme local de A sur B.
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Théoréme 1.8.2. ( Théoréme d’inversion globale) Soit f de classe Ctsur U C
R' (U ouvert), injective et telle que la différentielle dy (x) soit inversible pour tout

x € U; alors f est un difféomorphisme de I'ouvert U sur I'ouvert f(U).

Démonstration. d r (x) est inversible &< det]  (x) # 0 et comme f est
injective, donc f est bijective de U sur f (U).

Par suite, f est un difffomorphisme, et de plus f (U) est un ouvert. ]

1.9 Equationsauxdérivées partielles (EDP)

Le caractere particulier d'une “equation aux dérivées partielles (EDP) est

de mettre en jeu des fonctions de plusieurs variables.

Définition 1.9.1. Une EDP est alors une relation liant une fonction de plusieurs

variables et ses dérivies partielles par rapport aux différentes variables.

Exemple 1.9.1. Voici quelques exemples d’équations :
of of

L E(t, x) + o f (t, x) = 0 : Equation de transport.

282]‘ +a2f = 0 : Equation de la pl
.&xz(x,y) &yz(x, y) = 0 : Equation de la place.

0 02 ,
3. Ef (tx) =k E f (t, x) : Equation de la chaleur-

1.10 Changement de variable et EDP

Dan cette partie, on cherche toutes les fonctions de classe C¥ sur un ouvert
UcRR?, qui vérifient une EDP . Pour cela, on utilise le difféomorphisme

¢ (u,, U, ..  thy) = P(U1, ...y Up).

f est de classe C* sur U = il existe une unique fonction g de classe C

sur U, telleque: f=go¢

Exemple 1.10.1. En utilisant le changement de variable u = xy, v = yV¥Vx,y € U,
tel que :
U={xy) eR/0<x<let0O<y<1, (1.98)
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trouver toutes les fonctions f de classe C' sur U vérifiant :

of _ of _

Xoo - y@ =y. (1.99)

Solution : Soit ¢ : U —p(U) tq P(x, y) = (xy, y) = (u,0).

01) Montrons que ¢ :U — ¢G(U) est un difféomorphisme de classe C* sur UL

Il est claire que U est un ouvert. De plus
oU) = {(u,v) eR*tqu = xyelol[ etv=y¢€ ]0,1[} =U

Donc ¢(U) est ouvert aussi.

¢ est de classe CtsurU (évident).

¢ injective ?.

xy=xy = x=x

Soient x, y € U, tels que ¢(x,y) = d(x',y'). Donc{
ety=y

y x
Jo(x, y) = [0 1] = det]y =y > 0.
Par suite ¢ est un difféomorphisme de classe C' sur UL
Résoudre maintenant I'équation :

of _ of
X0 y@ =y. (1.100)
f est de classe C* sur U = il existe une unique fonction g de classe C* sur U , telle

que: f=god@.

La méthode du produit des Jacobiens, nous conduit a :

Jr(x, y) = Jo(@(x, y)-Jo(x, y)) = Jo(u, v).Jp(x, y). (1.101)
C’est-a-dire
df df\_(dg Ig\lv x
(5 50)-Ge %)l o)
soit of 3
-
5%
f_ 098 98

Ay “ou T o
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Léquation (1.100) se ramene a

dg 98 98
Xy —Ylg 50 =Y.
Par suite
%8 _ 1 — g(u,0) = —0+ h(u)
30 = g(u,v) = —v + h(u),
oit h est une fonction d’une seule variable de classe C ! sur 10,1[. On a finalement :
foy) = gloey)
= 8,0

-0+ h(u) = —y + h(xy).

Exemple 1.10.2. (Cas des coordonnées polaires) :

Soit ¢ :]0, +oo[ x R — R*\{(0,0)} telle que ¢(r,0) = (7 cos O, r sin ).
On pose F = f og, pour tout f est de classe C' sur R*\.{(0, 0)} .

1. Exprimer les dérivées partielles de F en fonction de celles de f.

2. Trouver toutes les fonctions f de classe C' sur R*\{(0,0)}, telle que :

y=——-x=—=0. (1.102)

d
Y=+ x—y =kf, (k= cst). (1.103)

4. Trouver tout les fonctions f de classe C' sur R, X R telle que :

of _ of _

__y@_

x5 0. (1.104)

Solution : Il est claire que ¢ est un difféomorphisme de classe C**sur ]0, + co[ X R.

1. Nous avons

OF oF\ (df af) cosf —rsin6
oF oF) _ (2 of ) 1.105
(8r &9) (396 9y /\sin® rcos6 ( :
soit : P 9 9
_F :Cose—f +sin6—f
or ox dy 1.106
OF d f (1100)
— = —rsin0—=— + rcos 0=

a0 ox dy



Dr. Smail KAOUACHE. Fonctions de plusieurs variables 33

2. Du systeme (1.106), on en déduit
af JF sin(6) dF
— = cos —

20
Ay s ar r 90
Alors of of 5
F
a—xa—y—()@%—o. (1108)

Par suite F(r, 6) = h(r), oit h est de classe C ! sur 10, + oo[ . Enfin

fy)=F [qb‘l(x, y)] = F(r,0) = h(r) = h({/x* + 1). (1.109)
3. Nous avons o o 5
F
ya —X@ = kf — % = —kF. (1110)
Sachant que les solutions de I'équation différentielle ys(x) = —ky(x) sont de la
forme :
y(x) = cexp(—kx), (1.111)

alors : F(r, 0) = c(r) exp(—kO ), ou c(r) est une fonction de classe C'sur 10, + oo[ .

Et puisque 0 = arctan(% ), on aura donc

e,y = (22 + y?) exp (—k arctan(%)) . (1.112)
4. On a aussi
of If oF
X& + a—y 0 W =0
& F=h),

oit h est de classe C sur R. Par suite

fx,y)=h (arctan (%)) . (1.113)
Exemple 1.10.3. (Equation des ondes)
Résoudre L'EDP :
’f 29°f
9—y2(x, Y- 57wy =0, (1.114)

(ot ¢ est une constante réelle positive non nulle, et f est une fonction de classe C

sur R?) a laide du changement de variable u = x + cy, v = x — cy.
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Solution : Soit ¢ : R* - R*tq ¢ (x,y) = (u = x + cy,v = x — cy).

On pose f = g o ¢. La formule des dirivées partielles nous donne :

af If\ (dg Ig\[1 ¢
(a @)‘(@ |1~ (1119
soit
of (98, 93
2  du
o 58 g
ox  ou “ou
On en déduit :
Pfo_ 9 (%) 98 38
ox2  odx\adx]
N A Y 82g d*g  d*¢
a (8— &_)(£+&v) 7 2 ouan T o (1110
et

ou? ou dv 92’
(1.117)

2 2 2 2
B_f afzci_ca a_g 8g Czag 2C288 +Czag
ay? dy \dy ou 0)\“u " 0

Ou bien :

P> f g, 92 K1k 12k rg g Pg
o2 ( ) ZCll Quk&vzk =0 ot o

2 (] 2 2 2 2 2

A2 ook = \aw Tt uae T

L'expression (1.114) devient alors
g

o0 - 0 & g(u,v) = h(u) + k(v), (1.118)

oit hest k sont deux fonctions de classe C' sur R.
Enfin :

fx,y) = g(d(x, y) = g(u,v) = h(u) + k(v) = h(x + cy) + k(x — cy).  (1.119)

Exemple 1.10.4. Soit g: U = {(x, YeR tgy > |x|} — Ret @ : U — ¢(U) avec
o(x,y) = (u =x—1y,0=2x+y). On suppose g de classe C>. Soit f = g o ¢.
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1. Montrer que ¢ détermine un C?-difféomorphisme entre U et un ouvert p(U) de
R? que I'on précisera.
2. Exprimer les dérivées partielles de f en fonction de celle de g.

3. Montrer que si f est solution de 'E.D.P

J? 9
( axf; (o)~ ay’; (1) = P =), (1120)
. 2’8
alors g est solution de 4 (x,y)— V-uv =0

Judv
4. En déduire la solution générale de (1.114).

Solution : 1. @ est injective et est de classe C**. De plus

u=x—-yetv=x+y = detj,(x,y) = det

] = -2 #0.1e j, est

inversible.

D’aprés le théoreme d'inversion globale, ¢ est un C** difféomorphisme entre U et
().

Calculons o(U) :
*Six>0,doncy—-x>00u=x-y<0ety>x>02v=x+y>0
*Six<0,doncv=x+y>0etu=x—-y<0.

Alors @(U) = ]—00,0[ % ]0, +00[

2. Nous avons f = g o . On trouve

of of _( g g 1 -1
a(x,y) @(x,y))—(g(u,v) %(u,v) )[1 . ] (1.121)

C’est-a-dire

%(x, y) = g—g(% o)+ g_g(”’ ?) (1.122)
%(x, y) = ‘ﬁ(”' o+ 8_5(”’ ! |
3.D'ont
2 2 2
azfz (gufz , ”); 2%50 (“';’; (gvé;z g’g’v)
(4 ) e )
- ﬁ(u,v) - 2% u,0) + (37“;2(% v).
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oo O f ,
Alors I'équation ¥ (x,v) (x,y) = \J(y? — x2) devient :
x

@)

9’8
4%(%0) = V-u+o.

ce qui implique
1
8(u,0) = ~5(-uv)? + F(u) + H()),
ot F, H sont de classe C? respectivement sur R, IR},

Par suite

f9) = ,0) = =5 (7 =) + Fa - ) + HGx + ).

1.11 Extrema locaux (relatifs)

1.11.1 Extrema libres

Soit f : U — R (U étant un ouvert de R?) et soita € U .

(1.123)

(1.124)

(1.125)

Définition 1.11.1. On dit que f présente un maximum local en a € U, s’il existe

une boule ouverte B(a,r) C U telle que Vx € Bon a f(x) < f(a).

Définition 1.11.2. On dit que f présente un minimum local en a € U, s'il existe

une boule ouverte B(a, r) C U telle que Vx € Bon a f(x) > f(a).

Définition 1.11.3. On dit que f présente un extremum local en a € U, si f(a) est

un maximum ou minimum relatif (local).

Points critiques (Stationnaires )

Définition 1.11.4. Soit f : U — R (U eétant un ouvert de R?) une application

de classe Clsur UL

On dit qu’ un point a € U et un point critique pour f lorsque la differentielle de f au

d
point a est nulle. C'est-a- dire que chacune des dérivées partielles %
1

est nulle .

of

o, (a)
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Définition 1.11.5. On appelle gradient de f au point a le vecteur V f(a) de IR dont
les composantes sont les derivees partielles de f au point a
C’est-a- dire

of of ) (1.126)

Vf(ll) = a_xl(a)/' cer a_xp(a)

Définition 1.11.6. Le point a est un point critique pour f, si et seulement si
Vf(a) = orr

Exemple 1.11.1. On considere la fonction (x,y) — f(x,y) = x>+ y> — 3xy.
f est de classe C'sur R?. Alors

d
—i(x,y)=3(x2—y) =0 )
Sx =yety =x.

a—i(x,w =32 -x) =0

Par suite x* = x = x = 0 ou x = 1. Les point critiques sont (0,0) et (1,1).

Exemple 1.11.2. (x,y) — f(x,y) = x* + 1> + 2y cos(x) + 5.
f est de classe Ctsur R?. Alors

d
—ic(x, y) = 4x® - 2ysinx.

foo N a2
2y (x,y) = 3y + 2 cos(x) + 5.

d
Puisque 8—5(3(, y) >5-2=3>0, f n’apas de point critique .

Condition nécessaire d’extremum local :

Théoreme 1.11.1. Soit f : U — R (U ouvert de RP) une fonction de classe C'
sur U. Si f presente un extremum local en un point a € U , alors a est un point

critique pour f.

Démonstration. Supposons que par exemple f présente un maximum local

en a. Alors

dr > 0 telque pour tout|lx — a|| < #,on a f(x) < f(a) (1.127)
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Soit F I'application de variable t definie dans un voisinage de 0 par :
F(t) = f(a+th);Yh #0,. (1.128)

On pose: x = a + th . Alors

llx —all =|Ith]| <r = [t - 0] < m =a>0, (1.129)
et:
F(t) = f(x) < f(a) = F(0). (1.130)
Donc
da > 0, tel que pour tout |t — 0| <, ona F(t) < F(0). (1.131)

C’est _a_dire F presente un maximum local en 0, et que F’(0) = 0
Or

F(t) = i @+, (1.132)
=1
Donc :
0=F(0) = Zh 3@ = dfalw. (1.133)
m
Extemum en un point critique
Rappel sur les formes quadratiques
Définition 1.11.7. On appelle forme quadratiques Q sur IR" I'expression :
QX) = Mt + -+ + A2, (1.134)

oit X = (x1,-++ ,xn) et les reels Aj(j = 1,_n) sont les valeurs propres de la matrice A
de Q sur la base canonique.

* 51 Q(X) > 0,VX # Or ,On dit que Q est une forme quadratique definie positive.
Cela equivaut donc a dire que les réels Aj sont tous strictement positifs.

*5i Q(X) < 0,VX # O ,On dit que Q est une forme quadratique negative
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Une condition suffisante d’extremum local

Théoreme 1.11.2. Soit f une fonction de classe C* au voisinage d'un point

critique a.
2

Pod

1. Si la forme quadratique H(u) = Y, ﬁ(a)uiuj est definie positive, alors f
i=19%;0%;

presente un minimum local en a.

2. Si H est definie négative, alors f présente un minimum local en a.

Démonstration. 1. Faisons la demonstration dans le cas d"une forme quadra-
tique definie positive. Alors il existe un reel m strictement positif tel que

pour tout vecteurl = (uy, ..., u,;),on ait
H(u) > m|lull*,

ou m désingne la plus petite valeur propre de la matrice A de H.
On pose maintenant u = x—a et en utilisant le développement limite a 1’ordre

2,1l vient :
n a 1
fx) = fla) = ;a—i(u)(x,- —a;) + EH(X —a) +|lx — alf* e(x — a). (1.135)
Puisque ¢(x —a) — 0, quand x — a, alors
m m
pour € = 5,36 > 0 telle que Vx € B(a,9), le(x —a)| < > (1.136)
Ce qui implique que ¢(x —a) > —%. Alors
1 m
f) = f@) > Smlx - al = = v = alf* = 0. (1.137)
2. La preuve est identique pour un maximum local en 4, en choisissant
m

H(u) <m|ul* et e(x—a)<e= 5 (1.138)

O

Cas de la dimension deux Soit (x,y) — f(x,y) une fonction
de classe C2. Les points critiques s’obtient donc en résulvant le systeme

d’équations
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af
_x(x' y)=0

¥ (1.139)
@(X, =0

La forme quadratique H en un point critique (g, b) est de la forme

&2][ (92f ‘92f
H(x,y) = (x - a)ZW(a, b) +2(x —a)(y - b>m(”’ b) +(y - b)° g

(a,b).
(1.140)
Alors H est un polyndme de second dégré qui garde un signe constant

si et seulement si son determinant est strictement négatif.

»’f B *f B ?*f
e (a,b), B= 8y8x(a' byetC = YR

se comporte de la maniére suivante :

On pose A = (a,b). La Hessienne
1.SiH(x,y) >0 & B> - AC <0 et A > 0, il s’agit d’'un minimum local.
2.SiH(x,y) <0 & B*—AC <0 et A <0, il s’agit d"un maximum local.
3. Si H change de signe < B? — AC > 0, donc pas d’extremum.

4. Cas douteux & B> — AC = 0.

Exemple 1.11.3. f(x,y) = x> + y® — 3xy.

Les points critiques sont (0,0) et (1,1).

*En (0,0):

A=C=6¢tB=-3etB*—AC =9 > 0. Donc pas d’extremum et puisque A = 0,
11 sagit d'un point de selle.

*En(1,1):

A=C=6e¢tB=-3.DoncB>—AC =-27 <0et A > 0,1l s’agit d'un maximum

local.

Exemple 1.11.4. (en dimension trois)
f(x,y,2) = 15— 8x + 8x2 — 4x3 + x* + 12y + 4> + 12z + 4yz + 42%. Cette fonction

est de classe C2sur R5.

af )

a—(x,y,z):O:—8+16x—12x +43 = x=1.
3—f(x,y,z):0=12+8y+4z
Yy S y=z=x=y=-1L

af( )=0=12+8z+4
%z x,Y,z)=0= z + 4y
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Le seul point critique est donc (1, -1, -1).
2

o°f : ) *f 3 *f 3
Nous avons W(x, Y,z) = 12x* - 24x + 16, W(x, v,z) =8, w(x, y,z) =8.
’f ’f *f
axay(x/ylz) - axaz(xry/z) - 0/ azay(x/ylz) - 4
Alors
2 2 yt+tz, 2
H(x,y,z) = 4x~ + 8y~ + S(T) +6z° > 0. (1.141)

Donc (1, -1, -1) est un maximum local.

1.11.2 Extrema liés

Théoréme 1.11.3. (Théoreme de Lagrange) Soient U C RP un ouvert, 1 <n <p,

a€Uet f 41,92, -, gn : U— Rn+1 fonctions de classe C', telle que

(Vgi(a)
rang . =n. (1.142)
(Vgn(a)
Alors, pour que restriction de la fonction f a {x € Utq g1(x) = .... = gu(x) = 0}
admette un extremum local en a, il faut qu’il existe n scalaires A1, A, ..., Ay tels que
n
V[f+ZAkgk] (a) = 0. (1.143)
k=1
Par définition, les n scalaires A1, Ay, ..., Ay sont appelés des multiplicateurs de La-
grange et
L:f+ZAkgk:U—>lR, (1.144)
k=1

est appelée la fonction de Lagrange.

Remarque 1.12. Puisque la condition est nécessaire mais pas suffisante, I’existence

des n scalaires A1, Ay, ..., Ay, ne garantit pas celle de I'extremum local en a.
Remarque 1.13. Sin =1, alors

rang(Vgi(a) =1 & (Vgi(a) # 0.
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1.12 Théoreme des fonctions implicites

Nous allons essayer de regarder a quelle condition une relation de la
forme f(x1,x2, ..., xp) = 0 peut se résoudre au moins localement sous la forme
Xp = (X1, X2, e Xp-1)-

On désigne par f une fonction de classe C" d'un ouvert U de R?, a
valeurs dans R. Le théoreme suivant nous permet de déterminer la dérivée

de la fonction f méme si on ne sait pas l'expliciter.

Théoréme 1.12.1. Soita = (a1, 42, ..., ap) un point de U tel que f(a) = Oet ng(a) #
0. Alors il éxiste localement une unique fonction continue ¢ : B((a1, ay, ..., a-1), 6) —
R vérifiant :

1. p(ai, az, ..., ap-1) = ap.

2. Pour tout (x1,x2, ..., Xp-1) € B,on a f(x1,x2, ..., Xp-1, P(x1, X2, ..., Xp-1)) = 0.

De plus ¢ est de classe C" sur B.

Remarque 1.14. 1. Autour de point (xo, yo) , on peut donc résoudre localement
I'équation f(x,y) = 0 sous la forme y = @(x).
2. On prendra évidement I et | assez petits pour que le réctangle I X | reste inclus

dans l'ouvert U

Démonstration. (Preuve du théoreme 1.12.1)
Pour ne pas alourdir les notations, on va supposer que p = 2.

a) Existence de la solution y = ¢(x) : Pour les besoins de la preuve, on va

supposera que ﬁ(xo, Yo) > 0, et le cas Zc(xo, Yo) < 0 se traitement de fagons
analogue.

Alors comme g—ch(x, y) est une fonction continue qu’est non nulle au point
(x0,¥0) , on peut trouver un rectangle [xo —h,xo + h] X [yo —k, yo + k] sur
lequel %(xo, Yo) > 0.

Soit g : [yo — k, yo + k] = R la fonction définie par g(y) = f(x, y), pour tout x
fixé dans [xg — h, xo + H] .

Donc ¢'(y) = &—y(x, y) > 0 = g est strictement croissante sur[yo — k, yo + k] .

En particulier la fonction ¥ — g(y) = f(xo, y) est strictement croissante sur
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[yo —k,y() +k] .
Et comme g(y,) = f(xo, o) =0,0ona

f(xo, o — k) = g(yo — k) < 0et f(xo, yo +k) = g(yo +k) > 0. (1.145)

Par continuité il éxiste donc un petit segment Jxo —a, xo + a[ C Jxo — h, xo + A,

tel que pour tout x € Jxg —a, xp + a[ ,on ait
f(x,yo —k) <0et f(xo, yo + k) > 0. (1.146)

Etcomme f est continue, alors, il éxiste un et un seul point y € Jyo — k, yo + k[
tel que:
flx,y)=0,¥x € ]xo —a,xo +af. (1.147)

Nous avons donc définie une application ¢ de I = ]xg —a,x9 +a[ dans | =
lvo =k, yo + k[, tel que :f(x, p(x)) = 0.

b) Continuité de la fonction ¢ : Elle résulte de cette construction
Recommencons le méme raisonnement en remplagant k par ¢ ( ¢ plus petit
), mais € quelconque. Alors pour tout x € ]xg —a,xp + a[ , le nombre unique
y =) €lyo—& yo+el.

C’est-a-dire

Ve >0,da>0telque |x — x| <a = ((p(x) - (p(x0)| <e. (1.148)

Par suite @ est continue.

c) Dérivabilité de la fonction ¢. Soient (x, @(x)) et (x + t, p(x + t)) deux points
de U (t assez petit de sorte que (x + f, p(x + 1)) c U ).

Le T.A.F nous dit qu’il éxiste un point p de segment (x, p(x)), (x + t, p(x + 1)),

telle que
0 = flx+tpx+1) - flx, o)
0 d
= (x+1t)-x) a—J;(p) +(plx +1) — p(x)) a—JyC(P)
of f

J
=20+ (Pl + 1~ px) (;—y(P)-
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J
Puisque —f(p) # 0, on peut écrire

Iy
af
P+ =) _ 5P
t af , -
@(P)
On a donc
—&—f(x P(x)
P = im P00 0T i)

t—0

a—j;(x/ P(x))

Et comme f est de classe C', alors ¢’ est continue. Autrement dit que ¢ est

de classe C! sur U O

1.12.1 Cas de la dimensionp =2

Soit (a,b) € U ou b = p(a). La fonction ¢ vérifie la relation f (x, ¢(x)) = 0.

Alors le théoreme de dérivation des fonctions composées nous donne :

of of 1)
5@ P@) &—y(a,fp(a)))[ 7@ ]— 0. (1.149)

Ce qui implique

d d
a—i(a, P(a)) + (P'(a)a—]yr(amp(a)) =0. (1.150)

Donc
af
=0
@(ﬂ/ ®(a))
Etsi¢@’(a) =0, alors
0%
., —ﬁ(ﬂ, ¢(a))
¢"(a) = of

. (1.152)
a—y(’l/ p(a))
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1.12.2 Cas de la dimensionp =3

Soit (a,b,c) € U ou ¢ = ¢@(a,b). La fonction ¢ vérifie la relation f
(x,y,¢(x,y)) = 0. Alors le théoreme de dérivation des fonctions composées

nous donne :

1 0
(‘9_f of 3_1’) 0 1 |_q
dx dy oz dp I
ox dy
Ce qui implique
of
a_(P(x 3 _g(xr Y, (P(x/ }/))
ox Y=
g(xl y/ @(x/ y))
et
of
a—(P(x . ay(x,y,w(x,y))
oy Y= ’
z(x/ y/ (P(x/ ]/))
De plus, si (g, b) est un point stationnaire de ¢, on a alors
7/ b b
P9 0y ot
(8x)2 , a_f(a b (a b)) ,
aZ 4 /(P 7
Pf
a2(p b B _8_]/2(11/17/(P(arb))
(9y)2(al = a_f(a b, (a,b))
&Z 7 /(P 4
et
7f b b
aZ(P b) ~ _M(ar ,(P(ﬂ, ))
@xay) P = o7

E(a/ b/ (P(a/ b))
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