4.1

Définitions de Stabilité

Soient f et g deux fonctions continliment différentiables
VR R Ay SR SR gy
ou /, J sont des intervalles réels. Considérons le systeme d’équations aux différences

Xn+1 = f(xnvxn—la--'7xn—k7yn7yn—1""7yn—k)
Yn+1 = g(-xna-xn—la"~7-xn7k7yn7yn—17"'7yn7k)

ou I’l,k € N(), (x—kax—k-‘rl?" . ,X()) € Ik+1 et (y—kvy—k-l-h' .. ayO) € Jk+l-

Définissons la fonction
H: Ik+1 XJ](+1 1k+1 XJk+1

ar
’ HW) = (fo(W), i(W),.... (W), 80(W),g1(W),...,g(W))
avec
W= (uo,ul,...,uk,vo,vl,...,vk)T,
JoW) =fW), iAW) =uo, ..., fil(W) = g1,
go(W)=g(W),e1(W) =vo,...,8(W) =ve_1.
Posons,

T
W, = [xnaxn—la ceyXn—kyYnyYn—1s- -+ aynfk] .

Ainsi, le systeme (4.1) est équivalent au systeme

Wpr =H(W,), n=0,1,...,

“4.1)

4.2)
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38 Chapter 4. Systemes d’équations aux différences non linéaires

c’est a dire

( J—
Xn+1 = f(xrhxn*la"'7xn*kayn7yn*17"°ayn7k)
Xp = Xn
Xn—k+1 = Xn—k+1
Yn+1 = g(xn7xn—17"'7xn*k7yn7yn—l"'Mynfk)
Yn = Yn
Yn—k+1 = Yn—k+1

= Example 4.1
Soit le systeme d’équations aux différences

. 1+ yn
n+1 =
1 _
Yn+1 = 1+x, -
le systeme (4.3) est équivalent au systéme
P 14y,
n+1 1 T x, o
Xp = Xn
Xn—1 = Xn—1
B 1
Yn+1 = 1_|_x"72
Yn = Yn
Yn—1= Yn—k+1

Définition 4.1.1
1. Un point (x;¥) est dit point d’équilibre pour le systeme (4.1) si
x = f('f?X? "'7'x7y7y’ "'7?)’
y = g(x7x7 "'7~Y7y7y7 7?)
2. Unpoint W = (X,X,...,X,9,9, ...,y) € I¥' x J&1 est point d’équilibre du systeme (4.2) si
W=HW).

= Example 4.2
Soit le systeme d’équations aux différences

1
Xn+1 =
1+yn71
- | 4.4)
Yn+1 = 1+x”_1

Trouver les ponits d’équilibres positives du systeme (4.4).
Soit (x,y) € RT x R™ un point d’équilibre du systemes (4.4), donc

o1

TI L —1+V5 . 1445
=X= =

o 2 2

YT itx
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4.1 Définitions de Stabilité 39

—1+V5 —1+4V5
2 2 )

Le seul points d’équilibre positive du systeme (4.4) est <

Définition 4.1.2 Une solution {(x,,y,)} =", du systeme (4.1) est dite éventuelleement péri-
odique de période p € Ny si

AN > —k;  Xpip=Xn, Yutp = Yn-
Si N = —k, on dit que la solution est périodique de période p .

= Example 4.3

4.1.1 Stabilité des systémes d’équations aux différences non linéaires
Définition 4.1.3 Soient W un point d’équilibre du systeme (4.2) et || . || une norme, par exemple
la norme euclidienne.
1. Le point d’équilibre W est dit stable (ou localement stable) si pour chaque € > 0, il existe
6 > 0 tel que || Wy — W ||< & implique || W, — W ||< € pour n > 0.
2. Le point d’équilibre W est dit asymptotiquement stable (ou localement asymptotiquement
stable) s’il est stable et s’il existe ¥ > 0 tel que || Wy — W ||< v implique

| Wy —W [|= 0, n — oo,

3. Le point d’équilibre W est dit globalement attractif (respectivement globalement attractif
de bassin d’attraction I’ensemble G C I**! x J¥*1)_si pour chaque W, (respectivement
pour chaque Wy € G)

| Wy =W ||—= 0, n — +oo.

4. Le point d’équilibre W est dit globalement asymptotiquement stable (respectivement
globalement asymptotiquement stable par rapport a G) si est localement stable, et si pour
chaque W, (respectivement pour chaque Wy € G),

| W, =W ||= 0, n — +oo.

5. Le point d’équilibre W est dit instable s’il n’est pas localement stable.

11 est claire que (X,y) € I x J est un point d’équilibre du systéme (4.1) si et seulement si
W= (%,X,...,%,9,7,...,y) € 1 x J&*1 est un point d’équilibre du systéme (4.2).
Définition 4.1.4 On appelle systéme linéaire associée au systéme (4.2) autour du point d’équilibre

le systteme
Wit1 =AW, n=0,1,...
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40 Chapter 4. Systemes d’équations aux différences non linéaires

ol A est la matrice Jacobienne de la fonction H au point d’équilibre W, donnée par

- dfo iy O (T of vy b Ty b Afo (W7
?ég(W) 3]5;;<W> 3§§<W> 3§3<W> g;fj(m 3§2(W)
E%(W) Eﬁav) e Eiov) ;$UV) ;ﬁav) e ;iav)
Afk (7 Afi (7 . .af $774 .af w7 .af 7 .afv co 7
ac | 2™ GV o Gl W) W) G (W 7. W)
(W) G (W 7u W) ) W ()
W) W) . (W) W) W) .. W)
aqpy duqmy . dagp) ey ey .. day
[ (W) GEW) ... GEW) FEW) W) .. GEW) |

m Example 4.4 Trouvez le systeme linéaire associé au systeéme (4.4), autour du paint d’équilibre

potitive (_1%6, _1%6 )
le systeme (4.4) est équivalent au systeme
1
X, =
o L4 yn—1
Xy = Xp
B 1
Yn+1 = 1 Tx,
Yn = Yn

le systéme linéaire associé au systéme (4.4), autour du point d’équilibre potitive W est donnée par

Wn-‘rl:AWn

avec
ofo dfo dfo If
dx dy dz ot
ofi o dh N

_ dx dy dz ot
A7 9% 9z de dz |

dx dy dz ot
de1 dg1 dgi dai
dx dy dz dt
W, = (”navnvwnyzn)

et

fo: (0,400)" —(0,+)

aa’t —
(x,5,2,1) T4

fi: (0,40)* —(0,400)
('x?y?Z’t) '_>x
g0: (0,400)* — (0,4o0)

X, y,2,t) — ——
(x,,2,1) Ty
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4.1.2 Stabilité par linéarisation

Théoréme 4.1.1
1. Si toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne A sont dans le disque unité ouvert
|A] < 1, alors le point d’équilibre W du systéme (4.2) est localement asymptotiquement
stable.
2. Si au moins une valeur propre de la matrice Jacobienne A a un module supérieur a un,
alors le point d’équilibre W du systeme (4.2) est instable.

m Example 4.5 Monter que point d’équilibre potitive du systemes (4.4) est localemnet asympto-
tiquement stable.

D’aprés I’exemple (4.4), le systeme linéaire associé au systeme (4.4), autour du point d’équilibre
potitive W est donnée par

Wi = AW,
avec
S
A0 =8 0 o
0 0 1 0
Ona

2 2
det(A—?LI4):(1) A0 0 :14—<_3+\6>.

0 0 1 —A

Les valeurs propres de la matrice de Jacobie A sont

e N N T

Onal|A| <1, i=1,...,4. donc d’aprés le Théoreme (4.1.1), le point d’équilibre positive du
systeme (4.4) est localemnet asymptotiquement stable. "
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