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Chapitre 1

Fonctions circulaires réciproques,
Fonctions hyperboliques et leurs

réciproques

1.1  Fonctions circulaires réciproques

1.1.1 Fonction Arc sinus:

. . ™ T . . .
La fonction sin : [—5,5} — [=1,1] est continue et strictement croissante sur
™ T .. . . . . .
[—5, 5} , donc elle est bijective et admet une fonction réciproque continue et stricte-

ment croissante sur [—1,1]; notée:
m W}
272
: : Tm
(Vx € [-1,1];y = arcsine = x = siny, Vy € [—57 5]) .

arcsin : [—1,1] — [

De plus la fonction arcsin est indéfiniment dérivable sur |—1,1].

i.e: arcsin € C* (]-1,1[).

et on a:
RV B
(arcsinzx) = Vi Vo e]-1,1].
(arcsin f (z)) = %; Vf(z)e]-1,1].
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1.1.2 Fonction Arc cosinus:

La fonction cos : [0, 7] — [—1,1] est continue et strictement décroissante sur [0, ],

donc elle est bijective et admet une fonction réciproque continue et strictement décrois-

sante sur [—1,1]; notée:

arccos : [—1,1] — [0, 7]

(Vx € [-1,1];y = arccosx = x = cosy, Yy € [0, 7]).

De plus la fonction arccos est indéfiniment dérivable sur |—1,1].

d.e: arccos € C (]—-1,1[).

e
et on a:
(arccosr) = ————; Vz €]-1,1].

(arccos f (z)) = —W;
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On a: -
arccos (—1) =7 ;arccos (0) = 5 ; arccos (1) =0
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e  On peut montrer facilement que:

arccos x + arccos (—z) =m,  Vx € [-1,1].

arcsin x + arccos r = g, Vo e [-1,1].

1.1.3 Fonction Arc tangente:

T T , , ‘ T T
39 [ — R est continue et strictement croissante sur ]—5, 5 [,
donc elle est bijective et admet une fonction réciproque continue et strictement crois-

La fonction tg :]—

sante sur R; notée:
T
6 k] LI
arctg — =53 o
<V9:€R;y:arctg$:>$:tgy, Vye]—§,§D,

De plus arctg € C* (R) et on a:

(arctg ) = Vo € R.

1—|—x2;

(arctg, f (2))' = #(2) Vf(z) € R.
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1.1.4 Fonction Arc cotangente:

La fonction cotg : 10, 7[ — R est continue et strictement décroissante sur |0, [, donc
elle est bijective et admet une fonction réciproque continue et strictement décroissante

sur R; notée:

arccotg : R — ]0, 7|

(Vz € R;y = arccotg x = x = cotg y, Yy € |0, 7).

De plus arccotg € C* (R) et on a:

(arccotg z)' = i Vz € R.
[ (x)
arccot ) =———2 - Vf(z)eR
(arceot f (2)) =~y Y/ (@)
On a:
arccotg 0 = g ; lim arccotg x =7 ; liril arccotg r =0
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e  On peut montrer facilement que:

arctg x + arccotg r = g, Vo € R.

1
arctg x + arctg — = g, Vo > 0.
x

1
arctg x + arctg — = —g, Vo < 0.
x

1.2 Fonctions hyperboliques et leurs réciproques

1.2.1 Fonctions hyperboliques

Définitions:
‘ er+e " . .
La fonction ch x = — S appelle cosinus hyperbolique.
: et —e " : :
La fonction sh x = — s’appelle sinus hyperbolique.
, sha e*—1 | .
La fonction th x = = s’appelle tangente hyperbolique.
chx e*+1
1 h 41
La fonction coth x = - ar_° avec x # 0 s’appelle cotangente
th x sh x e?r —1
hyperbolique.

La fonction ch est paire et les fonctions sh, th, coth sont impaires.



e Les fonctions ch, sh, th € C* (R) et la fonction coth € C* (R/{0}) on a:
x (shz) =chuz

x (chx) =shzx

/
*  (thz) = g 1 —th%x
1
x  (coth x) = i 1 — coth’z
Relations:

ch x + sh x = e*.

—_
~—

2) chx—shx=e™.

3) ch®z —sh’z = 1.

4) ch(x+y)=chxchy+ shzshuy.

5) ch(2x) = ch®x + sh?>z = 1+ 2sh®x = 2ch?x — 1.
6) sh(x+vy)=shxchy+shychuz.

7) sh(2z) =2sh x ch x.

Graphes des fonctions hyperboliques:
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1.2.2 Fonctions hyperboliques réciproques

1- Fonction argument sinus hyperbolique:

La fonction sh : R — R est continue et strictement croissante sur R, donc elle est bi-
jective, sa fonction réciproque est continue et strictement croissante appelée Argument

sinus hyperbolique et noté:

Argsh :R — R
(Ve € Rjy = Argsh © <= x = shy, Yy € R).

On peut écrire Argsh x a l'aide de la fonction logarithmique:
Vr € R, Argsh x =In (x+ Va?+ 1)

et on a: Argsh € C* (R) et

1

Argsh z) = ——;
(Argsh z) = =

Vr € R.



2- Fonction argument cosinus hyperbolique:

La fonction ch : R — [1,+o0[ n’est pas strictement monotone sur R. Alors; on a
consideéré sa restriction sur |—o0,0] ou [0, 400 .

La restriction ch sur [0,4o00]

g.e: ch :[0,+00[ — [1,400[ est continue et strictement croissante, donc elle est
bijective, sa fonction réciproque est continue et strictement croissante appelée Argu-

ment cosinus hyperbolique et noté:

Argch : [1,+o00] — [0, 400]
(Ve >1; y=Argch x <=z =chy, Vy € [0,+00]).

On peut écrire Argch x o Uaide de la fonction logarithmique:

Vx> 1, Argch x =1In <I+VZE2—1>

et on a: Argch € C* (]1,+o0]) et

1
(Argch x)" = T Vo > 1.
x J—

3- Fonction argument tangente hyperbolique:

La fonction th:R — |—1,1[ est continue et strictement croissante, donc elle est bi-
jective, sa fonction réciproque est continue et strictement croissante appelée Argument

tangente hyperbolique et notée:

Argth:]-1,1] — R
(Ve e|-1,1[; y= Argth x <=z =thy, Yy €eR).

On a aussi:

1+z
1—2z

1
Argthx:§1n< ); Vo, |z| <1
De plus : Argth € C* (]—1,1]) et on a:

1
(Argth x)" = T2 Vo, |z| < 1.
-



4- Fonction argument cotangente hyperbolique:

La fonction coth : R* — |—o0, —1[U]1, 40| est continue et strictement décroissante,
donc elle est bijective, sa fonction réciproque est continue et strictement décroissante

appelée Argument cotangente hyperbolique et notée:
Argeoth :]—o0,—1[U]1, +00] — R*

(Vo € |—o00, —1[U 1, +o0o[; y = Argcoth v <= x = coth, Yy € R*).

On a aussi:

1+z
r—1

1
Argcothmzﬁln( ); Vo € ]—o0, —1[U]1, +oo]
De plus : Argcoth € C*° (]—o0, —1[U]1, +00[) et on a:

1
(Argcoth x) = 12 Vo € |—o0, —1[U]1, +o0].
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