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 :مقدمة
 مثل يهاف عدة مشاكل تؤثر على مختلف مؤشرات الأداءاليومية  أنشطتهاتواجه المؤسسات الاقتصادية خلال أداء 

 المؤسسات هذه فيمتخذوا القرار  يلجأومن أجل معالجة مثل هذه المشاكل  التكاليف والأرباح. ،الإنتاجحجم 
لى حل ع التي تساعدو التقنيات  هذه من مجموعةوتتضمن مادة رياضيات المؤسسة  .التقنيات من العديد لإستخدام

تخاذ القرارات الصحيحة   في المؤسسة.المشاكل وا 
 ة وفقاً للبرنامجبيداغوجيمادة رياضيات المؤسسة تحت شكل مطبوعة  هانتم تناول عدد من التقنيات التي تتضملقد و 

كان حاولنا قدر الإم الموضوع هذاومن أجل إثراء . -شعبة علوم التسيير-الرسمي المعتمد لطلبة السنة الثانية 
بالإضافة و  الإجابة على تساؤلات يُمكن أن تتبادر إلى ذهن أي طالب علم باحث في مواضيع رياضيات المؤسسة.

عديد من فلقد دعمناها بالتناولها هذا العمل العلمي، لمحاولتنا التفصيل قدر الإمكان في مختلف المواضيع التي 
عملية الإشارة  فصل بشكل تسلسلي لتسهيل في كلوتم ترقيم مختلف الأمثلة  ،الأمثلة من أجل فهم أكبر لما تم تناوله

 إليها عند الضرورة.
ها ، إلّا أنّ -علوم التسييرشعبة -وبالرغم من كون هذه المطبوعة البيداغوجية موجهة أساساً لطلبة السنة الثانية 

 بالمواضيع التي تتضمنها.تمثل مرجعاً مهماً لأي مهتم 
ونظراً لشساعة المواضيع التي تتضمنها مادة رياضيات المؤسسة )وفقاً للبرنامج الرسمي(، وبالرغم من محاولتنا 

در بجميع التفاصيل. وهنا تجقدر الإمكان الإلمام بمختلف تفاصيل هذه المواضيع، إلّا أنّه من الصعب الإلمام 
الإشارة إلى أنّنا لم نتطرق للعديد من جوانب وتفاصيل موضوع البرمجة غير الخطية بقيود أو بدون قيود الذي يعالجه 
الفصل الثالث لكون ما هو مطلوب في البرنامج الرسمي هو مدخل فقط للموضوع، وعلى كل باحث يريد الإلمام 

 جع أخرى.بهذا الموضوع التوجه إلى مرا
 فقد يتضمن أخطاء أو هفوات غير متعمدة. ،بشري  عمل العلمي المتواضعوبما أن هذا العمل 

    ز الحكيم.الله العزيب إلاّ  توفيقيالمتواضع، وما  العلمي هذا العمل إعدادفي  قتقد وُفّ  أكون أن  أرجووفي الأخير 
 
 
 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 الفصل الأول:
 البرمجة الخطية
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 مفهوم البرمجة الخطية: -1
، لالرياضيات العالية لتقديم الحلول لأنواع معينة من المشاكستخدام إأسلوب يتضمن بأنها " البرمجة الخطيةتُعرّف 

  "وخاصة مشاكل الإنتاج.
وتُعرّف أيضاً بأنها "أسلوب رياضي يستخدم لمساعدة المدراء في التخطيط واتخاذ القرارات الإيجابية بصدد توزيع 

يق أكبر عائد مادي ممكن الموارد البشرية والمادية المحدودة بين أفضل الاستخدامات المتاحة، بهدف تحق
Maximization  أو تحقيق أقل تكلفة ممكنةMinimization  ضمن مجموعة من القيود )المعيقات( والعوامل

 الثابتة، بحيث يحقق هذا التوزيع أفضل نتيجة ممكنة."
فيُقصد برمجة  ةكلمأما ، العلاقات المعمول بها تشبه العلاقات المتمثلة بالخطوط المستقيمة أنبكلمة خطية ويُقصد 

 أو عملية اتخاذ القرار. systematic planing التخطيط المنتظم بها
من قبل الرياضي جورج. ب. دانتزنيك بهدف تنظيم الأنشطة  1947 بدأ استخدامه سنةأسلوب البرمجة الخطية و 

 المعقدة للقوة الجوية في الولايات المتحدة.
 التي توجه إلى أسلوب البرمجة الخطية في التحليل ولعل أهمها: الإنتقاداتوهناك بعض 

  يفترض هذا الأسلوب في التحليل أن كل العوامل أو العلاقات بين المتغيرات معروفة ومؤكدة الحدوث، بمعنى
أنه لا يوجد عنصر أو عناصر مشكوك في حدوثها أو غير متأكد منها، أو بعبارة أخرى فإنه لا يأخذ في 

 عناصر عدم التأكد التي تميّز الحياة التجارية والصناعية في الوقت الحاضر؛ الاعتبار
  لا يأخذ هذا الأسلوب في التحليل أي اعتبار للعوامل التي لا يمكن إعطائها قيمة كمية والتي قد تؤثر بدرجة

 كبيرة على اتخاذ القرارات؛
 عليها في الظروف العادية في  لحصولا يتطلب التحليل كمية من المعلومات التي قد لا يكون من السهل

 والمتوسطة الحجم؛ الصغيرة المنشآت
  الفرض الأساسي الذي يتضمنه هذا التحليل هو الخطية التي قد لا تتماشى مع الواقع، ذلك لأن معظم العلاقات

 ؛طيةخفي الحياة العملية علاقات غير خطية، ولابد في مثل هذه الحالات من استخدام أسلوب البرمجة غير ال
 عقدة التي يحتاج ميتطلب هذا التحليل ضرورة استخدام الحاسب الإلكتروني للمساعدة في حل المشاكل الكبيرة وال

 حلها يدوياً إلى وقت طويل.
ادي يُعتبر من الأساليب المهمة في التحليل الإقتص وبالرغم من جميع هذه الإنتقادات، إلا أن أسلوب البرمجة الخطية

حيث يساعد على إتخاذ القرارات الإدارية السليمة ويوفر الموارد الإقتصادية المتاحة ويستخدمها على أفضل وجه في 
 ضوء الهدف المراد تحقيقه.

 البرنامج الخطي: -2
 البرنامج الخطي:مفهوم  -2-1

سمى بدالة تعن طريق دالة رياضية  الإستخدامعن أمثلية  للبحث تهدف هو صيغة رياضية مشتقة من واقع معين
أي أن قيمة أس المتغيرات هي  تتكون من مجموعة من المتغيرات من الدرجة الأولى،الهدف أو الدالة الاقتصادية 
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 منمن مجموعة  تتكون في وجود مجموعة من القيود تكون في صورة معادلات أو متباينات أو هما معا  واحد،
 الدرجة الأولى أيضا. متغيرات منال

 وجود ، فيحسوووب الحالة للدالة الاقتصوووادية أو أدنى قيمة هو الوصوووول إلى أعظم قيمة "الأمثلية" بكلمةوالمقصوووود 
دالووة الهوودف والقيود هي متغيرات من  التي تتكون منهووا متغيراتال، أمووا كلمووة "خطي" فتعني أن من القيود مجموعووة

 .الدرجة الأولى
 البرنامج الخطي:مكونات  -2-2

 يتكون البرنامج الخطي من ثلاثة مكونات هي: 
إما التعظيم  ،ف الذي تسعى المؤسسة للوصول إليهر عن الهدوهي تعبّ  ،تسمى أيضا بالدالة الاقتصادية دالة الهدف:

 وتكون مؤلفة من متغيرات من الدرجة الأولى. التقليل )التكاليف، الخسائر،...(،أو  ،، ...(الأرباح )الإنتاج،
حلا لدالة الهدف  توجدتريد المؤسسة أن  ،أو المعادلات أو هما معا المتراجحاتهي عبارة عن جملة من  القيود:

 المتغيرات مجموعة منمضروبة في  يتألف شقها الأيسر من مجموعة من المعاملاتو . الإعتبارمع أخذها بعين 
 فهو عبارة عن أعداد ثابتة موجبة. شقها الأيمنمن الدرجة الأولى، أما 

 كبر أو تساوي الصفر، لكونها ترتبط بكمياتأأن تكون  يجبيعني أن قيم كل المتغيرات و  سالبية:شرط عدم ال
إن هناك ف يشترط هذا القيد،إستثنائية أين لا حالات  وفيمادية، والكميات المادية لا يمكن أن تساوي قيم سالبة. 

 معالجة خاصة أثناء سيرورة الحل.
 البرنامج الخطي:كتابة  -2-3

 :البرنامج الخطي كما يلي يُكتب
 

 
 
 
 
 
 
 

 حيث:
S/C:  لى:إترمزsontraintecous s، وتشير إلى الوصول إلى أعظم قيمة لدالة الهدف أو إلى أدنى  ،القيودي تحت أ
 ر عنها بمعادلات أو متباينات )القيود(.في حدود الطاقات المتاحة المعبّ  لها قيمة

Max:  هي إختصار لكلمةMaximisation أي التعظيم، ومفادها جعل الدالة ،Z أعظم قيمة لها عند. 
Min:  هي إختصار لكلمةMinimisation ومفادها جعل الدالة التقليل، أي ،Z أدنى قيمة لها. عند 

Max (Min) Z = c
1
x

1
+c

2
x

2
+c

3
x

3
+…+ c

n
x

n
 

a
11

x
1
+ a

12
x

2
+…+ a

1n
x

n
 (≤ , =, ≥) b

1
 

a
21

x
1
+ a

22
x

2
+…+ a

2n
x

n
 (≤ , =, ≥)  b

2
 

………………………………………………………… 

a
m1

x
1
+ a

m2
x

2
 +…+ a

mn
x

n
 (≤ , =, ≥) b

m
 

x
1
≥ 0, x

2
≥ 0,…, x

n
≥ 0  

s/c 



                                                                                                                                                                                                                    البرمجة الخطية                                                                                                                                                     الفصل الأول                                                                                         

 

- 7 - 

nX, ...,2X  ,1X :والمطلوب إيجاد قيمها عند حل البرنامج. ويُشترط في هذه المتغيرات  هي متغيرات البرنامج الخطي
 البرنامج الخطي. منأن تكون قيمها غير سالبة كما يدل عليه السطر الأخير 

nc, ...,2c ,1c: تأخذ أية قيمة. أنويُمكن لهذه المعاملات  ،معاملات دالة الهدف أو الدالة الإقتصادية 
mna, ,…m2, am1a ;2na,,…22, a21a ;1na, ,…12, a11a :.ويُمكن أن تأخذ هذه المعاملات أية قيمة. معاملات القيود 
mb, … ,2, b1bموجبة. ويُشترط أن تكون قيمه ،: شعاع الثوابت 

 :ةالخطي البرامجصيغ  -2-4
 للبرامج الخطية:هناك ثلاثة صيغ 

 :حالة داله الهدفحسب  هناك نوعان :القانونيةالصيغة  -أ
 :تكون  عندما صيغته القانونيةفي  الخطي يكون البرنامج في هذه الحالة التعظيم:حالة 
 تعظيم؛الدالة الهدف في حالة  •
 موجبا؛ اصغر أو تساوي عددا ثابتأالتشكيلة الخطية لكافة القيود في حالة  •
 كل المتغيرات غير سالبة. •

 :تكون  عندما القانونية صيغتهفي  الخطي يكون البرنامج هذه الحالة في :التقليلحالة 
 ؛التقليلدالة الهدف في حالة  •
 موجبا؛ اعددا ثابت يساوي كبر أو أالتشكيلة الخطية لكافة القيود في حالة  •
 كل المتغيرات غير سالبة. •
وتكون  لالتقليتعظيم أو في حالة الفيها دالة الهدف إما في حالة  وهي الحالة التي تكون  :الصيغة المختلطة -ب

من  حالتين " و معادلات أويساوي أو  أقل من" و "يساوي كبر من أو أ" متراجحاتالقيود مختلطة حيث تحتوي على 
 الحالات على الأقل. هذه

 جميع، و ليلالتقتعظيم أو في حالة الهي الصيغة التي تكون فيها دالة الهدف إما في حالة : الصيغة النموذجية -ج
 وجميع المتغيرات غير سالبة.، القيود عبارة عن معادلات

 بناء )صياغة( البرامج الخطية: -2-5
تحويل المسألة من واقع كلامي مسرود في تعابير أدبية إلى مسألة  البرنامج الخطي أو صياغة بناءويُقصد ب

النموذج كون ويت ر عن جميع العلاقات الإقتصادية والإدارية للمشكلة.يُعبّ  رياضي واضح أو نموذج مصاغة في قالب
 ، وعدد من القيود تكون إما فيالتقليلتعظيم أو الدالة هدف تكون إما في حالة و  من عدد من المتغيرات الرياضي

 صورة معادلات أو متباينات أو هما معا. 
ناصر يحتوي على جميع ع مساعد جدول بإعداد منقو ثم  ،ولكتابة البرنامج الخطي ينبغي أولًا تحديد المتغيرات

جوانب وسنحاول توضيح بعض هذه ال متغيرات، القيود، قيم الثوابت والأرباح أو التكاليف الوحدوية.الالمسألة من 
    .2و 1المثالين وغيرها في كتابة البرامج الخطية من خلال 
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 :1 مثال
بإنتاج أبواب ونوافذ المنازل، حيث تستعمل في إنتاجهما نوعين من عوامل الإنتاج: ساعات  تقوم إحدى المؤسسات

من رأس المال، في حين أن إنتاج نافذة  ووحدتين ساعة عمل واحدةالعمل ورأس المال. يتطلب إنتاج باب واحد 
 عمل ووحدتين من رأس المال. ساعات 3 يتطلبواحدة 

 وحدات من رأس المال. 9عمل و اتساع 7وتتوفر المؤسسة كحد أقصى على 
وحدات نقدية على  7وحدات نقدية و 5الأبواب والنوافذ  كل من تحقق المؤسسة من إنتاج وبيع وحدة واحدة منو 

 التوالي.
 أكتب البرنامج الخطي الذي يُعظم ربح المؤسسة؟ المطلوب:

 :الحل
نتاج: ونوعين من عوامل الإ ،تتضمن المسألة نوعين من المنتجات: الأبواب والنوافذ :)المجاهيل( تحديد المتغيرات

، ي المسألةف كل نوع معلومية مقادير ننظر إلى متغيرات بارهاتيتم إعساعات العمل ورأس المال. ولتحديد أي الأنواع 
نتاج، لكنها مقادير عوامل الإ حولونلاحظ أن المسألة توفر معطيات  .المتغير يتم إعتبارهفما لم يتم تحديد مقدار له 

المنتجات:  متغيرات، وبما أنه لدينا نوعين من هذه الأخيرة لا توفر معطيات حول مقادير المنتجات وبالتالي يتم إعتبار
  .2Xوللنوافذ بو  1Xوالنوافذ، إذاً نرمز للأبواب بو  بالأبوا

  لكتابة البرنامج الخطي كما يلي: المساعدويتم إعداد الجدول 
 المنتجات             

 عوامل الإنتاج

 مل الإنتاج لإنتاج وحدة واحدة منالمقادير من عوا
 ير القصوىالمقاد

 (2Xالنوافذ ) (1Xالأبواب )

 عمل اتساع 7 2 1 ساعات العمل

 وحدات 9 2 3 رأس المال

  7 5 الربح الوحدوي

 يُمكن كتابة البرنامج الخطي كما يلي: ومن خلال الجدول
تهدف المؤسسة وفقاً لمعطيات المسألة لتعظيم أرباحها من وراء إنتاج وبيع الأبواب والنوافذ، حيث يبلغ  دالة الهدف:

وحدات نقدية، والربح المتحقق من إنتاج وبيع وحدة واحدة من النوافذ  5الربح من إنتاج وبيع وحدة واحدة من الأبواب 
 لي:وبالتالي تُكتب دالة الهدف كما ي ،وحدات نقدية 7يبلغ 

Max Z = 5X1 + 7X2 
ألة، أما لمجهولية مقاديرها في المس نظراً المنتجات  ر عنتعبّ حددنا سابقاً متغيرات البرنامج الخطي والتي  القيود:

قيدين: قيد ساعات  منيتضوبالتالي فإن البرنامج الخطي  ابالنسبة لعوامل الإنتاج المعلومة مقاديرها فيتم إعتبارها قيود
طر ( الموجودة في سالمعاملات) القيممن خلال ضرب لكل قيد ويتم كتابة الطرف الأيسر  العمل وقيد رأس المال.

. أما الطرف الأيمن من كل قيد فيتضمن المقدار المتاح من الجدول لها فيكل عامل إنتاج في المتغيرة المقابلة 
عامل إنتاج هي مقادير قصوى وبالتالي لا يُمكن إستخدام كميات أكبر،  عامل الإنتاج. وبما أن المقادير من كل

حيث أن المؤسسة يُمكن أن تصل  ،فإن الإشارة "أكبر من يساوي" مرفوضة. وهو نفس الحال مع الإشارة "يساوي"
صحيحة لقيد الإلى أعظم قيمة لدالة الهدف باستخدام كميات أقل من المتاح من عوامل الإنتاج، وبالتالي فإن إشارة ا

 أو يساوي".    أقل منهي "
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بما أن الأبواب والنوافذ هي كميات مادية فلا يُمكن لها أن تأخذ قيم سالبة، بمعنى لا يُمكن  شرط عدم السالبية:
 أو نوافذ. أبواب ناقص خمسةبإنتاج القول بأن المؤسسة قامت 

 وفي الأخير، يُكتب البرنامج الخطي كما يلي:

 

 

 تفسير العلاقات الخطية التي ظهرت في كل من دالة الهدف ومتباينات القيود إقتصادياً كما يلي: ويُمكن
 ،وافذالمبيعات من الأبواب والنالعلاقة الخطية في دالة الهدف تفترض أن الربح يتزايد كلما زاد حجم  دالة الهدف:

 المؤسسة يُمكنها إنتاج أية كمية وبيعها بنفس السعر الذي تُباع به الوحدة الواحدة من الأبواب والنوافذ.أو أن 
وتعني الخطية فيها أن ما يتم إستخدامه من عوامل الإنتاج لإنتاج وحدة واحدة من الأبواب أو  متباينات القيود:

 دم إحتمال تحقيق وفورات في حالة الإنتاج الكبير. النوافذ ثابت، سواء زاد حجم الإنتاج أم قل وهو ما يعني ع
 :2 مثال

تطلب يوتستخدم لهذا الغرض نوعين من المواد الأولية.  ،تقوم إحدى المؤسسات بإنتاج وبيع نوعين من المنتجات
حدة واوحدة في حين يتطلب إنتاج ، فقط من المادة الأولية الأولى وحدة واحدة وحدة واحدة من المنتج الأولإنتاج 

 .ةووحدتين من المادة الأولية الثاني وحدة واحدة من المادة الأولية الأولى من المنتج الثاني
إذا علمت . فوحدات من المنتج الثاني 6و وحدات من المنتج الأول 4تلقت المؤسسة طلبية من أحد الزبائن لشراء 

دية وثلاثة وحدات نق هي وحدة نقدية واحدة والمادة الأولية الثاني أن تكلفة الوحدة الواحدة من المادة الأولية الأولى
على التوالي، وأن النوع الثاني من المنتجات سريع التلف والمؤسسة لا تملك إمكانية تخزينه، أكتب البرنامج الخطي 

 الذي من شأنه تقليل التكلفة التي تتحملها المؤسسة؟
 :الحل

تتضمن المسألة نوعين من المنتجات ونوعين من المواد الأولية. ولتحديد أي الأنواع تحديد المتغيرات )المجاهيل(: 
يتم إعتبارها متغيرات ننظر إلى معلومية مقادير كل نوع في المسألة، فما لم يتم تحديد مقدار له فهو المتغير. ونلاحظ 

المواد ر معطيات حول مقادير (، لكنها لا توفوحدات 6و 2أن المسألة توفر معطيات حول مقادير المنتجات )
 1X وع الأول بوفنرمز للن: المواد الأوليةوبالتالي يتم إعتبار هذه الأخيرة متغيرات، وبما أنه لدينا نوعين من  الأولية

 . 2Xبو  والنوع الثاني
  لكتابة البرنامج الخطي كما يلي: ويتم إعداد الجدول المساعد

 المواد الأولية             

 المنتجات

ير المقاد كل منتجمن لإنتاج وحدة واحدة  المواد الأوليةالمقادير من 

 (2X) المادة الأولية الثانية (1X) المادة الأولية الأولى الدنيا

 2 2 0 النوع الأول من المنتجات

 6 2 1 النوع الثاني من المنتجات

  3 1 ةالوحدوي التكلفة

 الخطي كما يلي:ومن خلال الجدول يُمكن كتابة البرنامج 

Max Z = 5x
1
+7x

2
 

x
1
+2x

2
 ≤ 7 

3x
1
+2x

2
 ≤9 

x
1
≥0, x

2
≥0  

s/c 
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المنتج كل من  المستعملتين في إنتاج المادتين الأوليتين تقليل إلى أقصى حد تكلفةإلى تهدف المؤسسة  دالة الهدف:
بلغ ت حيث تبلغ تكلفة الوحدة الواحدة من المادة الأولية الأولى وحدة نقدية واحدة، في حين، الأول والمنتج الثاني

 تُكتب دالة الهدف كما يلي:. و المادة الأولية الثانية ثلاثة وحدات نقديةتكلفة الوحدة الواحدة من 
Min Z = X1 + 3X2 

ة، أما لمجهولية مقاديرها في المسأل المواد الأوليةحددنا سابقاً متغيرات البرنامج الخطي والتي تعبّر عن  القيود:
المنتج يدين: قيد قيتضمن وبالتالي فإن البرنامج الخطي  االمعلومة مقاديرها فيتم إعتبارها قيود للمنتجاتبالنسبة 

ودة في ( الموجالمعاملات) القيممن خلال ضرب  كل قيد . ويتم كتابة الطرف الأيسر منالأول وقيد المنتج الثاني
 ة الزبون مقدار طلبي. أما الطرف الأيمن من كل قيد فيتضمن لها في الجدولفي المتغيرة المقابلة  منتجسطر كل 

لبية ، فالمؤسسة عليها أن تفي بهذه الطوحدتينونظرا لأن مقدار ما طلبه الزبون من المنتج الأول هو  .من كل منتج
وبالتالي تكون إشارة قيد المنتج الأول "أكبر من أو يساوي"، وهي إشارة تضمن الوفاء بطلبية الزبون، حيث أن 

إنتاج كمية أقل من طلبية الزبون من المنتج الأول، كما أن إستخدام الإشارة "أقل من أو يساوي" يشير إلى إحتمال 
إستخدام الإشارة "يساوي" يعني أن المؤسسة عليها إنتاج بالضبط ما طلبه الزبون من المنتج الأول، في حين أنه 

نه أوما ينطبق على القيد الأول من المفترض  بإنتاج كميات أكبر.الوصول بدالة الهدف إلى أدنى قيمة لها يُمكن 
ض ميزة سرعة تلف المنتج الثاني وعدم توفر المؤسسة على إمكانية تخزينه يفر أن  إلاّ ، ينطبق أيضاً على القيد الثاني

 أن تنتج بالضبط ما طلبه الزبون من هذا المنتج، وبالتالي فإشارة قيد المنتج الثاني المناسبة هي "يساوي".  عليها
 هي كميات مادية فلا يُمكن لها أن تأخذ قيم الأولية الأولى والمادة الأولية الثانيةالمادة بما أن  شرط عدم السالبية:

 .سالبة
 وفي الأخير، يُكتب البرنامج الخطي كما يلي:

 
 
 

 .3يف المثال رقم كثر نضأوللإفادة 
 :3مثال رقم 

الإطارات: إطارات مخصصة للدرجات، إطارات أنواع من  3مصانع بإنتاج  3 خلالمن تقوم إحدى المؤسسات 
طارات مخصصة للشاحنات.  مخصصة  4، مخصصة للدرجاتال إطارات 5المصنع الأول ينتج يومياً للسيارات وا 
طار واحد المخصص للشاحناتإطارات  المخصصة  إطارات 6ينتج يومياً  الثانيالمصنع . المخصصة للسيارات وا 
طارين المخصصين للشاحناتإطارات  3، للدرجات . حجم الطلب الشهري على أنواع المخصصة للسيارات وا 

ل كل من المصنع الأو ل التشغيل اليوميةعلى التوالي. كلفة  اً إطار  70و اً إطار  125، اً إطار  250الإطارات الثلاثة هي 
 على التوالي.وحدة نقدية  350وحدة نقدية و 250والمصنع الثاني هي 

تحديد عدد الأيام التي يجب أن يعملها كل مصنع خلال الشهر  أكتب البرنامج الخطي الذي من شأنه المطلوب:
 للوفاء بحجم الطلبيات بأقل تكلفة ممكنة؟

Min Z = x
1
+3x

2
 

x
2
 ≥ 2 

x
1
+2x

2
 =6 

x
1
≥0, x

2
≥0  

s/c 
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 الحل:
 المصانع             

 

 الإطارات

الطلب كمية  عدد الوحدات المنتجة يومياً من مختلف أنواع الإطارات في كل مصنع

 الشهرية

 )وحدة(

أيام التشغيل في المصنع الأول 

(1X) 

 الثانيأيام التشغيل في المصنع 

(2X) 

 250 6 5 المخصصة للدراجات

 150 3 4 المخصصة للسيارات

 70 2 1 المخصصة للشاحنات

  350 250 تكلفة تشغيل المصنع

 
 
 
 
 

  

Min Z = 250X
1
+350X

2
 

5X
1
+6X

2
 ≥ 250 

4X
1
+3X

2
 ≥ 150 

X
1
+2X

2
 ≥ 70 

X
1
≥0, X

2
≥0  

s/c 
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 :حل البرامج الخطية بالطريقة البيانية -3
البرامج ل أنه يُعتبر مفيداً وصالحاً لح إلاّ بالرغم من إتصاف أسلوب الحل بالطريقة البيانية بالسهولة والوضوح، 

 .التي تحتوي فقط على متغيرتين الخطية
 البيانية:خطوات حل البرامج الخطية بالطريقة  -3-1
 الخطوات التالية:باتباع  الطريقة البيانية الحل حسب يتم
 ؛القيود من متباينات إلى معادلات تحويل  -
 س العملية معنف نعوض بأحد المتغيرات في المعادلة الواحدة بقيمة صفر لاستخراج قيمة المتغير الآخر، ثم نكرر -

 معادلة، وبواساطتهما يُمكن رسم المستقيم الذي تمثله المعادلة؛، وبهذا يُصبح لدينا نقطتين لكل الآخر المتغير
 السابقة؛حصل عليها في الخطوة تعلى معلم متعامد نرسم الخطوط المستقيمة للمعادلات الم -
 ةالممكن لو القيود يتم تحديد منطقة الحلات التي تمثل مبعد رسم جميع المستقي :ةالممكن ولالحلمنطقة  تحديد -

Region of feasible solutions  والتي تُسمى بالمنطقة المحدبةConvex set.  منطقة الحلول الممكنة بالنسبة و
بة ، في حين أن منطقة الحلول الممكنة بالنسأسفل المستقيمد توج "أو يساوي  أقل من"إشارته  يُمثل قيد لمستقيم
يُمثل  بة لمستقيمبالنس، أما منطقة الحلول الممكنة فوق المستقيمتوجد  "أكبر من أو يساوي " إشارته قيد يُمثللمستقيم 

ي ه وفي حالة وجود قيدين أو أكثر، فإن منطقة الحلول الممكنة قيد إشارته "يساوي" فهي تقع على المستقيم نفسه.
 التطرف نقاط أو أو الزوايا تشكل مضلع متعدد الرؤوسالغالب تلك المنطقة التي تُحقق جميع القيود، وهي في 

Extreme points ،ة الحلول منطقويُمكن ل .على تقاطعات المستقيمات الممثلة لمنطقة الحلول الممكنة وتقع جميعها
 .الممكنة أن تكون عبارة عن مستقيم

أخذ معاملات المتغيرات في القيود لإشارة سالبة، فإن منطقة الحلول الممكنة بالنسبة للقيد تتحدد  في حالة ملاحظة:
 كما يلي:

 منطقة الحلول الممكنة بالنسبة للقيد إشارة القيد إشارة معامل المتغيرة في القيد

 سالبة ىإشارة معامل المتغيرة الأول
 أسفل المستقيم أقل من أو يساوي 
 فوق المستقيم أكبر من أو يساوي 

إشارة معامل المتغيرة الثانية سالبة، أو كلا 
 يرتين سالبتينمعاملي المتغ تيإشار 

 فوق المستقيم من أو يساوي أقل 
 أسفل المستقيم أكبر من أو يساوي 

 إن تحديد منطقة الحلول الممكنة تحدد لنا الحلول التالية:
 (: وهي جميع النقاط خارج منطقة الحلول الممكنة؛Infeasible solutionالحلول غير الممكنة ) -
 في منطقة الحلول الممكنة؛(: وهي أية نقطة تقع Feasible solutionالحلول الممكنة ) -
 (: وهي أية نقطة تقع عند أحد زوايا منطقة الحلول الممكنة؛Basic feasible solutionالحلول الأساسية الممكنة ) -
(: وهي واحدة أو أكثر من الحلول الأساسية الممكنة التي تحقق أعظم قيمة Optimal solutionالحل الأمثل ) -

 أو أدنى قيمة لها في حالة التقليل. لدالة هدف في حالة التعظيم،
 وبعد تحديد منطقة الحلول الممكنة، يُمكن إستخدام طريقتين لإيجاد نقطة الحل الأمثل:
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 الطريقة الأولى: -أ
 يتم في هذه الطريقة إيجاد نقطة الحل الأمثل باتباع الخطوات التالية:

نقطة واحدة  ن نحددم أالمعلم، ويكفي لرسم هذا المستقي، ونرسم مستقيمها على مساوية للصفرنجعل دالة الهدف  -
 ؛∆بالمستقيم هذا المستقيم  ويُطلق على من نقطة المبدأ. حتما يمره ا لأنفقط نظر 

 رؤوسال هذه حدأ)حيث أن  منطقة الحلول الممكنةتجاه رؤوس إبصفة متوازية إلى الأعلى  ∆نحرك المستقيم  -
في  ∆لدالة الهدف هي آخر نقطة يصل إليها المستقيم  القيمة المثلىالنقطة التي تحقق و  ،الحل الأمثل(نقطة  تمثل
 .التقليلوأول نقطة في حالة  ،التعظيمحالة 

القيم  ذهه . وبتعويضنجد قيم متغيرات البرنامج الخطي ،عند الوصول إلى نقطة الحل الأمثل، وبعملية الإسقاط -
 الأخيرة.في دالة الهدف نجد قيمة هذه 

جب التي ي بعض التفاصيل هناكتتضمن متغيرات إشارة معاملاتها سالبة، فإن في حالة دالة هدف  ملاحظة:
 يجاد نقطة الحل الأمثل كما هو موضح في الجدول أدناه.لإ توضيحها

 حالة دالة الهدف إشارة معامل المتغيرة في دالة الهدف
 نقطة الحل الأمثل في حالة:

الممكنة  منطقة الحلول
 ∆فوق المستقيم  

الممكنة  منطقة الحلول
 ∆المستقيم   تحت

 سالبة 1Xإشارة معامل 
 رأس أول رأس آخر التعظيم
 رأس آخر رأس أول التقليل

 سالبة 2Xإشارة معامل 
 آخر رأس رأس أول التعظيم
 أول رأس آخر رأس التقليل

ذه الحالة يتم الصعود ه ففيوينبغي التنبيه إلى أنه في حالة كلا معاملي المتغيرتين في دالة الهدف إشارتهما سالبة، 
ة الإختلاف بين هذه الحالة والحال ويكمن .بمستقيم دالة الهدف نحو الأعلى حتى الوصول إلى نقطة الحل الأمثل

هو أن نقطة الحل الأمثل تتمثل في أول رأس نصل  موجبةارة فيها كلا معاملي المتغيرتين يحملان إش يكون التي 
 إليه في حالة التعظيم، وآخر رأس نصل إليه في حالة التقليل. 

والجدول السابق يبين طريقة إيجاد نقطة الحل الأمثل في حالة منطقة الحلول الممكنة تقع فوق أو تحت مستقيم 
منطقة الحلول الممكنة، وهي حالة يُمكن أن تحدث عندما تكون طع يقدالة الهدف. أما إذا كان مستقيم دالة الهدف 

 .فالجدول التالي يبين طريقة معالجة هذه الحالة إشارة معامل إحدى المتغيرتين في دالة الهدف سالبة.
 نقطة الحل الأمثل  ∆إتجاه تحريك مستقيم  حالة دالة الهدف إشارة معامل المتغيرة في دالة الهدف

 سالبة 1Xإشارة معامل 
 آخر رأس نحو الأعلى التعظيم
 آخر رأس نحو الأسفل التقليل

 سالبة 2Xإشارة معامل 
 آخر رأس نحو الأسفل التعظيم
 آخر رأس نحو الأعلى التقليل

وصول إلى نقطة ، فيتم الإشارتهما سالبة دالة الهدفوينبغي التنبيه هنا أنه في حالة كلا معاملي المتغيرتين في 
ي دالة كلا معاملي المتغيرتين ف الحالة التي يكون فيهاالحل الأمثل بالصعود نحو منطقة الحلول الممكنة، كما في 
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الإختلاف في نقطة الحل الأمثل، حيث تتمثل هذه النقطة في أول رأس نصل إليه  ويكمن .الهدف إشارتهما موجبة
  في حالة التعظيم، وآخر رأس نصل إليه في حالة التقليل. 

 الطريقة الثانية: -ب
كل رأس من رؤوس منطقة الحلول  عندالربح أو التكلفة المتحققة حسب الحالة  تعتمد هذه الطريقة على إيجاد

 والرأس التي يحقق أعلى ربح أو أقل تكلفة يُعتبر نقطة الحل الأمثل. ،الممكنة
، فيتم حساب الربح A-B-C-Dرؤوس عبارة عن مضلع متكون من أربعة منطقة الحلول الممكنة  فإذا إفترضنا أن

  أو التكلفة كما يلي:
 (.Minأو   .Max) قيمة دالة الهدف X1(X ,2( الإحداثيات الرأس أو نقطة التطرف

A )2a,1a( aZ 

B )2b,2b( bZ 

C )3c,3c( cZ 

D )3d,3d( dZ 

 .التقليل في حالة لها ونقطة الحل الأمثل هي التي تقابل أكبر قيمة لدالة الهدف في حالة التعظيم أو أدنى قيمة
 :4 مثال
 :(1المثال  من)المتحصل عليه  البرنامج الخطي التالي لديكليكن 

 
 
 
 

 ؟بالطريقة البيانية أوجد الحل الأمثل للبرنامج الخطي المطلوب:
 الحل:

 .سنحاول إيجاد حل البرنامج الخطي باستخدام الطريقتين الموضحتين أعلاه
 الطريقة الأولى:

 ∆المستقيم   2المستقيم   1المستقيم 
x

1
+2x

2
 = 7 3x

1
+2x

2
 = 9 0 =

2
x7+

1
x5 

2X 1X 2X 1X 2X 1X 

3.5 0 4.5 0 0 0 

0 7 0 3 5 -7 

  .على المحور العمودي 3.5على المحور الأفقي والنقطة  7نربط بين النقطة على المعلم : 1المستقيم  تمثيل
  .على المحور العمودي 4.5على المحور الأفقي والنقطة  3نربط بين النقطة  على المعلم: 2 المستقيم تمثيل
 5المحور الافقي( وعلى  ) 7-نربط بين  نقطة المبدأ ونقطة التقاطع بين القيمتين  على المعلم: ∆مستقيم ال تمثيل

 .المحور العمودي(على )

 

Max Z = 5x
1
+7x

2
 

X
1
+2X

2
 ≤ 7 

3X
1
+2X

2
 ≤9 

X
1
≥0, X

2
≥0  

s/c 
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-A-Bفي المضلع  والمتمثلةمنطقة الحلول الممكنة  تحديد يتم، المستقيمين الممثلين للقيدين على المعلم تمثيل بعد

C-D دالة ب تعني الصعود التدريجي وط الخضراء المتقطعة)الخط الأعلى نحودالة الهدف  مستقيم تحريك. يتم
منطقة  رأس في آخر عملية الصعود تستمر حتى الوصول إلى أن دالة الهدف في حالة التعظيم، فإن وبما، (الهدف

 وبعملية الإسقاط نجد: .Cالنقطة  ويتمثل هذا الرأس في ،الحلول الممكنة
𝑋1 = 1,𝑋2 = 3. 

 وبتعويض هاتين القيمتين في دالة الهدف نجد: 
𝑀𝑎𝑥 𝑍 = 5(1) + 7(3) =  وحدة نقدية 26

إذا، تصل المؤسسة إلى أعظم ربح يُمكن تحقيقيه في ظل الموارد المتوفرة المحدودة )ساعات العمل ورأس المال( 
 .نوافذ 3و باب واحدوحدة نقدية بإنتاج  26عند 

 الطريقة الثانية:
والرؤوس الممثل لدالة الهدف، وبعد تحديد منطقة الحلول الممكنة  ∆المستقيمات الممثلة للقيود ومستقيم  تمثيلبعد 

 لي:ينقوم بتعويض إحداثيات كل رأس أو نقطة في دالة الهدف كما )كما تحصلنا عليه سابقاً(،  المشكلة لها
 قيمة دالة الهدف X1(X ,2( الإحداثيات النقطة 

A (0,0) 0 

B (0,7/2) 24.5 

C (1,3) 26 

D (3,0) 15 

A 

D 

C 
B 

2 

6 

4 

2 4 6 8 1 3 5 7 -7 -5 -3 -1 -8 -6 -4 -2 

8 

1 

3 

5 

7 

0 

X1 

X2 

    1القيد 

    2القيد 

  دالة الهدف

منطقة 
الحلول 
 الممكنة

منطقة 
الحلول 
 الممكنة
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وبما أن دالة الهدف في حالة التعظيم، فإن النقطة التي تعطينا أكبر قيمة هي نقطة الحل الأمثل. ونجد أن النقطة 
C  وحدة نقدية وبالتالي هذه النقطة هي نقطة الحل  26تبلغ أكبر قيمة لدالة الهدف حيث هي النقطة التي تُعطي

 الأمثل.
 :5 مثال
 :(2)المتحصل عليه من المثال  الخطي التالي البرنامج لديكليكن 

 
 
 
 

 ؟بالطريقة البيانية أوجد الحل الأمثل للبرنامج الخطي المطلوب:
 الحل:

 الطريقة الأولى:
 ∆المستقيم   2المستقيم   1المستقيم 
x

2
= 2 x

1
+2x

2
 = 6 0 =

2
+3x

1
x 

 2X 1X 2X 1X 

3 0 0 0 

0 6 1 -3 

 المستقيم يتمثل في خط أفقي، حيث توجد نقطة واحدة فقط على المحور العمودي.: 1المستقيم  تمثيل
  .على المحور العمودي 3على المحور الأفقي والنقطة  6 على المعلم نربط بين النقطة: 2المستقيم  تمثيل
 1) على المحور الافقي( و 3-على المعلم نربط بين  نقطة المبدأ ونقطة التقاطع بين القيمتين : ∆مستقيم ال تمثيل

 )على المحور العمودي(.

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1القيد   

Min Z = x
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نه لن يُلاحظ أنه نظراً لأن القيد الثاني إشارته "يساوي"، فإعلى المعلم  الممثلين للقيدين المستقيمين تمثيل بعد
. فبأخذ المستقيم الذي يمثل القيد الأول والمستقيم الذي يمثل 2رقم تتشكل لنا منطقة حلول ممكنة كما في المثال 

وبتحريك مستقيم . A-Bالقيد الثاني، فإن منطقة الحلول الممكنة التي تحقق القيدين معا هي عبارة عن خط المستقيم 
الإسقاط  ، وبعملية)لأن دالة الهدف في حالة التقليل( Bدالة الهدف إلى الأعلى نصل إلى أول رأس عند النقطة 

 نجد:
𝑋1 = 2, 𝑋2 = 2 

 وبتعويض هاتين القيمتين في دالة الهدف نجد: 
𝑀𝑖𝑛 𝑍 = 1(2) + 3(2) =  وحدة نقدية 8

 الطريقة الثانية:
، وتتمثل نقطة الحل الأمثل في أحد A-B الخطيتبين من خلال الشكل السابق أن منطقة الحلول الممكنة تتمثل في 

 كما يلي: إحداثيات كل نقطة في دالة الهدف يتم تعويضهذه النقاط. 
 قيمة دالة الهدف X1(X ,2( الإحداثيات النقطة أو الزاوية

A (0,3) 9 

B (2,2) 6 

أن النقطة  يُلاحظوبما أن دالة الهدف في حالة التقليل، فإن النقطة التي تعطينا أقل قيمة هي نقطة الحل الأمثل. و 
B  وبالتالي هذه النقطة هي نقطة الحل الأمثل. وحدات نقدية، 6تعطينا أقل قيمة لدالة الهدف حيث تبلغ 

ونظراً لبعض التفاصيل الدقيقة لإيجاد منطقة الحلول الممكنة ونقطة الحل الأمثل في حالة أخذ معاملات المتغيرات 
 هذه التفاصيل. بعضأدناه( يعالج  6 إشارات سالبة في القيود ودالة الهدف، سنضيف مثال آخر )المثال

 :6 مثال
 :البرنامج الخطي التالي لديكليكن 

 
 
 
 
 

 ؟بالطريقة البيانية أوجد الحل الأمثل للبرنامج الخطي المطلوب:
 الحل:

 الطريقة الأولى:
 ∆المستقيم   4المستقيم   3المستقيم   2المستقيم   1المستقيم 

-2x
1
-x

2
 = 6 x

1
-4x

2
 = 4 -x

1
+x

2
 = 1 3x

1
+7x

2
 = 21 0 =

2
+2x

1
x- 

2X 1X 2X 1X 2X 1X 2X 1X 2X 1X 

-6 0 -1 0 1 0 3 0 0 0 
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تمثيل المستقيات الممثلين للقيود الأربعة على المعلم، يتم تحديد منطقة الحلول الممكنة والمتمثلة في المضلع  بعد

A-B-C-D شارة معامل المتغير  يقطع منطقة الحلول الممكنة، ودالة الهدف في حالة التعظيم، ∆. وبما أن مستقيم ة وا 
X1 ،ويتمثل هذا الرأس آخر رأس. نحو الأعلى حتى الوصول إلى  ∆تحريك مستقيم يتم فإنه  في دالة الهدف سالبة

 . وبعملية الإسقاط نجد:Bفي النقطة 
𝑋1 =

7

5
, 𝑋2 =

12

5
. 

 وبتعويض هاتين القيمتين في دالة الهدف نجد: 
𝑀𝑎𝑥 𝑍 = −1(

7

5
) + 2 (

12

5
) =

17

5
 

 الثانية:الطريقة 
والرؤوس الممثل لدالة الهدف، وبعد تحديد منطقة الحلول الممكنة  ∆المستقيمات الممثلة للقيود ومستقيم  تمثيلبعد 

 نقوم بتعويض إحداثيات كل رأس أو نقطة في دالة الهدف كما يلي:)كما تحصلنا عليه سابقاً(،  المشكلة لها
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 قيمة دالة الهدف X1(X ,2( الإحداثيات النقطة 

A (0,0) 0 

B (7/5,12/5) 17/5 

C (112/19,9/19) -5 

D (4,0) -4 

وبما أن دالة الهدف في حالة التعظيم، فإن النقطة التي تعطينا أكبر قيمة هي نقطة الحل الأمثل. ونجد أن النقطة 
B  الحل الأمثل.وبالتالي هذه النقطة هي نقطة ، 17/5هي النقطة التي تُعطي أكبر قيمة لدالة الهدف حيث تبلغ 

 :حالات خاصة -3-2
  عادية:ال غيرعند حل البرامج الخطية بالطريقة البيانية تواجهنا في بعض الأحيان العديد من الحالات 

نحو الأعلى ونصل إلى رأسين على الأقل في آن واحد،  ∆ مستقيم تحدث هذه الحالة عند تحريك: تعدد الحلولحالة 

رأسين  وينبغي الإشارة إلى أن الوصول إلىبحيث يكونا آخر رأسين في حالة التعظيم، أو أول رأسين في حالة التقليل. 
 حيث ،إننا أمام حالة مالانهائية الحلول بل ،على الأقل في نفس الوقت لا يعني أن عدد الحلول هو بعدد الرؤوس

ا كلها تعطينا نفس ، لكنهللمتغيراتقيم مختلفة تعطينا  النقاط على المستقيم الرابط بين هذه الرؤوس كل نقطة من إن
 قيمة دالة الهدف.

 إحداثيات عندما نعوض حالة تعدد الحلولفإننا نقع أمام وباستخدام الطريقة الثانية في الحل بالطريقة البيانية،  
 في دالة الهدف وتعطينا في آن واحد ∆الذين يصلاهما مستقيم  رأسين على الأقلال النقاط على المستقيم الرابط بين

 . التقليلحالة نفس القيمة الكبرى في حالة التعظيم أو نفس القيمة الصغرى في  كلها
 :7 مثال
ودالة  ،ممثلين على المعلم أدناه ،"من أو يساوي  إشارتهما أقل نه لدينا برنامج خطي متكون من قيدينأفتراض إعلى 
𝑀𝑎𝑥 𝑍التالية:  الهدف = 𝑋1 + 𝑋2 
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في نفس  Cو B رأسينفإننا سنصل إلى أعلى  نحو الأعلى ∆مستقيم  ، عندما نحركالأولىباستخدام الطريقة 
ند ع المتغيرتين قيمتا عوضناهي حلول مثلى. فإذا  B-Cالوقت وهو ما معناه أن جميع النقاط الوقعة على المستقيم 

𝑋1وهي  Bالنقطة  = 0,𝑋2 = وحدة نقدية، وأيضاً فإن  5.5في دالة الهدف فإن هذه الأخيرة ستكون قيمتها  5.5
𝑋1وهي  Cعند النقطة  المتغيرتين قيمتاتعويض  = 4,𝑋2 =  5.5في دالة الهدف ستعطينا نفس القيمة وهي  1.5

 وحدة نقدية.
القيم التالية:  ، فإننا سنجدDو A ،B ،Cحسبنا قيمة دالة الهدف عند جميع الرؤوس  إذا ،وباستخدام الطريقة الثانية

، وهو ما يشير إلى Cو Bتكون عند الرأسين على التوالي، وبالتالي فإن أعلى قيمة لدالة الهدف  5و 5.5، 5.5، 0
تعطينا كلها نفس  Cو Bوجود حالة تعدد الحلول، حيث أن جميع النقاط الواقعة على المستقيم الرابط بين النقطتين 

 .5.5قيمة دالة الهدف وهي 
الممكنة،  ر في تحديد منطقة الحلولهذه الحالة في إمكانية وجود قيد )أو أكثر( لا يؤثوتتمثل  :ةالفائضحالة القيود 

 .ويُسمى في هذه الحالة بو "قيد فائض"
  البرنامج الخطي التالي: لديكليكن  :8 مثال

 
 
 
 

قطة نجد أن نقطة الحل الأمثل هي الن وباعتماد إحدى الطريقتين، على المعلم أدناه، القيود ودالة الهدفبتمثيل و 
Bحداثياتها هي 𝑋1 ، وا  = 𝑋2 و0 = ويُلاحظ أن هناك قيدين فائضين  وحدات نقدية. 6، وقيمة دالة الهدف تبلغ 6

من  اثران على منطقة الحل الممكنة، وحذف هذين القيدين سوف لن يغير ا لا يؤ محيث أنه، والقيد الثالث القيد الثاني
 الحل الأمثل. نقطة
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كما  ،الحالة عندما تكون منطقة الحلول مفتوحةتحدث مثل هذه  :)دالة الهدف( لا نهائية الدالة الاقتصاديةحالة 
 يُمكن أن تحدث سواء كانت دالة الهدف في حالة التعظيم أو التقليل.

 :9 مثال
 البرنامج الخطي التالي: لديكليكن  

 
 
 
 
بما أن دالة و  يُلاحظ أن منطقة الحلول الممكنة هي منطقة مفتوحة، على المعلم أدناه القيدين ودالة الهدفبتمثيل و 

لا يُمكن الوصول إلى آخر رأس عند التحرك بمستقيم دالة الهدف نحو الأعلى. لكن لو الهدف في حالة التعظيم ف
إفترضنا أن دالة الهدف في حالة التقليل، ففي هذه الحالة يُمكن إيجاد نقطة الحل الأمثل وهي أول نقطة نصلها 

 .Aوالمتمثلة في النقطة 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 لخطيقيود االبرنامج ا تحقق جميع ممكنةتحدث هذه الحالة عندما لا يُمكن تحديد منطقة حلول  حالة إستحالة الحل:

 في آن واحد.
 :10 مثال
من  أقل" إشارته والآخر "يساوي كبر من أو أإشارته " حدهماأنه لدينا برنامج خطي متكون من قيدين أفتراض إ على
نطقة أدناه. ويُلاحظ أنه لا يُمكن تحديد مالتقليل والممثلين على المعلم  أوفي حالة التعظيم  هدفودالة  ،"يساوي أو 

 حلول ممكنة تحقق القيدين معا، وبالتالي فالحل مستحيل. 

B 

A 

A 

Max Z = 10x
1
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2
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        x
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 :Simplex Method السمبلكسطريقة البرامج الخطية بحل  -4
طريقة هذه ال تُستخدم. و 1947سنة  George B. Dantzigأُبتكرت طريقة السمبلكس من طرف الرياضي الأمريكي  

، كما أشرنا ةالبيانيفالطريقة  .المتغيرات التي تتكون منهاكان عدد  مهمابلة للحل القا البرامج الخطيةجميع  لحل
ة عامة وذات طريقة السمبلكس فهي طريق أما ،التي تحتوي على متغيرتينالبرامج الخطية حل تُستخدم فقط ل سابقاً،

 مكانيات هائلة. إ
 وهناك مجموعة من المزايا التي تتمتع بها طريقة السمبلكس في معالجة المشاكل الخطية ومنها:

 تعتمد إجراءات نظامية محددة وسهلة؛ -
 الوصول إلى الحل الأمثل واضحا؛ تجعل إمكانية -
 إتباعها أسلوب تحسين الحل الأولي مما يحقق إمكانية الوصول إلى حل أفضل. -

  :حل البرامج الخطية بطريقة السمبلكسخطوات  -4-1
 بطريقة السمبلكس بعدة خطوات حتى الوصول إلى نقطة الحل الأمثل كما يلي: حل البرامج الخطيةتمر عملية 

 :(أو القياسية الأولى: تحويل كل متباينات القيود إلى معادلات )التحول الى الصيغة النموذجيةالخطوة 
تتطلب عملية حل البرامج الخطية بطريقة السمبلكس تحويل هذه البرامج إلى الصيغة القياسية أو النموذجية، حيث 

 لتالية:ويتميز النموذج القياسي بالصفات الا يُمكن إستخدام طريقة السمبلكس إلا بعد الحصول على هذه الصيغة. 
 أو التقليل؛ مدالة الهدف تكون في حالة التعظي -
 جميع قيود البرنامج الخطي تكون في شكل معادلات؛ -
 جميع الثوابت )الطرف الأيمن من القيود( تكون قيمها غير سالبة؛ -
   المتغيرات تكون غير سالبة. جميع -
 الصيغة النموذجية )القياسية( كما يلي:يتم تحويل البرنامج الخطي إلى و 

إلى الطرف الأيسر من  ،Slack variableأو متغيرة راكدة  وهمية ةبمتغير  ، وتُسمى أيضاً مكملةنظيف متغيرة  -
تتحدد و أكبر من أو تساوي الصفر. المتغيرة  قيمة هذهعلماً أن  ،هو ترتيب المتغيرة "j"حيث  jS بو نرمز لها القيد

للبرنامج  قيةالحقي متغيراتاللكل قيد حسب درجة إستغلال الطرف الأيمن من القيد من طرف  المكملةقيمة المتغيرة 
ون في الحل الأمثل ستك المكملةمن القيد، فإن قيمة المتغيرة الأيمن ففي حالة إستغلال كامل الطرف ، الخطي

، ففي هذه الحالة سوف تكون قيمة المتغيرة من القيد ف الأيمنالطر كمية معدومة، أما في حالة عدم إستغلال كامل 
 ؛غير معدومة المكملة

 المكملةرات وبالتالي فالمتغي ،بربح وحدوي قيمته صفرإلى دالة الهدف لكن  المكملةالمتغيرات  إضافةينبغي  -
  ليس لها تأثير على دالة الهدف. 

نوع "أقل من أو يساوي"، ودالة هدف في حالة التعظيم. يتم لنفترض برنامج خطي يتكون من قيدين إشارتهما من 
"، ومتغيرة مكملة 1Sتحويل هذا البرنامج إلى صيغته القياسية بإضافة متغيرة مكملة إلى القيد الأول نرمز لها بو "

افة وبعد إضيُلاحظ أنه كلما تم إضافة متغيرة مكملة يتصاعد ترتيبها. و  ".2Sأخرى إلى القيد الثاني نرمز لها بو "
 المتغيرات المكملة إلى القيود، يتم إضافتها إلى دالة الهدف لكن بمعاملات صفرية.
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 :1الخطوة الثانية: كتابة الحل الأساسي رقم 
 كما يلي: 1جدول الحل الأساسي رقم  يُكتب

ib 
0 … 0 0 nC … 2C 1C Cj 

𝑋𝑖
𝐵 

𝐶𝑖
𝐵 

kS … 2S 1S nX … 2X 1X 

1b 0 … 0 1 1na … 12a 11a 1S 0 

2b 0 … 1 0 2na … 22a 21a 2S 0 

… … … 0 … … ... … … … … 

bm 1 … 0 0 mna … m2a m1a mS 0 

 0 … 0 0 
𝑍𝑛 = ∑𝑎𝑖𝑗 × 𝐶𝑖

𝐵

𝑚

𝑖=1

 

(j=1,2,…,n) 

… 𝑍2 = ∑𝑎𝑖2 × 𝐶𝑖
𝐵

𝑚

𝑖=1

 𝑍1 = ∑𝑎𝑖1 × 𝐶𝑖
𝐵

𝑚

𝑖=1

 Zj 

 

𝑍 = ∑𝑏𝑖𝐶𝑖
𝐵

𝑚

𝑖=1

 0 … 0 0 𝐶𝑛 − 𝑍𝑛 … 𝐶2 − 𝑍2 𝐶1 − 𝑍1 Cj-Zj 

 

 حيث:

𝑿𝒊
𝑩 :متغيرات أساسية في جدول الحل الأساسي رقم واحد، ومع  المكملةيتم إعتبار المتغيرات : المتغيرات الأساسية

الإستمرار في الحل تتغير هذه المتغيرات )تخرج متغيرات أساسية وتدخل متغيرات غير أساسية مكانها لتصبح 
 متغيرات أساسية(.

mna,…,11a( معدلات التعويض :Substitution rates وهي :)التغير قي قيمة المتغيرات الأساسية تشير إلى 
قيمة  لانخفاض a وتشير الإشارة الموجبة لو. يتم إدخال وحدة واحدة من متغيرة غير أساسية إلى الأساسعندما 

. أما إلى الأساس المتغيرات غير الأساسية يتم إدخال وحدة واحدة من عندما aبقيمة  غير الأساسيةالمتغيرات 
عندما يتم إدخال وحدة واحدة من المتغيرات غير  aالأساسية بقيمة قيمة المتغيرات فتشير لزيادة  aالإشارة السالبة لو 

 .الأساسية إلى الأساس
jC: معاملات المتغيرات في دالة الهدف. 

𝑪𝒊
𝑩: معاملات متغيرات الأساس في دالة الهدف. 
bi: .قيم الطرف الأيمن من القيود 
Zj: إدخال وحدة واحدة من المتغيرة إلى الأساس عند )التكلفة( الربحأو إرتفاع  مقدار إنخفاض . 

Cj-Zj:  من المتغيرة إدخال وحدة واحدةالمتحقق من  )صافي التكلفة( الربحصافي مقدار j .إلى الأساس  
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لمتغيرات عدد ا فإن ،إضافة لكل قيد متغيرة مكملة وبالتالي تم ،إشارتها أقل من أو يساوي  ان جميع القيود وبما
المتغيرات المكملة تدخل إلى الأساس في جدول الحل  ، لأن جميعmيساوي عدد متغيرات الأساس  kالمكملة 

. ونفس الحالة يُمكن أن تحدث عندما تكون جميع القيود عبارة عن معادلات، حيث يتم إضافة لكل 1الأساسي رقم 
ساس في جدول الحل الأمثل )سنعالج موضوع المتغيرات تدخل إلى الأ وهذه المتغيراتقيد متغيرة إصطناعية، 
 الإصطناعية لاحقاً(. 

 الخطوة الثالثة: الأمثلية:
وعند تحقق  سالبة. ،Cj-Zjكانت جميع عناصر السطر الأخير من جدول السمبلكس، أي  يكون الحل أمثل إذا

 يتم إستخراج قيم الحل الأمثل كما يلي: الأمثلية،
𝑋𝑖في عمود المتغيرات الأساسية الموجودة قيم المتغيرات -

𝐵  القيم المقابلة لها في عمود الثوابت  تساويib؛ 
 قيم بقية المتغيرات، أي المتغيرات غير الأساسية، تساوي الصفر؛ -
 السطر الأخير.في  Zعبارة عن قيمة  هي دالة الهدفقيمة  -

ذا لم يتحقق الحل الأمثل فإننا ننتقل إلى الخطوة   .الرابعةوا 
 :المواليةالخطوة الرابعة: البحث عن الحلول الأساسية 

 كما يلي: المواليالحل الأساسي  يتم كتابة ،في حالة عدم تحقق الأمثلية
 المتغيرة التي تدخل إلى الأساس: لتحديد الإرتكاز البحث عن عمود

هذا العمود هي المتغيرة التي  تمثلوالمتغيرة التي  ،Cj-Zjفي السطر الأخير قيمة موجبة عمود الإرتكاز يُقابل أكبر 
وفي حالة وجود متغيرتين على الأقل مرشحتين للدخول إلى الأساس )وحود قيمتين كبيرتين  .تدخل إلى الأساس

 متساويتين على الأقل(، فإنه يتم إختيار إحداهما.
 : المتغيرة التي تخرج من الأساس لتحديد الإرتكاز سطرالبحث عن 

 دعمو  في لها المقابلة (الموجبة فقط) القيمة على الأمثل غيرفي جدول السمبلكس  ib كل قيمة من قيمنقسم 
، الصفر تساوي  bi من قيم قيمةفي حالة ) سطر الإرتكازهو  صغر قيمة موجبةأالتي تنتمي إليه  والسطر ،الإرتكاز

في  لموجودةوا الإرتكاز والمتغيرة التي تقع في سطر، (هو سطر الإرتكازهذه  biقيمة فإن السطر الذي تنتمي إليه 
𝑋𝑖عمود متغيرات الأساس

𝐵 هي المتغيرة التي تخرج من الأساس. 
 موجبتين ينقيمت)تساوي أصغر  متغيرتين على الأقل مرشحتين للخروج من الأساس ويُمكن أن نُصادف حالة وجود

وهي حالة سنتطرق إليها عند تناول  ،(على القيم المقابلة لها في عمود الإرتكاز biعلى الأقل من حصائل قسمة قيم 
 عند حل البرامج الخطية بطريقة السمبلكس.  مصادفتهاالحالات الخاصة التي يُمكن 

 : الإرتكاز عنصر
 الإرتكاز. وسطر الإرتكاز نقطة تقاطع عمود هو

 ويتم إعداد جدول الحل الأساسي الموالي كما يلي:
ذي يحتوي على الإلى الأساس وذلك في العمود  تدخلمن الأساس بالمتغيرة التي  تخرجالمتغيرة التي  يتم إستبدال -

𝑋𝑖متغيرات الأساس
𝐵؛ 
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عناصر العمود وباقي  1إلى عمود أحادي، بحيث يتحول عنصر الارتكاز إلى القيمة  الإرتكازتحويل عمود يتم  -
 إلى قيم معدومة؛

 الارتكاز بتقسيم جميع عناصره على قيمة عنصر الارتكاز.يتم تحويل سطر  -
عنصرين ال حاصل ضربباقي العناصر على النحو التالي: العنصر المرشح للتغيير نطرح منه  يتم حساب -

 كل من سطر الارتكاز وعمود الارتكاز مقسوما على قيمة عنصر الارتكاز. فيالمقابلين له 
 لي هي عنصر الارتكاز:في الجدول التا Aفإذا افترضنا أن 

 
 فإن عملية التحويل تكون كما يلي:

 

 . 3، نعود مرة أخرى إلى الخطوة رقم المواليوبعد الانتهاء من إعداد جدول الحل الأساسي 
 :11 مثال

 أوجد الحل الأمثل للبرنامج الخطي التالي )تم حل هذا البرنامج الخطي سابقاً بالطريقة البيانية(:
 

 
 
 

 الحل:
 التحول إلى الصيغة القياسية:

 .1Sالقيد الأول إشارته أقل من أو يساوي: نظيف متغيرة مكملة  -
 .2Sالقيد الثاني إشارته أكبر من أو يساوي: نظيف متغيرة مكملة  -

 صفري.نظيف المتغيرتين المكملتين إلى دالة الهدف بمعامل 
 ويُكتب البرنامج الخطي في صيغته القياسية كما يلي:
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 1جدول الحل الأساسي رقم 
 ib النسبة

0 0 7 5 Cj 

𝑋𝑖
𝐵 

𝐶𝑖
𝐵 

2S 1S 2X 1X 

7/2 7 0 1 2 1 1S 0 

9/2 9 1 0 2 3 2S 0 

  0 0 0 0 Zj  

Z=0 0 0 7 5 Cj-Zj 

 يُلاحظ أن متغيرات الأساس في جدول الحل الأساسي الأول تتمثل في المتغيرتين المكملتين.
قيم موجبة في السطر  نظرا لوجودغير أمثل  الجدول، يُلاحظ أن هذا 1بعد كتابة جدول الحل الأساسي رقم و 

Cjالأخير − Zj ، فيما يليتتمثل خطوات الإنتقال و  .2الحل الأساسي رقم  لجدول الإنتقال ينبغيوبالتالي: 
 :1من جدول الحل الأساسي رقم 

Cjعمود الإرتكاز يقابل أكبر قيمة موجبة في السطر الأخير  تحديد عمود الإرتكاز: - − Zj  وبالتالي ، 7وهي
 .2Xالمتغيرة التي تدخل إلى الأساس هي ف
ل )النسب المتحصز عمود الإرتكا القيمة الموجبة المقابلة لها فيعلى  ib ة لوقيم كل الإرتكاز: نقسم تحديد سطر -

حصائل  من وسطر الإرتكاز يقابل أقل قيمة موجبة ،(مى "النسبة"مس تحتعليها تم وضعها في العمود الأخير 
7وهي  القسمة

2
 .1S، وبالتالي فالمتغيرة التي تخرج من الأساس هي 

 .2تتحدد عند تقاطع عمود الإرتكاز وسطر الإرتكاز وهي  تحديد نقطة الإرتكاز: -
 كما يلي: 2ويُكتب جدول الحل الأساسي رقم 

𝑋𝑖في العمود 2Xبالمتغيرة  1Sنستبدل المتغيرة  -
𝐵 ،تغيير المعامل في العمود الإستبدال ويتبع هذا𝐶𝑖

𝐵  إلى  0من
 ؛7
وباقي عناصر العمود تتحول إلى  1تحويل عمود الإرتكاز إلى عمود أحادي: نقطة الإرتكاز تتحول إلى  -

 أصفار؛ 
 .biقسمة جميع عناصر سطر الإرتكاز على نقطة الإرتكاز، بما فيها قيمة  -
   كما يلي: الخلايا قيم يتم تحويل باقي -

3: (1،2)الخلية  − (
1×2

2
) = 𝟐 

1: (3،2) الخلية − (
1×2

2
) = −𝟏 

1: (4،2) الخلية − (
0×2

2
) = 𝟏 

2b :9 − (
7×2

2
) = 𝟐 

Cjو  jZثم نحسب قيم  − Zj. 
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 2جدول الحل الأساسي رقم 
 ib النسبة

0 0 7 5 Cj 

𝑋𝑖
𝐵 

𝐶𝑖
𝐵 

2S 1S 2X 1X 

7 7/2 0 1/2 1 1/2 2X 7 

1 2 1 -1 0 2 2S 0 

  0 7/2 7 7/2 Zj 
 

Z=49/2 0 -7/2 0 3/2 Cj-Zj 

 جدولل الإنتقالينبغي ، وبالتالي هو حل غير أمثل لوجود قيمة موجبة 2الاساسي رقم ويُلاحظ أن جدول الحل 
كما  2رقم إلى جدول الحل الأساسي  1رقم بنفس خطوات الإنتقال من جدول الحل الأساسي  3الحل الأساسي رقم 

 يلي:
 :2من جدول الحل الأساسي رقم 

Cjتحديد عمود الإرتكاز: عمود الإرتكاز يقابل أكبر قيمة موجبة في السطر الأخير  - − Zj  القيمة  3/2وهي(
 .1X، وبالتالي فالمتغيرة التي تدخل إلى الأساس هي الموجبة الوحيدة في الجدول(

 وسطر الإرتكاز، عمود الإرتكاز القيمة الموجبة المقابلة لها فيعلى  ib كل قيمة لوتحديد سطر الإرتكاز: نقسم  -
 .2S، وبالتالي فالمتغيرة التي تخرج من الأساس هي 1 وهي من حصائل القسمة يقابل أقل قيمة موجبة

 .2تحديد نقطة الإرتكاز: تتحدد عند تقاطع عمود الإرتكاز وسطر الإرتكاز وهي  -
 كما يلي: 3ويُكتب جدول الحل الأساسي رقم 

𝑋𝑖في العمود 1Xبالمتغيرة  2Sنستبدل المتغيرة  -
𝐵 ،ويتبع هذا الإستبدال تغيير المعامل في العمود𝐶𝑖

𝐵  إلى  0من
 ؛5
وباقي عناصر العمود تتحول إلى  1تحويل عمود الإرتكاز إلى عمود أحادي: نقطة الإرتكاز تتحول إلى  -

 أصفار؛ 
 .biقسمة جميع عناصر سطر الإرتكاز على نقطة الإرتكاز، بما فيها قيمة  -
 كما يلي:   قيم الخلايايتم تحويل باقي  -

1: (2،1)الخلية  − (
0×

1

2

2
) = 𝟏 

1: (3،1)الخلية 

2
− (

(−1)×
1

2

2
) =

𝟑

𝟒
 

0: (4،1)الخلية  − (
1×

1

2

2
) = −

𝟏

𝟒
 

1b :7

2
− (

2×
1

2

2
) = 𝟑 

Cjو  jZثم نحسب قيم  − Zj. 
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 3جدول الحل الأساسي رقم 
ib 

0 0 7 5 Cj 

𝑋𝑖
𝐵 

𝐶𝑖
𝐵 

2S 1S 2X 1X 

3 -1/4 3/4 1 0 2X 7 

1 1/2 -1/2 0 1 1X 5 

 3/4 11/4 7 5 Zj 
 

Z=26 -3/4 -11/4 0 0 Cj-Zj 

وبالتالي  ،سالبة أو معدومة كلها أصبحت 3رقم  جدول الحل الأساسيفي  Cj-Zjأن جميع قيم السطر  يُلاحظ
 القيم المثلى للبرنامج الخطي هي كما يلي: إذا، .نكون قد وصلنا إلى الحل الأمثل

𝑋1 = 1, 𝑋2 = 3, 𝑆1 = 0, 𝑆2 = 0,𝑀𝑎𝑥 𝑍 =  وحدة نقدية 26
 :M Technique-Big الكبيرة Mطريقة  -4-2

تخدام، ، حيث يتم إسعندما تكون إشارة القيود من نوع "أكبر من أو يساوي" أو "يساوي" الكبيرة Mطريقة  يتم إستخدام
لتحويل البرنامج  Artificial variables المتغيرات المكملة، متغيرات تُدعى بالمتغيرات الإصطناعية بالإضافة إلى

 الخطي إلى الصيغة النموذجية أو القياسية كما يلي:
 ":يساوي كبر من أو أفي حالة قيد " 

. وقيمة متساويين القيد، وهذه العملية تجعل طرفي " هو ترتيب المتغيرةjحيث " jS بو نرمز لها متغيرة مكملة نطرح -
المتغيرة المكملة في هذه الحالة تعني الزيادة عن ما هو مطلوب )قيمة الطرف الأيمن من القيد(. فمثلا يُمكن لمؤسسة 

 ما أن تنتج أكثر مما طلبه زبون من منتج معين، وقيمة الفرق هي قيمة المتغيرة المكملة.
حيث  1يُفترض أن تكون قيمتها معدومة ومعاملها يساوي + jRنرمز لها بو صطناعية إغيرات بمت الإستعانةيتم  -
"jوهذه العملية تحقق لنا إمكانية البدء في حل ممكن موجب، حيث ترفض طريقة السمبلكس  ." هو ترتيب المتغيرة

 البدء بحل سالب؛
دخال المتغيرات الاصط ،المتغيرات المكملة إلى دالة الهدف لكن بمعاملات تساوي الصفر إضافةينبغي  - ناعية وا 

 ونكون أمام حالتين: ،"M" ويُرمز إليها ب كبيرة جداً موجبة و  إلى نفس الدالة مع معاملات يُفترض أن تكون 
هنا إلى ربح المتغيرة الإصطناعية في دالة  "M"وتشير  ." بإشارة سالبةMيكون معامل "في حالة التعظيم:  -

 الهدف، والغاية من وضع إشارة سالبة هو ضمان خروج المتغيرات الإصطناعية من الحل الأمثل.
هنا إلى تكلفة المتغيرة الإصطناعية في دالة  "M". وتشير " بإشارة موجبةMيكون معامل ": التقليلفي حالة  -

 الهدف، والغاية من وضع إشارة موجبة هو ضمان خروج المتغيرات الإصطناعية من الحل الأمثل. 
 في حالة قيد "يساوي":

حيث  1يُفترض أن تكون قيمتها معدومة ومعاملها يساوي + jRنرمز لها بوووووووووو صطناعية إبمتغيرات  الإستعانةيتم  -
"j ترتيب المتغيرة؛" هو 
رمز يُ  كبيرة جداً موجبة و  إلى دالة الهدف مع معاملات يُفترض أن تكون  الإصطناعيةينبغي إدخال المتغيرات  -

 أمام حالتين: ، ونكون "M" وإليها ب
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هنا إلى ربح المتغيرة الإصطناعية في دالة  "M"وتشير  ." بإشارة سالبةMيكون معامل "في حالة التعظيم:  -
 هو ضمان خروج المتغيرات الإصطناعية من الحل الأمثل. من وضع إشارة سالبةالهدف، والغاية 

هنا إلى تكلفة المتغيرة الإصطناعية في دالة  "M". وتشير " بإشارة موجبةMيكون معامل ": التقليلفي حالة  -
 هو ضمان خروج المتغيرات الإصطناعية من الحل الأمثل.  موجبةمن وضع إشارة الهدف، والغاية 

 :وهناك بعض الخصائص التي تتميز بها المتغيرات الإصطناعية
أنها تدخل مزيج الحل الأولي )وهذه هي الغاية الرئيسية من إستخدامها(، ويجب التخلص منها بأسرع وقت  -

 ممكن؛
قيمتها الأولية هي قيمة الطرف الأيمن من القيد. فعلى سبيل المثال إذا كان الطرف الأيمن من القيد هو عبارة  -

عن الكمية المطلوبة من منتوج ما تُنتجه المؤسسة، فإن المتغيرة الإصطناعية تمثل إنتاجاً وهمياً قيمته قيمة هذه 
 رة وهمية وليست حقيقية؛ الكمية، وهذا يعني أن المتغيرة الإصطناعية هي متغي

، حيث تمثل كلفة عالية جداً في حالة إن مساهمة المتغيرات الإصطناعية في دالة الهدف مساهمة مكلفة جداً  -
سارة كبيرة جداً في حالة التعظيم، وبأخذ بعين الإعتبار العنصر السابق، فإن إنتاج المتغيرة التقليل، وخ

إذا كان الهدف هو تعظيم الأرباح، أو زيادة كبيرة في التكاليف إذا كان الإصطناعية سيؤدي إلى خسارة كبيرة 
 الهدف هو تخفيض التكاليف.

، ولا تختلف هذه العملية 1وبعد تحويل البرنامج الخطي إلى الصيغة القياسية، نكتب جدول الحل الأساسي رقم 
ها فهذه الأخيرة هي التي يتم إعتبار  إلا أنه في حالة وجود المتغيرات الإصطناعية، على ما تم شرحه سابقاً،

  كمتغيرات أساسية في جدول الحل الأساسي الأول.
 :التقليلكما أن هناك بعد الإختلافات عندما تكون دالة الهدف في حالة 

موجبة أو  Cj-Zjالوصول إلى الحل الأمثل عندما تصبح جميع قيم السطر الأخير من جدول السمبلكس  يتم -
 على عكس حالة التعظيم؛ معدومة

في حالة الحل غير أمثل، فإن الإختلاف الوحيد عند الإنتقال من جدول حل أساسي غير أمثل إلى الجدول  -
الموالي يكمن في طريقة إختيار المتغيرة التي ستدخل إلى الأساس، فعلى عكس حالة التعظيم، فإنه يتم تحديد 

، وتبقى جميع الخطوات Cj-Zjفي السطر الأخير  ن بين القيم السالبةم سالبة قيمة أكبرهذه المتغيرة على أساس 
   التالية هي نفسها. 

 :12 مثال
 ليكن لديك البرنامج الخطي التالي:

 
 

 
 

 أوجد الحل الأمثل للبرنامج الخطي بطريقة السمبلكس؟ المطلوب:

s/c 

2
X+10

1
X=3Min Z 

≥10
2

X+6
1

X5 

≥14
2

X+7
1

X2 

≥0
2

X≥ 0, 
1

X
  

 



                                                                                                                                                                                                                    البرمجة الخطية                                                                                                                                                     الفصل الأول                                                                                         

 

- 31 - 

 الحل:
 التحول إلى الصيغة القياسية:

 .1Rونظيف متغيرة إصطناعية  1Sالقيد الأول إشارته أكبر من أو يساوي: نطرح متغيرة مكملة  -
 .2Rونظيف متغيرة إصطناعية  2Sالقيد الثاني إشارته أكبر من أو يساوي: نطرح متغيرة مكملة  -

بمعامل  ، أما المتغيرتين الإصطناعيتين فيتم إضافتهمابمعامل صفري نظيف المتغيرتين المكملتين إلى دالة الهدف 
+M .لأن دالة الهدف في حالة التقليل 

 ويُكتب البرنامج الخطي في صيغته القياسية كما يلي:
 
 
 
 
 

 1رقم جدول الحل الأساسي 
 bi النسبة

M M 0 0 10 3 Cj 

𝑋𝑖
𝐵

 
𝐶𝑖

𝐵
 

R2 R1 S2 S1 X2 X1 

5/3 10 0 1 0 -1 6 5 R1 M 

2 14 1 0 -1 0 7 2 R2 M 

  M M -M -M 13M 7M Zj 
 

Z=24M 0 0 M M 10-13M 3-7M Cj-Zj 

 تتمثل في المتغيرتين الإصطناعيتين.يُلاحظ أن متغيرات الأساس في جدول الحل الأساسي الأول 
 ، يُلاحظ أن هذا الحل غير أمثل لوجود قيم سالبة في السطر الأخير1بعد كتابة جدول الحل الأساسي رقم و 

Cj − Zj  وتتمثل خطوات الإنتقال فيما يلي:2لجدول الحل الأساسي رقم وبالتالي ننتقل . 
 :1من جدول الحل الأساسي رقم 

لسطر الأخير في ا من بين القيم السالبة الموجودة قيمة سالبة أكبرتحديد عمود الإرتكاز: عمود الإرتكاز يقابل  -
Cj − Zj  13-10وهيM  حيث قلنا سابقاً أن(M  ،ًدخال الإشارة سالبة تحولها و هي قيمة موجبة كبيرة جدا ا 

 .2Xالمتغيرة التي تدخل إلى الأساس هي وبالتالي فإلى قيمة سالبة صغيرة جداً(، 
وسطر الإرتكاز ، عمود الإرتكاز القيمة الموجبة المقابلة لها فيعلى  ib كل قيمة لوتحديد سطر الإرتكاز: نقسم 

5وهي من حصائل القسمة يقابل أقل قيمة موجبة 

3
 .1R، وبالتالي فالمتغيرة التي تخرج من الأساس هي 

 .6تحديد نقطة الإرتكاز: تتحدد عند تقاطع عمود الإرتكاز وسطر الإرتكاز وهي  -
 كما يلي: 2يُكتب جدول الحل الأساسي رقم و 
𝑋𝑖في العمود 2Xبالمتغيرة  1Rنستبدل المتغيرة  -

𝐵 ، تغيير المعامل في العمودويتبع هذا الإستبدال𝐶𝑖
𝐵  منM  إلى

 ؛10
 وباقي عناصر العمود تتحول إلى أصفار؛  1تحويل عمود الإرتكاز إلى عمود أحادي: نقطة الإرتكاز تتحول إلى -

s/c 

2+MR1R+M2+0S1S+0
2

+10X
1

=3XMin Z 

=101+R1S-
2

+6X
1

5X 

=142+R2S-
2

+7X
1

2X 

   ≥ 02R ,≥ 01R, ≥ 02S ,≥ 01S ,≥0
2

X≥ 0, 
1

X
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 .biقسمة جميع عناصر سطر الإرتكاز على نقطة الإرتكاز، بما فيها قيمة  -
 يتم تحويل باقي العناصر كما يلي:   -

2: (1،2) الخلية − (
5×6

7
) = −

𝟐𝟑

𝟔
 

0: (3،2)الخلية  − (
(−1)×7

6
) =

𝟕

𝟔
 

1−: (4،2)الخلية  − (
0×7

6
) = −𝟏 

0: (5،2)الخلية  − (
1×7

6
) = −

𝟕

𝟔
 

1: (6،2)الخلية  − (
0×7

6
) = 𝟏 

b2 :14 − (
10×7

6
) =

𝟕

𝟑
 

Cjو  jZثم نحسب قيم  − Zj، 
 2جدول الحل الأساسي رقم 

 bi النسبة
M M 0 0 10 3 Cj 

𝑋𝑖
𝐵

 
𝐶𝑖

𝐵
 

R2 R1 S2 S1 X2 X1 

- 5/3 0 1/6 0 -1/6 1 5/6 X2 10 

2 7/3 1 -7/6 -1 7/6 0 -23/6 R2 M 

  M 5/3-(7/6)M -M (7/6)M-5/3 10 25/3-(23/6)M Zj 
 

Z=(7/3M)+5/3 0 (13/6)M-5/3 M 5/3-(7/6)M 0 (23/6)M-16/3 Cj-Zj 

، وبالتالي ننتقل M(7/6)-5/3سالبة وهي هو حل غير أمثل لوجود قيمة  2ويُلاحظ أن جدول الحل الاساسي رقم 
 كما يلي: 3جدول الحل الأساسي رقم ل

 :2من جدول الحل الأساسي رقم 
لسطر الأخير في ا من بين القيم السالبة الموجودة قيمة سالبة أكبرتحديد عمود الإرتكاز: عمود الإرتكاز يقابل  -

Cj − Zj  وهيM(7/6)-5/3،  1وبالتالي فالمتغيرة التي تدخل إلى الأساس هيS. 
عمود الإرتكاز، وسطر الإرتكاز  القيمة الموجبة المقابلة لها فيعلى  ib كل قيمة لوتحديد سطر الإرتكاز: نقسم  -

 .2R، وبالتالي فالمتغيرة التي تخرج من الأساس هي 2يقابل أقل قيمة موجبة من حصائل القسمة وهي 
 .7/6تحديد نقطة الإرتكاز: تتحدد عند تقاطع عمود الإرتكاز وسطر الإرتكاز وهي  -

 كما يلي: 3رقم يُكتب جدول الحل الأساسي و 
𝑋𝑖في العمود 1Sبالمتغيرة  2Rنستبدل المتغيرة  -

𝐵 ، العمودويتبع هذا الإستبدال تغيير المعامل في𝐶𝑖
𝐵  منM 

 ؛0إلى 
وباقي عناصر العمود تتحول إلى  1تحويل عمود الإرتكاز إلى عمود أحادي: نقطة الإرتكاز تتحول إلى -

 أصفار؛ 
 .biقسمة جميع عناصر سطر الإرتكاز على نقطة الإرتكاز، بما فيها قيمة  -
 يتم تحويل باقي العناصر كما يلي:   -

5: (1،1)الخلية 

6
− (

(−
23

6
)×(−

1

6
)

7

6

) =
𝟐

𝟕
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1: (2،1)الخلية  − (
0×(−

1

6
)

7

6

) = 𝟏 

0: (4،1)الخلية  − (
(−1)×(−

1

6
)

7

6

) = −
𝟏

𝟕
 

1: (5،1)الخلية 

6
− (

(−
7

6
)×(−

1

6
)

7

6

) = 𝟎 

0: (6،1)الخلية  − (
1×(−

1

6
)

7

6

) =
𝟏

𝟕
 

1b :5

3
− (

7

3
×(−

1

6
)

7

6

) = 𝟐 

Cjو  jZثم نحسب قيم  − Zj. 
 3جدول الحل الأساسي رقم 

bi 
M M 0 0 10 3 Cj 

𝑋𝑖
𝐵

 
𝐶𝑖

𝐵
 

R2 R1 S2 S1 X2 X1 

2 1/7 0 -1/7 0 1 2/7 X2 10 

2 6/7 -1 -6/7 1 0 -23/7 S1 0 

 10/7 0 -10/7 0 10 20/7 Zj 
 

Z=20 M-10/7 M 10/7 0 0 1/7 Cj-Zj 

وبالتالي  ،أو معدومة أصبحت كلها موجبة 3في جدول الحل الأساسي رقم  Cj-Zjأن جميع قيم السطر  يُلاحظ
 تتمثل فيما يلي:القيم المثلى للبرنامج الخطي . نكون قد وصلنا إلى الحل الأمثل

𝑋1 = 0, 𝑋2 = 2, 𝑆1 = 2, 𝑆2 = 0,𝑀𝑖𝑛 𝑍 =  وحدة نقدية 20
 :Mفيما يخص تحديد عمود الإرتكاز في حالة وجود  اتملاحظ
Cjفي الصف الأخير )أو أكثر( عند وجود قيمتين سالبتين - − Zj  الأولى سالبة )مهما كانت قيمتها( والأخرى

–M  الإرتكاز يقابل  عمودفإن–M  لأن إدخال الإشارة السالبة علىM  ًيحولها إلى قيمة سالبة صغيرة جدا. 
 .L، فهذا يعني أن القيمة موجبة مهما تكن قيمة M-Lفي حالة وجود قيمة من الشكل التالي:  -

 : ethodmTwo phaseطريقة المرحلتين )ذات الوجهين(  -4-3
ة والحصول في البرامج الخطي لاستبعاد أثر المتغيرات الإصطناعية طريقة المرحلتين )ذات الوجهين(يتم إستخدام 

 على الحل الأمثل. ويتم حل البرامج الخطية باستعمال هذه الطريقة على مرحلتين:
  :المرحلة الأولى

غيرات الحقيقية المتيتم إعادة صياغة دالة الهدف حيث تحتوي فقط على المتغيرات الإصطناعية، وهذا يعني إستبعاد 
إذا كانت دالة  1-وإذا كانت دالة الهدف في حالة التقليل،  1المتغيرات الإصطناعية + معاملات وتكون  .والمكملة

 ، كما يلي:الهدف في حالة التعظيم
𝑀𝑖𝑛 𝑍 = 𝑅1 + 𝑅2 +⋯+ 𝑅3 

𝑀𝑎𝑥 𝑍 = −𝑅1 − 𝑅2 −⋯− 𝑅3 
ذه ه وبعدها يتم حل البرنامج الخطي بطريقة السمبلكس بطريقة عادية حتى الوصول إلى الحل الأمثل، وعند بلوغ

 يتم حذف المتغيرات الإصطناعية من جدول الحل الأمثل، ويتم الإنتقال إلى المرحلة الثانية.  المرحلة
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 المرحلة الثانية:
 يتم وضع دالة الهدف في صيغتها الحقيقية، كما يلي: في هذه المرحلة

𝑀𝑖𝑛 𝑍 = 𝐶1𝑋1 + 𝐶2𝑋2 +⋯+ 𝐶𝑛𝑋𝑛 + 0𝑆1 + 0𝑆2 +⋯ 
𝑀𝑎𝑥 𝑍 = 𝐶1𝑋1 + 𝐶2𝑋2 +⋯+ 𝐶𝑛𝑋𝑛 + 0𝑆1 + 0𝑆2 +⋯ 

 ثم نكمل الحل بطريقة السمبلكس حتى الوصول إلى الحل الأمثل
 :13 مثال

 :(12)نفس البرنامج الخطي الوارد في المثال رقم  ليكن لديك البرنامج الخطي التالي
 

 
 
 

 ؟للبرنامج الخطي بطريقة المرحلتينأوجد الحل الأمثل  المطلوب:
 الحل:

 التحول إلى الصيغة القياسية:
 
 
 
 

 المرحلة الأولى:
 :كما يلي في صيغته القياسية الخطي البرنامج دالة الهدف في نحذف المتغيرات الحقيقية والمكملة من

 
 
 
 

. وبما أن دالة الهدف تخلو من المتغيرات دالة الهدف في حالة التقليل لأن 1+هي  2Rو 1Rمعاملات  يُلاحظ أن
 تكون معدومة. jCالحقيقية والمكملة، فإن معاملات هذه المتغيرات في جدول السمبلكس في السطر 

  1:ويتم حل البرنامج الخطي المتحصل عليه في المرحلة الأولى كما يلي
 
 
 

                                                           

 لإعادة الشرح. جدول إلى جدول تم شرحها سابقاً، وبالتالي لا داعي تم وضع جميع الجداول بشكل تسلسلي لأن خطوات الإنتقال من 1 

s/c 

2
+10X

1
Min Z=3X 

≥10
2

+6X
1

5X 

≥14
2

+7X
1

2X 

≥0
2

X≥ 0, 
1

X
  

 

s/c 

2+MR1+MR2+0S1+0S
2

+10X
1

Min Z=3X 

=101+R1S-
2

+6X
1

5X 

=142+R2S-
2

+7X
1

2X 

≥ 0   2R≥ 0, 1R≥ 0, 2S≥ 0, 1S≥0, 
2

X≥ 0, 
1

X
  

 

s/c 

2+R1Min Z=R 

=101+R1S-
2

+6X
1

5X 

=142+R2S-
2

+7X
1

2X 

≥ 2R≥ 0, 1R≥ 0, 2S≥ 0, 1S≥0, 
2

X≥ 0, 
1

X
  

0    
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 bi النسبة
1 1 0 0 0 0 Cj 

𝑋𝑖
𝐵

 
𝐶𝑖

𝐵
 

R2 R1 S2 S1 X2 X1 

5/3 10 0 1 0 -1 6 5 R1 1 

2 14 1 0 -1 0 7 2 R2 1 

  1 1 -1 -1 13 7 Zj 
 

Z=24 0 0 1 1 -13 -7 Cj-Zj 

- 5/3 0 1/6 0 -1/6 1 5/6 X2 0 

2 7/3 1 -7/6 -1 7/6 0 -23/6 R2 1 

  1 -7/6 -1 7/6 0 -23/6 Zj 
 

Z=7/3 0 13/6 1 -7/6 0 23/6 Cj-Zj 

2 1/7 0 -1/7 0 1 2/7 X2 0 

2 6/7 -1 -6/7 1 0 -23/7 S1 0 

 0 0 0 0 0 0 Zj 
 

Z=0 1 1 0 0 0 0 Cj-Zj 

Cjبما أن جميع قيم السطر  − Zj وننتقل إلىفإننا نكون قد وصلنا إلى الحل الأمثل أصبحت موجبة أو معدومة ، 
 لأمثل )الأخير( إلى الجدول الأول.المرحلة الثانية التي يتحول فيها جدول الحل ا

 :الثانيةالمرحلة 
عاملات م ونضعأعمدة المتغيرات الإصطناعية  نحذفالمرحلة الأولى  من الجدول الحل الأمثل المتحصل عليه في

   دالة الهدف في البرنامج الخطي في صيغته القياسية كما يلي:من المتغيرات الحقيقية والمكملة 

 

bi 
0 0 10 3 Cj 

𝑋𝑖
𝐵

 
𝐶𝑖

𝐵
 

S2 S1 X2 X1 

2 -1/7 0 1 2/7 X2 10 

2 -6/7 1 0 -23/7 S1 0 

 -10/7 0 10 20/7 Zj 
 

Z=20 10/7 0 0 1/7 Cj-Zj 

Cjيُلاحظ من الجدول أن جميع قيم  − Zj .إذا القيم المثلى للبرنامج الخطي  موجبة أو معدومة وبالتالي فالحل أمثل
 هي:

𝑋1 = 0, 𝑋2 = 3, 𝑆1 = 2,  𝑆2 = 0,𝑀𝑖𝑛 𝑍 =  وحدة نقدية 20
 :14مثال 

 ليكن لديك البرنامج الخطي التالي:
 

 
 

 للبرنامج الخطي بطريقة المرحلتين؟أوجد الحل الأمثل  المطلوب:
 الحل:

 
 
 
 

s/c 

2
+3X

1
Max Z=2X 

≤18
2

+2X
1

X 

=10
2

+X
1

3X 

≥0
2

X≥ 0, 
1

X
  

 

s/c 

1MR-1+0S
2

+3X
1

Max Z=2X 

=18 1+S
2

+2X
1

X 

=101+R
2

+X
1

3X 

≥ 0 1R≥ 0, 1S≥0, 
2

X≥ 0, 
1

X
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 المرحلة الأولى:
 
 
 
 
 

 bi النسبة
-1 0 0 0 Cj 

𝑋𝑖
𝐵

 
𝐶𝑖

𝐵
 

R1 S1 X2 X1 

18 18 0 1 2 1 S1 0 

10/3 10 1 0 1 3 R1 -1 

  -1 0 -1 -3 Zj 
 

Z=-10 0 0 1 3 Cj-Zj 

44/3 -1/3 1 5/3 0 S1 0 

10/3 1/3 0 1/3 1 X1 0 

 0 0 0 0 Zj 
 

Z=0 -1 0 0 0 Cj-Zj 

Cjبما أن جميع قيم السطر  − Zj  وننتقل إلىأو معدومة فإننا نكون قد وصلنا إلى الحل الأمثل سالبةأصبحت ، 
 لأمثل )الأخير( إلى الجدول الأول.المرحلة الثانية التي يتحول فيها جدول الحل ا

 المرحلة الثانية:
ت معاملا ونضعحذف عمود المتغيرة الإصطناعية نالمرحلة الأولى  الحل الأمثل المتحصل عليه في جدولمن 

  كما يلي: في البرنامج الخطي في صيغته القياسية دالة الهدف من المتغيرات الحقيقية والمكملة
 bi النسبة

0 3 2 Cj 

𝑋𝑖
𝐵

 
𝐶𝑖

𝐵
 

S1 X2 X1 

44/5 44/3 1 5/3 0 S1 0 

10 10/3 0 1/3 1 X1 2 

  0 2/3 2 Zj 
 

Z=20/3 0 7/3 0 Cj-Zj 

44/5 3/5 1 0 X2 3 

2/5 -1/5 0 1 X1 2 

 7/5 3 2 Zj 
 

Z=136/5 -7/5 0 0 Cj-Zj 

Cjحيث يحتوي السطر حلًا أمثلًا،  ليس 1جدول الحل الأساسي رقم أن  يُلاحظ − Zj  على قيمة موجبة، لهذا
Cjجميع قيم حيث أصبحت جدول الحل الأمثل،  هو 2أن جدول الحل الأساسي رقم أكملنا الحل ووجدنا  − Zj 

 إذا القيم المثلى للبرنامج الخطي هي: أو معدومة. سالبة
𝑋1 =

2

5
, 𝑋2 =

44

5
, 𝑆1 = 0,𝑀𝑎𝑥 𝑍 =

136

5
 وحدة نقدية 

 : Simplex MethodRevised لةطريقة السمبلكس المعد   -4-4
الحسابية  بقاً أنها تتضمن الكثير من العملياتسا من بين ما يؤخذ على طريقة السمبلكس الإعتيادية التي تناولناها

، ياتالعمل هذهوهو ما يستغرق وقتاً لإجراء مثل  ،أساسي موالي حل عند الإنتقال من جدول حل أساسي إلى جدول
التي طورها  ،ةلويُمكن إستخدام طريقة السمبلكس المعدّ المتغيرات. أو زاد عدد القيود  كلماويستغرق الأمر وقتاً أطول 

s/c 

1R-Max Z=  

=18 1+S
2

+2X
1

X 

=101+R
2

+X
1

3X 

≥ 0 1R≥ 0, 1S≥0, 
2

X≥ 0, 
1

X
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لتجاوز مثل هذه المشكلة، حيث أن  ،في بداية الخمسينيات من القرن العشرين Wolfeو Dantzig ،Ordenكل من 
ة السمبلكس كما في طريق في كل محاولة من بين مميزات هذه الطريقة أنها لا تتطلب إجراء جميع العمليات الحسابية

بصفة  ، كما أن عدد المحاولاتبالرغم من أنها تتبع نفس العمليات التي تُجرى عند الحل بهذه الطريقة الإعتيادية
بالإضافة  ،أقل من عدد المحاولات عند الحل بطريقة السمبلكس الإعتيادية بطريقة السمبلكس المعدّلةعامة عند الحل 

  هدف إلى تحسين دقة النتائج.إلى أنها ت
لة المعاملات الأصلية للبرنامج الخطي، بينما طريقة السمبلكس الإعتيادية تحول وتستعمل طريقة السمبلكس المعدّ 

 هذه المعاملات مع كل محاولة، وينتج عن هذا ربح المساحة عند تخزين المعاملات في ذاكرة الحاسوب. 
     حسب الخطوات التالية: المعدّلةويتم الحل بطريقة السمبلكس 

المتجهات العمودية التي تمثل أعمدة مختلف المتغيرات في البرنامج الخطي )المتغيرات الحقيقية، المكملة تحديد  -أ
ويتم  .في البرنامج الخطي في صيغته القياسية المتغيرةهو ترتيب  j، حيث jP، ونرمز لكل عمود بو والإصطناعية(

 الذي يحتوي على قيم الثوابت؛ bأيضاً تحديد العمود 
𝐵إيجاد المصفوفة  -ب = [𝑃1 𝑃2 … 𝑃𝑘] حيث يُمثل كل ،P متغيرة الأساس، و قيم عمودk  هو عدد

 ؛متغيرات الأساس
 ؛𝐵−1، أي Bحساب معكوس المصفوفة  -ج
Πالتالية:(: ويُحسب حسب العلاقة Simplex multiplierحساب مضروب السمبلكس ) -د = 𝐶𝐵𝐵

حيث ، 1−
عبارة عن مصفوفة تتكون من صف  Πمعاملات المتغيرات الأساسية في دالة الهدف. وتكون قيم إلى  𝐶𝐵تشير

 هو عدد متغيرات الأساس؛ kعمود، حيث  kواحد و
C̅jغير الأساسية حسب العلاقة التالية:  اتللمتغير  C̅jالقيم  حساب -ه = 𝐶𝑗 − Π𝑃𝑗 حيث ،jC قيم  تشير إلى

سالبة أو معدومة إذا كانت  C̅jيكون الحل أمثل عندما تكون جميع قيم و  .الأساسية في دالة الهدف غير المتغيرات
 موجبة أو معدومة إذا كانت دالة الهدف في حالة التقليل؛و دالة الهدف في حالة التعظيم، 

 في حالة الحل غير أمثل: -و
إذا كانت دالة الهدف في  C̅jالمتغيرة التي تدخل إلى الأساس هي المتغيرة التي تقابل أكبر قيمة موجبة لو  -1-و

 ؛قليلحالة التعظيم، أو أكبر قيمة سالبة إذا كانت دالة الهدف في حالة الت
 المتغيرة التي تخرج من الأساس يتم تحديدها كما يلي: -2-و

P̅j إلى الأساس وفق الصيغة التالية:قيم عمود المتغيرة الداخلة نحسب  - = 𝐵−1𝑃𝑗 حيث ،j  هو ترتيب
 المتغيرة التي ستدخل إلى الأساس؛

𝑏̅ حسب العلاقة التالية: 𝑏̅ عمود الثوابت نحسب قيم - = 𝐵−1𝑏؛ 
 التي ، والمتغيرة)نقسم على القيم الموجبة فقط( P̅j القيمة المقابلة لها في العمودعلى  𝑏̅ كل قيمة لونقسم  -

 تخرج من الأساس هي المتغيرة التي تقابل أقل قيمة موجبة من حواصل القسمة.
 وما بعدها؛ 2نكرر الخطوة  -ز
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𝑏̅: باستخدام العلاقة التالية متغيرات البرنامج الخطيعند الوصول إلى الحل الأمثل يتم الحصول على قيم  -ح =

𝐵−1𝑏 لعلاقةا فيتم الحصول عليها باستخدامقيمة دالة الهدف أما المتغيرات خارج الأساس معدومة، قيم ، واعتبار 
𝑀𝑎𝑥 (𝑀𝑖𝑛) 𝑍التالية:  = Π𝑏. 

 .أعلاه 14حل المثال رقم  الخطوات أعلاه من خلال سيتم شرحو 
 لدينا:

 
 
 
 

 قيم الثوابت هي كما يلي:العمودية لمتغيرات البرنامج الخطي و المتجهات 
P1 = [

1
3
] , P2 = [

2
1
] , P3 = [

1
0
] , P4 = [

0
1
] , b = [

18
10

] 
 :B المصفوفة

B = [𝑃3 𝑃4] = [
1 0
0 1

] 
 :Bمعكوس المصفوفة 

B−1 = [
1 0
0 1

] 
 :مضروب السمبلكس

Π = 𝐶𝐵𝐵
−1 = [0 −𝑀] [

1 0
0 1

] = [0 −𝑀] 
 :للمتغيرات خارج الأساس C̅j حساب قيم

C̅1 = 𝐶1 − Π𝑃1 = 2 − [0 −𝑀] [
1
3
] = 2 − [−3𝑀] = 𝟐 + 𝟑𝑴 

C̅2 = 𝐶2 − Π𝑃2 = 3 − [0 −𝑀] [
2
1
] = 3 − [−𝑀] = 𝟑 +𝑴 

، وبالتالي فالمتغيرة التي تدخل C̅1 فالحل غير أمثل، وأكبر قيمة موجبة هي بما أن دالة الهدف في حالة التعظيم
 .1X هي الأساسإلى 

 :التي ستخرج من الأساس ةتحديد المتغير 
 :1Xقيم عمود المتغيرة  حساب

P̅1 = 𝐵−1𝑃1 ⇒ P̅1 = [
1 0
0 1

] [
1
3
] = [

1
3
] 

 :قيم الثوابت حساب
𝑏̅ = 𝐵−1𝑏 = [

1 0
0 1

] [
18
10

] = [
18
10

] 
 
 

s/c 

1MR-1+0S
2

+3X
1

Max Z=2X 

=18 1+S
2

+2X
1

X 

=101+R
2

+X
1

3X 

≥ 0 1R≥ 0, 1S≥0, 
2

X≥ 0, 
1

X
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 :1Xعمود المتغيرة على قيم  تعمود الثوابقيم  تقسيم
𝑏̅ P̅1 النسبة 
18 1 18 
10 3 10/3 

  .1R، وبالتالي فالمتغيرة التي تخرج من الأساس هي 10/3 أقل نسبة موجبة هي
 :Bنعيد تشكيل المصفوفة 

B = [𝑃3 𝑃1] = [
1 1
0 3

] 
 :Bمعكوس المصفوفة 

B−1 = [
1 −

1

3

0
1

3

] 

 مضروب السمبلكس:

Π = 𝐶𝐵𝐵
−1 = [0 2] [

1 −
1

3

0
1

3

] = [0
2

3
] 

 :للمتغيرات غير الأساسية C̅j قيم حساب
C̅2 = 𝐶2 − Π𝑃2 = 3 − [0

2

3
] [

2
1
] = 3 − [

2

3
] =

4

3
 

 .تدخل إلى الأساس 2Xموجبة فإن المتغيرة  C̅2قيمة بما أن 
 :ة التي ستخرج من الأساستحديد المتغير 

 :2Xقيم عمود المتغيرة  حساب

P̅2 = 𝐵−1𝑃2 ⇒ P̅2 = [
1 −

1

3

0
1

3

] [
2
1
] = [

5

3
1

3

] 

 :قيم الثوابت حساب

𝑏̅ = 𝐵−1𝑏 = [
1 −

1

3

0
1

3

] [
18
10

] = [

44

3
10

3

] 

 :2Xعمود المتغيرة على قيم  تعمود الثوابقيم  تقسيم
𝑏̅ P̅2 النسبة 

44/3 5/3 44/5 
10/3 1/3 10 
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 . 1S، وبالتالي فالمتغيرة التي تخرج من الأساس هي 44/5أقل نسبة موجبة هي 
 :Bنعيد تشكيل المصفوفة 

B = [𝑃2 𝑃1] = [
2 1
1 3

] 
 :Bمعكوس المصفوفة 

B−1 = [

3

5
−

1

5

−
1

5

2

5

] 

 مضروب السمبلكس:

Π = 𝐶𝐵𝐵
−1 = [3 2] [

3

5
−

1

5

−
1

5

2

5

] = [
7

5

1

5
] 

 :للمتغيرات غير الأساسية C̅j قيم حساب
C̅3 = 𝐶3 − Π𝑃3 = 0 − [

7

5

1

5
] [

1
0
] = 0 − [

7

5
] = −

7

5
 

 سالبة فالحل أمثل. C̅3 بما أن قيمة
 :2Xو 1Xقيمتا 

𝑏̅ = 𝐵−1𝑏 = [

3

5
−

1

5

−
1

5

2

5

] [
18
10

] = [

44

5
2

5

] 

 أي:

[
𝑋2

𝑋1
] = [

44

5
2

5

] 

 قيمة دالة الهدف:
𝑀𝑎𝑥 𝑍 = Π𝑏 = [

7

5

1

5
] [

18
10

] =
136

5
 

 إذا:
𝑋1 =

2

5
, 𝑋2 =

44

5
, 𝑆1 = 0,𝑀𝑎𝑥 𝑍 =

136

5
 

 حالات خاصة: -4-5
لى مثل الخاصة، وسنتطرق إ البرامج الخطية بطريقة السمبلكس تصادفنا أحيانا بعض الحالات والمشاكل حلعند 

 هذه الحالات كما يلي:
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 عدم توفر شرط عدم سالبية المتغيرات: -أ
يشترط  الحل بطريقة السمبلكس أن ، إلاأقل من أو تساوي الصفرفي بعض الأحيان يُمكن للمتغيرات أن تأخذ قيما 

 :، ويتم معالجة مثل هذه الإشكالية كما يليأكبر من أو تساوي الصفرجميع المتغيرات  تكون أن 
𝑋𝑗، أي "أقل من أو تساوي الصفر" اتالمتغير  إحدى ت إشارةإذا كان. 1.أ ≤  فتراض أنإ: في هذه الحالة يتم 0

𝑋𝑗 = −𝑋𝑗
𝑋𝑗 أنحيث  ،′

′ ≥  امجنقوم بحل البرن ثم ،وفق الإفتراض البرنامج الأصلي في 𝑋𝑗تعويضيتم  وبعدها، 0
𝑋𝑗 المتغيرةوبعد ذلك نحول  ،بطريقة عادية حتى نصل إلى الحل الأمثل الخطي

 الإفتراض.وفق  اأصلهإلى  ′
 مثال 15:

 
 
 
 

 أقل من أو تساوي الصفر، ومنه: 1Xالمتغيرة  إشارة أن يُلاحظ
𝑋1نفترض أن:  = −𝑋1

 ثم نعوضها في البرنامج الخطي الأصلي كما يلي: ′
 

 

 

 

 

 

𝑋1 وعند حل البرنامج الخطي في صيغته الجديدة بطريقة السمبلكس سنجد أن
′ =  ، ومنه:10

𝑋1 = −𝑋1
′ = −10 

𝑋𝑗 أي ،حرة المتغيرات إحدى تإذا كان .2.أ ∈ 𝑋𝑗فتراض أنإفي هذه الحالة يتم  :(∞+,∞−) = 𝑋𝑗
′ − 𝑋𝑗

′′ ،
𝑋𝑗 حيث

′ ≥ 𝑋′𝑗و 0
′ ≥ نقوم بحل  وبعدهاالأصلي، الخطي في البرنامج  الإفتراضوفق  ةثم يتم تعويض المتغير  ،0

وفق  ةليالأص ةوبعد ذلك نقوم بإيجاد قيمة المتغير  ،بطريقة عادية حتى نصل إلى الحل الأمثل الخطي البرنامج
 الإفتراض.
 مثال 16:

 
 
 

 متغيرة حرة. 2X ةنُلاحظ أن المتغير 
𝑋2 نفترض أن: = 𝑋2

′ − 𝑋2
′′ 

تعويض في البرنامج الأصلي نحصل على البرنامج التالي:الوبعد   
 
 

s/c 

≤ 11 
2

+3X
1

X 

≤ 15 
2

+5X
1

2X
 

      X
1
 ≥ 0, X

2
Ɐ  

2
+ 6X

1
Max Z=2X 

s/c 

≤ 11 
2

+3X
1

X 

≤ 15 
2

+5X
1

2X
 

X
1
 ≤ 0, X

2
≤ 0 

 

2
+ 6X

1
Max Z=2X 

s/c 

Max Z = −2𝑋1
′ + 6𝑋2 

−𝑋1
′ + 3𝑋2 ≤ 11 

−2𝑋1
′ + 5𝑋2 ≤ 15 

𝑋1
′ ≥ 0, 𝑋2 ≥ 0 
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𝑋2وعند حل البرنامج الخطي في صيغته الجديدة بطريقة السمبلكس سنجد أن
′ =

11

5
, 𝑋2

′′ =  ، ومنه:  0

𝑋2 = 𝑋2
′ − 𝑋2

′′ =
11

5
− 0 =

11

5
 

 سالبة: الطرف الأيمن من القيدقيمة  -ب
لة ينبغي ، ففي هذه الحامن القيد سالبة الأيمنإذا كانت قيمة الطرف عند حل أي برنامج خطي بطريقة السمبلكس، 

 معالجة هذه المشكلة قبل البدء في حل البرنامج الخطي كما يلي:
 حالة القيد يساوي:  في 

 :لنفترض القيد التالي
−2𝑋1 + 7𝑋2 = −30 

 بضرب طرفي القيد بالإشارة السالبة كما يلي: للطرف الأيمن من القيد من القيمة السالبة يتم التخلص
2𝑋1 − 7𝑋2 = 30 

 :"أقل من أو يساوي" أو "أكبر من أو يساوي" عبارة عن متراجحة حالة القيد
انت إشارة إلى أكبر من أو يساوي إذا ك مع تغيير إشارة القيد السالبةفي هذه الحالة يتم ضرب طرفي القيد بالإشارة 

لى أقل من أو يساوي إذا كانت إشارة القيد الأصلي القيد  أكبر من أو يساوي. الأصلي أقل من أو يساوي، وا 
 :لنفترض القيد التالي

𝑋1 − 5𝑋2 ≥ −45 
د كما بضرب طرفي القيد بالإشارة السالبة وتغيير إشارة القي للطرف الأيمن من القيد من القيمة السالبة يتم التخلص

 يلي:
−𝑋1 + 5𝑋2 ≤ 45 

 : مثلأنعدام وجود حل إ -ج
Cjالسطر  أي جميع قيم الحالة التي يكون فيها الحل أمثل،إذا وصلنا إلى  − Zj  تكون سالبة أو معدومة في حالة

لأساسية، في عمود المتغيرات ا وتبقى على الأقل متغيرة إصطناعيةأو موجبة أو معدومة في حالة التقليل،  ،التعظيم
 إستحالة الحل. معناه فهذا

 مثال 17:
ث جميع حي التقليللنفترض أن الجدول الحل الأساسي التالي هو الجدول الأخير عند حل برنامج خطي في حالة 

Cj عناصر − Zj 
 معدومة.أو أصبحت كلها سالبة 

 
 

s/c 

Max Z = 2𝑋1 + 6 𝑋2
′ − 𝑋2

"  

2𝑋1 + 3 𝑋2
′ − 𝑋2

" ≤ 15 

3𝑋1 + 5 𝑋2
′ − 𝑋2

" ≤ 11 

𝑋1 ≥ 0, 𝑋2
′ ≥ 0, 𝑋2

" ≥ 0 

 

s/c 

Max Z = 2𝑋1 + 6𝑋2
′ − 6𝑋2

" 

2𝑋1 + 3𝑋2
′ − 3𝑋2

" ≤ 15 

3𝑋1 + 5𝑋2
′ − 5𝑋2

" ≤ 11 

𝑋1 ≥ 0, 𝑋2
′ ≥ 0, 𝑋2

" ≥ 0 
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bi 
M M 0 2 5 Cj 

𝑋𝑖
𝐵 

𝐶𝑖
𝐵 

R2 R1 S1 X2 X1 

9 0 2/3 -2/3 1 1/3 X2 2 

11 1 -1/3 1/3 0 1 R2 M 

 M 1/3M+4/3 -1/3M-4/3 2 -M+2/3 Zj 
 

Z=-11M+18 0 2/3M-4/3 1/3M+4/3 0 M+13/3 Cj-Zj 

Cj السطر أن جميع قيم يُلاحظ − Zj وهذا يشير إلى أن الجدول هو جدول حل أمثل لأن موجبة أو معدومة ،
مازالت داخل الأساس، وهو ما  2Rأيضاً أن هناك متغيرة إصطناعية  يُلاحظ أنه إلاّ دالة الهدف في حالة التقليل، 

  إستحالة الوصول لحل أمثل.يعني 
  عدم محدودية الحل:-د

مكن لا يُ  تكون جميع قيم عمود الإرتكاز سالبة أو معدومة، حيث يتم الوقوع في حالة عدم محدودية الحل عندما
م على القي ibقسمة قيم  حصائللنا أصغر قيمة موجبة من  ينتجلا  لأنه تحديد المتغيرة التي تخرج من الأساس

مج يشير إلى أن هناك خلل في صياغة البرناوحدوث هذه الحالة في الحياة العملية المقابلة لها في عمود الإرتكاز. 
 أو إنخفاض التكاليف إلى ما لا نهاية.  الخطي لأنه لا يُمكن تصور إرتفاع الأرباح

 :18 مثال
 لبرنامج خطي في حالة التعظيم: حل أساسي التالي هو جدول جدوللنفترض أن ال

 bi النسبة
0 0 1 3 Cj 

𝑋𝑖
𝐵 

𝐶𝑖
𝐵 

S2 S1 X2 X1 

-12 8 0 -2/3 3/4 1 X1 3 

∞ 6 1 0 1/4 0 S2 0 

  0 -2 9/4 3 Zj 
 

Z=24 0 2 -5/4 0 Cj-Zj 

Cjلأن السطر أمثلاً  يُلاحظ أن الجدول ليس حلاً  − Zj  يحتوي على قيمة موجبة وبالتالي يجب الإستمرار في
Cj. أكبر قيمة موجبة في السطرالحل − Zj  1المتغيرة التي تدخل إلى الأساس هي وبالتالي  2هيS وعند قسمة ،
، فالنسبة الأولى سالبة، والنسبة الثانية غير موجبة نسبعلى عناصر عمود الإرتكاز لا نتحصل على  ibقيم 

 وبالتالي لا يُمكن تحديد المتغيرة التي تخرج من الأساس وبالتالي فالحل غير محدود. محدودة،
 ما لا نهائية الحلول المثلى: -ه

Cjالسطر  متغيرة من متغيرات خارج الأساس قيمة معدومة في الأقلإذا أخذت على  هذه الحالة تحدث − Zj من 
أنه يُمكن الحصول على نفس  ، بمعنىحيث يؤدي هذا إلى حالة ما لا نهائية الحلول المثلى ،جدول الحل الأمثل
ومثل هذه الحالة تتيح للإدارة إختيارات غير محدودة عند  من متغيرات الأساس. بأكثر من تشكيلةقيمة دالة الهدف 

 عملية إتخاذ القرار.
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 :19 مثال
 ليكن لديك البرنامج الخطي التالي والحل الأمثل له كما يلي:

 
 
 
 

bi 
0 0 1 1 Cj 

𝑋𝑖
𝐵 

𝐶𝑖
𝐵 

S2 S1 X2 X1 

15/4 -5/4 1/2 0 1 X1 1 

7/4 7/4 -1/2 1 0 X2 1 

 1/2 0 1 1 Zj 
 

Z=11/2 -1/2 0 0 0 Cj-Zj 

 وقيم الحل المثلى هي:
𝑋1 =

15

4
, 𝑋2 =

7

4
, 𝑆1 = 0,  𝑆2 = 0,𝑀𝑎𝑥 𝑍 =

11

2
 وحدة نقدية 

Cjقيمتها في السطر  1Sالأساسية غير يُلاحظ أن المتغيرة و  − Zj  ما لا نهائية صفر، وبالتالي فنحن أمام حالة
الحلول المثلى. ويُمكن توضيح كيفية إيجاد حل أمثل جديد بدون تغيير في دالة الهدف من خلال إدخال المتغيرة 

1S :إلى الأساس كما يلي 
bi 

0 0 1 1 Cj 

𝑋𝑖
𝐵 

𝐶𝑖
𝐵 

S2 S1 X2 X1 

15/2 -5/2 1 0 2 S1 0 

11/2 1/2 0 1 1 X2 1 

 1/2 0 1 1 Zj 
 

Z=11/2 -1/2 0 0 0 Cj-Zj 

 ونقطة الحل الأمثل الجديدة هي:وهذا الجدول  هو جدول حل أمثل، 
𝑋1 = 0, 𝑋2 =

11

2
, 𝑆1 =

15

2
,  𝑆2 = 0,𝑀𝑎𝑥 𝑍 =

11

2
 وحدة نقدية

ا في السطر الأخير قيمته 1X. كما يُلاحظ أيضاً أن المتغيرة خارج الأساس يُلاحظ بقاء نفس قيمة دالة الهدفو 
Cj − Zj ،وبالتالي يُمكن أن تدخل إلى الأساس بدون تغير في قيمة دالة الهدف. صفر    

 :(Degeneracy) )دورانية الحل( الإنحلال -و
عدد المتغيرات داخل الأساس التي قيمتها أكبر من في أحد جداول الحل الأساسي  عندما يكون  تحدث هذه الحالة

الصفر أقل من عدد القيود، وفي هذه الحالة يكون الحل عبارة عن حل منحل، وهي تحدث عندما يُتاح لنا الإختيار 
 صائلح)وجود أصغر قيمتين موجبتين أو أكثر متساويتين من  للخروج من الأساس مرشحة بين أكثر من متغيرة
وعند الوقوع في  .عشوائي، ويتم إختيار واحدة منهما بشكل على عناصر عمود الإرتكاز( biقسمة عمود الثوابت 

حالة الإنحلال فإنه لا يوجد ضمان لتحسين قيمة دالة الهدف عند الإستمرار في الحل، بل يُمكن الدخول في دوامة 
من الدورات )الجداول( بدون أن يؤثر ذلك على قيمة دالة الهدف. وفي بعض الأحيان يُمكن لحالة الإنحلال أن 

s/c 

≤ 35 
2

+5X
1

7X 

≤ 11 
2

X2+
1

2X
 

      X
1
 ≥ 0, X

2
≥ 0  

2
+ X

1
Max Z=X 
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تكون مؤقتة، بمعنى لا تستمر في الدورات اللاحقة، ولا يُمكن معرفة هل الحالة مؤقتة أو دائمة إلا بالإستمرار في 
 الحل حتى الوصول إلى الحل الأمثل.

 :20 مثال
 ليكن لديك البرنامج الخطي التالي والحل الأمثل له:

 
 
 
 

 ib النسبة
0 0 8 6 Cj 

𝑋𝑖
𝐵 

𝐶𝑖
𝐵 

2S 1S 2X 1X 

3 12 0 1 4 3 1S 0 

3 9 1 0 3 2  2S 0 

  0 0 0 0 Zj  

Z=0 0 0 8 6 Cj-Zj 

0 0 -4/3 1 0 1/3 1S 0 

9/2 3 1/3 0 1 2/3 2X 8 

  8/3 0 8 16/3 Zj 
 

Z=24 -8/3 0 0 2/3 Cj-Zj 

0 -4 3 0 1 1X 6 

3 3 -2 1 0 2X 8 

 0 2 8 6 Zj 
 

Z=24 0 -2 0 0 Cj-Zj 

 لتساوي  2Sو 1Sأن هناك متغيرتين مرشحتين للخروج من الأساس هما  1من الجدول الحل الأساسي رقم  يُلاحظ
وفي  .وهو ما يعني أننا نواجه حالة الحل المنحل في عمود الإرتكاز، لها القيمة المقابلةعلى  biحاصل قسمة قيمة 

 ،(2S)إخترنا إخراج المتغيرة  2وعند كتابة جدول الحل الأساسي رقم  .عشوائيهذه الحالة نختار أحدهما بشكل 
فقد إنتقلنا إلى  ،غير أمثل 2وبما أن جدول الحل الأساسي رقم . معدومة 1Sالمتغيرة داخل الأساس  أن قيمة يُلاحظ

. ويُلاحظ معدومة 1Xوقيمة المتغيرة داخل الأساس  ،حلاً أمثلاً حيث يُعتبر هذا الجدول  ،3جدول الحل الأساسي رقم 
، كما يُلاحظ 2نفس قيمة دالة الهدف الواردة في جدول الحل الأساسي رقم بقاء  3من جدول الحل الأساسي رقم 

قيمتها معدومة في السطر الأخير   2Sأيضاً أننا أمام حالة ما لا نهاية الحلول المثلى لأن المتغيرة خارج الأساس 
Cj − Zj. 

  

s/c 

2≤ 1 
2

X4+
1

X3 

9≤  
2

X3+
1

2X
 

      X
1
 ≥ 0, X

2
≥ 0  

2
X8+ 

1
X6Max Z= 
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 :الثنائية المسألة -5
 مشكلة يُمكن صياغتها تحت شكل برنامج خطي على نموذجان: الأول يُطلق عليه بالنموذج الأولي كلتتوفر 
 (، والثاني2و 1في المثالين  والذي يتم صياغته من خلال معطيات المشكلة المطروحة )كما رأينا سابقاً  )الأصلي(

يُطلق عليه بالنموذج الثنائي أو المقابل والذي يتم الحصول عليه بتحويل  عبارة عن مشكلة مناظرة للمشكلة الأولى
 النموذج الأولي.
 وذج المقابل أو الثنائي:مومن مميزات الن

 ،يساعد في بعض الأحيان على التوصل إلى الحل الأمثل بشكل أسرع من إستخدام البرنامج الخطي الأولي -
 وذلك بتقليص خطوات الحل؛

 ؛إن وُجدت في البرنامج الخطي الأولي الطرف الأيمن من القيود فيمن القيم السالبة  التخلص -
في حالة وجود قيمة سالبة لأحد المتغيرات الأساسية في النموذج الثنائي، فإنه يمكن إيجاد الحل الأمثل له، في  -

 حين لا يُمكن إيجاد الحل في هذه الحالة إذا كان النموذج أولي؛
 الأمثلية أو تحليل الحساسية؛ما بعد  ء تحليليساعد على إجرا -

 خطوات تحويل برنامج خطي أولي إلى برنامج خطي مقابل:  -5-1
 الخطوات التالية: حسب يتم تحويل برنامج خطي أولي إلى برنامج خطي مقابل

فإنها تتحول إلى  ،Min.الأولي هي  الخطي في البرنامج صيغة دالة الهدفقلب صيغة دالة الهدف: إذا كانت  -أ
.Max ذا كانت  المقابل، الخطي في البرنامج  ؛Min.فإنها تتحول إلى  Max.صيغتها هي وا 
 الأولي هي الخطي إذا كانت متغيرات البرنامج -ب

n

x,…
3

,x
2

,x
1

x ،هي المقابل الخطي فإن متغيرات البرنامج 

m

y,…
3

,y
2

,y
1

y ، حيثm الأولي؛ الخطي هو عدد قيود البرنامج 
دف في دالة اله في متغيراتالإلى معاملات  تتحولالأولي  الخطي في البرنامج الطرف الأيمن من القيودقيم  -ج

 ؛الخطي المقابل البرنامج
الأولي حسوووب ترتيب القيود تتحول إلى معاملات متغيرات قيود  الخطي معاملات كل متغيرة في قيود البرنامج -د

 حسب نفس الترتيب؛  المقابل الخطي البرنامج
ي قيم الطرف الأيمن من القيود فالأولي تتحول إلى الخطي دالة الهدف في البرنامج  المتغيرات في معاملات -ه

 بنفس الترتيب؛ المقابل الخطي البرنامج
م يت ،" ودالة الهدف في حالة التعظيمتساوي "أكبر من أو في البرنامج الخطي الأولي  i إشارة القيدفي حالة  -و

 شارةإ ، وبهذا تكون " من خلال ضرب طرفي المتراجحة بالإشارة سالبتساوي تحويل إشارة القيد إلى "أقل من أو 
 . "أكبر من أو تساوي"في البرنامج الخطي المقابل  i المتغيرة

حويل يتم ت ،" ودالة الهدف في حالة التقليلتساوي "أقل من أو في البرنامج الخطي الأولي iالقيد  إشارةفي حالة  -ز
لمتغيرة ا إشارة وبهذا تكون  ،" من خلال ضرب طرفي المتراجحة بالإشارة سالبتساوي إشارة القيد إلى "أكبر من أو 

i  ؛"أكبر من أو تساوي"في البرنامج الخطي المقابل 
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: يتم تحويل القيد إلى متراجحتين مختلفتين في الإشارة، ويتم تحويل أحد هذين عبارة عن معادلة i في حالة قيد -ح
 .8أو الخطوة  7للخطوة القيدين وفقاً 

في البرنامج الخطي المقابل يكون عبارة عن  iفي البرنامج الخطي الأولي حرة، فإن القيد  iإذا كانت المتغيرة  -ط
 معادلة؛

في البرنامج الخطي المقابل تكون  iإذا كانت إشارة المتغيرة في البرنامج الخطي الأولي سالبة، فإن إشارة القيد  -ي
"أقل من أو تساوي" إذا كانت دالة الهدف في حالة التقليل، و"أكبر من أو تساوي" إذا كانت دالة الهدف في حالة 

 التعظيم.
 :اتملاحظ

ب لبرنامج خطي حسكن الإستغناء عن القيد الذي لا ينسجم مع الصيغة القانونية ، يُم9فيما يخص الخطوة رقم  -
الإستغناء عن المتراجحة "أكبر من أو تساوي" إذا كانت دالة الهدف في حالة التعظيم، أنه يُمكن  بمعنى دالة الهدف،

    ؛أو المتراجحة "أقل من أو تساوي" إذا كانت دالة الهدف في حالة التقليل
المقابل  الخطي في البرنامج i، وبهذا تكون إشارة المتغيرة 8و 7يُمكن الإستغناء عن عملية التحويل في الخطوتين  -

  "أقل من أو تساوي"؛
 ؛في البرنامج الخطي المقابل حرة iالمتغيرة  إشارة تكون  وبهذا، 9يُمكن الإستغناء عن عملية التحويل في الخطوة  -

 :21 مثال
 الخطي المقابل للبرنامج الخطي الأولي التالي:أوجد البرنامج 

 
 
 
 
 

 الحل:
بما أن دالة الهدف في حالة التقليل، فإشارات القيود يجب أن تكون كلها "أكبر من أو تساوي". وتتم عملية تحويل 

 كما يلي:القيود التي لا تحمل هذه الإشارة 
 نحول إشارة القيد إلى "أكبر من أو تساوي" بضرب طرفي المتراجحة بالإشارة سالب كما يلي: :القيد الأول

−5𝑋1 − 𝑋2 − 2𝑋3 ≥ −10 
 يتم أولًا تحويل القيد إلى متراجحتين مختلفتين في الإشارة كما يلي:: القيد الثالث

3𝑋1 + 𝑋2 + 2𝑋3 ≤ 8 
3𝑋1 + 𝑋2 + 2𝑋3 ≥ 8 

  بضرب طرفيها بالإشارة سالب كما يلي: إلى "أكبر من أو تساوي" المتراجحة الأولى إشارة وبعدها يتم تحويل
−3𝑋1 − 𝑋2 − 2𝑋3 ≥ −8 

 كما يلي:المقابل ونتحصل على البرنامج الخطي الأولي بعد التحويل والبرنامج الخطي 
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برنامج وعدد متغيرات ال ويُلاحظ أن عدد قيود البرنامج الخطي المقابل هو بعدد متغيرات البرنامج الخطي الأولي،
 الخطي المقابل هو بعدد قيود البرنامج الخطي الأولي.

 كما يلي:كما يُمكن تحويل البرنامج الخطي الأولي إلى البرنامج الخطي المقابل 
 
 
 
 
 
 

 نظريات:
 .الخطي الأوليهي البرنامج  المقابل الخطي ثنائية البرنامج :1نظرية 
 .حل البرنامج الخطي المقابل يكون مستحيل، فإن غير محدودالأولي  الخطي إذا كان حل البرنامج :2نظرية 
و أ غير محدوديكون  المقابل الخطي البرنامجحل ، فإن مستحيلالأولي  الخطي البرنامج حل إذا كان :3نظرية 
 .مستحيل

 :الحل الأمثل للبرنامج الخطي الأولي والحل الأمثل للبرنامج الخطي المقابل العلاقة بين -5-2
 :المقابل فيما يليوالحل الأمثل للبرنامج الخطي  الأوليللبرنامج الخطي تتمثل العلاقة بين الحل الأمثل 

المتغيرة المكملة أو قيمة الأولي تساوي  للبرنامج الخطي جدول الحل الأمثل في iحقيقية الالمتغيرة  قيمة -1
Cjفي السطر الأخير في البرنامج الخطي المقابل iالتي تم إدخالها للقيد  الإصطناعية − Zj من جدول الحل الأمثل 

ودة في طرح القيمة الموج أولاً  وفي حالة المتغيرات الإصطناعية يجب )بالقيمة المطلقة(.للبرنامج الخطي المقابل 
 في حالة التقليل. Mفي حالة التعظيم، ومن  M–من السطر الأخير 

في جدول الحل الأمثل للبرنامج الخطي الأولي تساوي قيمة المتغيرة الحقيقية  )إن وُجدت( i قيمة المتغيرة المكملة -2
i في السطر الأخيرCj − Zj بالقيمة المطلقة( للبرنامج الخطي المقابل في جدول الحل الأمثل(.  
 لللبرنامج الخطي المقابالحل الأمثل جدول الحل الأمثل للبرنامج الخطي الأولي وجدول  في دالة الهدفقيمة  -3

 متساوية. تكون 
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Ɐ
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 :22 مثال
 الأولي والبرنامج الخطي المقابل له وجدول الحل الأمثل لكليهما كما يلي: ليكن لديك البرنامج الخطي

 
 

 
 
 
 
 الأوليالخطي جدول الحل الأمثل للبرنامج                    المقابلالخطي جدول الحل الأمثل للبرنامج   
 
 
 
 
 

الخطي  وجدول الحل الأمثل للبرنامجالأولي  الخطي الحل الأمثل للبرنامج جدول حدد العلاقة بين :المطلوب
 ؟المقابل
 الحل:

ما كالحل الأمثل للبرنامج الخطي الأولي  ستخراج قيمإيُمكن  المقابل الخطي من خلال جدول الحل الأمثل للبرنامج
 : يلي
تساوي قيمة المتغيرة المكملة في جدول الحل الأمثل للبرنامج الخطي الأولي  1X الأولى المتغيرة الحقيقية قيمة -

Cjفي السطر الأخير  1S الأولى − Zj  بالقيمة المطلقة المقابل الخطي الحل الأمثل للبرنامج جدولفي،
 

 أي:
𝑋1 = |𝑆1| 𝐶𝑗−𝑍𝑗 

= |1| = 1 
تساوي قيمة المتغيرة المكملة في جدول الحل الأمثل للبرنامج الخطي الأولي  2X الثانية المتغيرة الحقيقية قيمة -

Cjفي السطر الأخير  2Sالثانية  − Zj  بالقيمة المطلقة المقابل الخطي الحل الأمثل للبرنامج جدولفي،
 

 أي:
𝑋2 = |𝑆2| 𝐶𝑗−𝑍𝑗 

= |3| = 3 

في  1Y الحقيقيةتساوي قيمة المتغيرة في جدول الحل الأمثل للبرنامج الخطي الأولي  1S المتغيرة المكملة قيمة -
Cjالسطر الأخير  − Zj  بالقيمة المطلقة المقابل الخطي الحل الأمثل للبرنامج جدولفي،

 
 أي:

𝑆1 = |𝑌1| 𝐶𝑗−𝑍𝑗 
= 0 

في  2Y الحقيقيةتساوي قيمة المتغيرة في جدول الحل الأمثل للبرنامج الخطي الأولي  2S المتغيرة المكملة قيمة -
Cjالسطر الأخير  − Zj  بالقيمة المطلقة المقابل الخطي الحل الأمثل للبرنامج جدولفي،

 
 أي:

𝑆2 = |𝑌2| 𝐶𝑗−𝑍𝑗 
= 0 

ib 
0 0 7 5 Cj 

𝑋𝑖
𝐵 

𝐶𝑖
𝐵 

2S 1S 2X 1X 

3 -1/4 3/4 1 0 2X 7 

1 1/2 -1/2 0 1 1X 5 

 3/4 11/4 7 5 Zj 
 

Z=26 -3/4 -11/4 0 0 Cj-Zj 
 

ib 
0 0 9 7 Cj 
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2S 1S 2Y 1Y 
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 -3 -1 9 7 Zj 
 

Z=26 3 1 0 0 Cj-Zj 
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المقابلالبرنامج الخطي  البرنامج الخطي الأولي  
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 في كلا الحلين متساوية، أي: دالة الهدفقيمة  -
𝑀𝑎𝑥 𝑍 = 𝑀𝑖𝑛 𝑍 =  وحدة نقدية 26

من جدول الحل الأمثل للبرنامج الخطي الأولي كما  المقابلكذلك يُمكن إستخراج القيم المثلى للبرنامج الخطي 
 يلي:

𝑌1 = |𝑆1| 𝐶𝑗−𝑍𝑗 
= |−

11

4
| =

11

4
 

𝑌2 = |𝑆2| 𝐶𝑗−𝑍𝑗 
= |−

3

4
| =

3

4
 

𝑆1 = |𝑋1| 𝐶𝑗−𝑍𝑗 
= 0 

𝑆2 = |𝑋2| 𝐶𝑗−𝑍𝑗 
= 0 

 :Shadow pricesأسعار الظل  -5-3
شرط ب سعر الظل بأنه مقدار التغير في دالة الهدف الناجم عن تغير الطرف الأيمن من القيد بوحدة واحدة يعرّف

 بطريقتين: يُمكن الحصول على أسعار الظلو  بقاء باقي معطيات البرنامج الخطي بدون تغير.
Cj الصف الأخير القيم الموجودة في من - − Zj مثل للبرنامج الخطي الأولي تحت المتغيرات من جدول الحل الأ

 المكملة أو الإصطناعية؛
 من العمود الذي يحتوي على قيم المتغيرات الأساسية في جدول الحل الأمثل للبرنامج الخطي المقابل. -

 ىيبقى فيه مفعول أسعار الظل، وهو ما سنتناوله لاحقا عند التطرق إل أن هناك مدى محدد إلى وينبغي الإشارة
 تحليل حساسية التغير في قيم الطرف الأيمن من القيود.

كما  يُمكن تحديد أسعار الظل التالي )دالة الهدف في حالة التعظيم( من جدول الحل الأمثل للبرنامج الخطي الأولي
 يلي:

ib 
0 0 7 5 Cj 

𝑋𝑖
𝐵 

𝐶𝑖
𝐵 

2S 1S 2X 1X 

3 -1/4 3/4 1 0 2X 7 

1 1/2 -1/2 0 1 1X 5 

 3/4 11/4 7 5 Zj 
 

Z=26 -3/4 -11/4 0 0 Cj-Zj 

 
 

11قيمته هي )إشارته أقل من أو تساوي(:  1سعر ظل القيد رقم 

4
)يتم أخذ القيمة بقيمتها المطلقة لأن قيمتها في  

C3ة تقع في الخلية وهي قيم ،الجدول هي قيمة سالبة( − Z3  1 في عمود المتغيرةS . وهذه القيمة تعني أن زيادة
11الكمية من ساعات العمل بوحدة واحدة ستؤدي إلى إرتفاع قيمة الربح الكلي بو 

4
نخفاضها بو   حدة وحدة نقدية، وا 

11إلى إنخفاض قيمة الربح الكلي بو  سيؤديواحدة 

4
 .وحدة نقدية 

 كما يلي: 1Sبدراسة معاملات العمود  1ويُمكن تفسير سعر ظل القيد رقم 
1بو  1Xزيادة ساعات العمل بوحدة وحدة ستؤدي إلى إنخفاض الكمية المنتجة من 

2
)قيمة سالبة في الجدول(،  

3بو  2Xوارتفاع الكمية المنتجة من 

4
 يلي:هذين التغيرين على الربح كما )قيمة موجبة في الجدول(. ويؤثر  

الأولسعر ظل القيد   سعر ظل القيد الثاني 
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(−
1

2
× 5) + (

3

4
× 7) =

11

4
 

 .1تعادل سعر ظل القيد رقم وهذه القيمة تمثل الزيادة في الربح عندما تزيد ساعات العمل بوحدة واحدة، وهي 
3قيمته هي  )إشارته أقل من أو يساوي(: 2سعر ظل القيد رقم 

4
)يتم أخذ القيمة بقيمتها المطلقة لأن قيمتها في  

C4وهي قيمة تقع في الخلية الجدول هي قيمة سالبة(،  − Z4 2 المتغيرة في عمودS. تعني أن زيادة  وهذه القيمة
3الكمية من رأس المال بوحدة واحدة ستؤدي إلى إرتفاع قيمة الربح الكلي بو 

4
وحدة نقدية، وانخفاضها بوحدة واحدة  

3سيؤدي إلى إنخفاض قيمة الربح الكلي بو 

4
 وحدة نقدية؛ 

 كما يلي: 2Sبدراسة معاملات العمود  2قيد رقم ويُمكن تفسير سعر ظل ال
1بو  1Xزيادة كمية رأس المال بوحدة وحدة ستؤدي إلى إرتفاع الكمية المنتجة من 

2
)قيمة موجبة في الجدول(،  

1بو  2Xوانخفاض الكمية المنتجة من 

4
 هذين التغيرين على الربح كما يلي:ويؤثر )قيمة سالبة في الجدول(.  

(
1

2
× 5) + (−

1

4
× 7) =

3

4
 

 .2تعادل سعر ظل القيد رقم وهذه القيمة تمثل الزيادة في الربح عندما تزيد كمية رأس المال بوحدة واحدة، وهي 
 ويُمكن إستخراج نفس أسعار الظل من جدول الحل الأمثل للبرنامج الخطي المقابل كما يلي:

ib 
0 0 9 7 Cj 

𝑌𝑖
𝐵 

𝐶𝑖
𝐵 

2S 1S 2Y 1Y 

3/4 1/4 -1/2 1 0 2Y 9 

11/4 -3/4 1/2 0 1 1Y 7 

 -3 -1 9 7 Zj 
 

Z=26 3 1 0 0 Cj-Zj 

 .11/4وهي  ibفي عمود  1Y: قيمته هي قيمة المتغيرة الأساسية 1رقم سعر ظل القيد 
 .3/4وهي  ibفي عمود  2Y: قيمته هي قيمة المتغيرة الأساسية 2رقم سعر ظل القيد 

كما  يُمكن تحديد أسعار الظلالتالي )دالة الهدف في حالة التقليل(  من جدول الحل الأمثل للبرنامج الخطي الأولي
 يلي:

bi 
M M 0 0 10 3 Cj 

𝑋𝑖
𝐵

 
𝐶𝑖

𝐵
 

R2 R1 S2 S1 X2 X1 

2 1/7 0 -1/7 0 1 2/7 X2 10 

2 6/7 -1 -6/7 1 0 -23/7 S1 0 

 10/7 0 -10/7 0 10 20/7 Zj 
 

Z=20 M-10/7 M 10/7 0 0 1/7 Cj-Zj 

 
 

 
C3وهي قيمة تقع في الخلية ، 0قيمته هي  )إشارته أكبر من أو يساوي(: 1سعر ظل القيد رقم  − Z3  في عمود

واحدة لن يؤدي إلى تغير في تعني أن زيادة أو إنخفاض الطرف الأيمن من القيد بوحدة  هذه القيمة .1Sالمتغيرة 
 قيمة دالة الهدف؛

الأولسعر ظل القيد  سعر ظل القيد الثاني  

الأولسعر ظل القيد   

الثانيسعر ظل القيد   
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(، أو معاملات عمود المتغيرة -1)بعد ضربها في  1Sبدراسة معاملات العمود  1ويُمكن تفسير سعر ظل القيد رقم 
 :كما يلي 1Rالإصطناعية 

لأنها متغيرة خارج الأساس، وأيضا  1Xزيادة الطرف الأيمن من القيد الأول بوحدة وحدة لن تؤثر على كمية  -
 .0لأن معاملها في العمود يساوي  )وهي متغيرة أساس(  2Xلن تؤثر على كمية 

0)لأن  التكلفة الكلية )قيمة دالة الهدف( لن تتغير - × 10) =  .1وهذه القيمة تعادل سعر ظل القيد رقم  ،0
عندما تكون متغيرة مكملة داخل الأساس، فإن سعر ظل القيد الذي تنتمي له المتغيرة تكون دائما قيمته  ملاحظة:

0. 
10قيمته هي )إشارته أكبر من أو يساوي(:  2سعر ظل القيد رقم 

7
C4وهي قيمة تقع في الخلية ،  − Z4  في عمود

تعني أن زيادة الطرف الأيمن من القيد الثاني بوحدة واحدة ستؤدي إلى إرتفاع قيمة التكلفة  ه القيمةهذ .2Sالمتغيرة 
10الكلية بو 

7
10وحدة نقدية، وانخفاضه بوحدة واحدة سيؤدي إلى إنخفاض قيمة التكلفة الكلية بو  

7
 وحدة نقدية؛ 

(، أو معاملات عمود -1)بعد ضربها في   2Sبدراسة معاملات العمود  2ويُمكن تفسير سعر ظل القيد رقم 
 :كما يلي 2Rالمتغيرة الإصطناعية 

1بو  2Xزيادة الطرف الأيمن من القيد الثاني بوحدة وحدة ستؤدي إلى زيادة كمية 

7
 1X، في حين لن تتأثر كمية 

6بو   1Sلأنها متغيرة خارج الأساس. وسترتفع أيضا قيمة 

7
 كما يلي: الكليةالتكلفة على  التغير يؤثر هذا. و

(
1

7
× 10) =

10

7
 

عادل سعر توهذه القيمة تمثل الزيادة في التكلفة عندما تزيد قيمة الطرف الأيمن من القيد الثاني بوحدة واحدة، وهي 
لأن معاملها في دالة الهدف يساوي  1S، مع العلم أن قيمة دالة الهدف لن تتأثر بإرتفاع أو إنخفاض قيمة ظل القيد

0. 
قيم أسعار الظل من الخلايا في السطر الأخير من جدول الحل الأمثل الموجودة في أعمدة  يُمكن إستخراجو 

  كما يلي: Mبطرح القيمة الموجودة في الخلية من المتغيرات الإصطناعية 
−M :1القيد رقم  ظلسعر  (M) = 0 
−M: 2القيد رقم  ظلسعر  (M−

10

7
) =

10

7
 

 .M–وفي حالة دالة الهدف في حالة التعظيم فإننا نطرح القيمة من 
وتكمن أهمية هذه الملاحظة في حالة كان القيد عبارة عن معادلة، حيث يتم إضافة متغيرة إصطناعية فقط لهذ 

 القيد عند تحويل البرنامج الخطي الأولي إلى الصيغة القياسية.
 نفس أسعار الظل من جدول الحل الأمثل للبرنامج الخطي المقابل كما يلي:ويُمكن إستخراج 

ib 
0 0 14 10 Cj 

𝑌𝑖
𝐵 

𝐶𝑖
𝐵 

2S 1S 2Y 1Y 

1/7 -2/7 1 0 23/7 1S 0 

10/7 1/7 0 1 6/7 2Y 14 

 2 0 14 12 Zj 
 

Z=20 -2 0 0 -2 Cj-Zj 

الثانيسعر ظل القيد   
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، ومنه فإن سعر ظل القيد 0هي متغيرة غير أساسية وبالتالي فقيمتها تساوي  1Y: يُلاحظ أن 1رقم سعر ظل القيد 
 .0الأول هو 

 .10/7وهي  ibفي عمود  2Y: قيمته هي قيمة المتغيرة الأساسية 2رقم سعر ظل القيد 
ومن بين فوائد أسعار الظل أنها تساعد الإدارة في عملية إتخاذ القرارات. فمن مثالنا السابق، يُلاحظ أن زيادة 
ساعات العمل أو رأس المال يؤديان كلاهما لزيادة الربح الكلي، إلا أن الإدارة يُمكن أن تعطي الأولية لزيادة ساعات 

وحدة نقدية، في حين أن زيادة  11/4ؤدي إلى زيادة الربح الكلي بو العمل نظراً لأن وحدة إضافية من هذا المورد ي
ذا إفترضنا أن سعر ظل القيد الأول  3/4ؤأس المال بوحدة واحدة سيؤدي إلى زيادة الربح الكلي بو  وحدة نقدية. وا 

مات أخرى، ديساوي الصفر، أي وجود فائض من ساعات العمل، فالإدارة هنا يُمكنها أن توجه هذا الفائض إلى إستخ
 لأن أية زيادة في ساعات العمل سوف لن تؤدي إلى زيادة الربح.

  :ملاحظات
ان من من القيد )إذا كالطرف الأيفي حالة قيمة سعر ظل القيد تختلف عن الصفر، يؤثر أيّ تغير في قيمة  -

ساسية وقيم المتغيرات الأضمن المجال المسموح به كما سنرى لاحقاً في تحليل الحساسية( على قيمة دالة الهدف 
التي قيم معاملاتها في عمود المتغيرة المكملة أو الإصطناعية )العمود الذي على أساسه تم إستخراج قيمة سعر ظل 
القيد( تختلف عن الصفر. وقيمة دالة الهدف ستتأثر فقط بتغير قيم المتغيرات الحقيقية الأساسية، لأن قيمة معاملات 

 ساسية )وغير الأساسية( في دالة الهدف تساوي الصفر.المتغيرات المكملة الأ
من من من القيد )إذا كان ضالطرف الأيفي حالة قيمة سعر ظل القيد تساوي الصفر، يؤثر أيّ تغير في قيمة  -

المجال المسموح به( فقط على قيم المتغيرات الأساسية التي قيم معاملاتها في عمود المتغيرة المكملة أو الإصطناعية 
 العمود الذي على أساسه تم إستخراج قيمة سعر ظل القيد( تختلف عن الصفر، في حين لن تتأثر قيمة دالة الهدف.)

والجدول التالي يُجمل كيفية إيجاد قيمة سعر الظل حسب إشارة القيد وحالة دالة الهدف. كما يبين العلاقة بين 
 فسير سعر الظل.الطرف الأيمن من القيد وقيمة دالة الهدف، وكذلك طريقة ت
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 إشارة القيد
حالة دالة 

 سعر الظل الهدف
العلاقة بين الطرف 

الأيمن من القيد ودالة 
 الهدف

تفسير سعر الظل 
 بدراسة:

أقل من أو 
 تساوي 

 التعظيم
نأخذ قيمة المتغيرة المكملة في السطر الأخير 

jZ-jC :بالقيمة المطلقة ونتحصل على 
 موجبة  ذو قيمة ظلسعر 

 طردية
معاملات عمود 
 المتغيرة المكملة

 التقليل
نأخذ قيمة المتغيرة المكملة في السطر الأخير 

jZ-jC  ونتحصل على: -1بعد ضربها في 
 قيمة سالبة  ظل ذو سعر

 عكسية

أكبر من أو 
 تساوي 

 التعظيم

نأخذ قيمة المتغيرة المكملة في السطر الأخير 
jZ-jC،  أو نطرح قيمة المتغيرة الإصطناعية

 ونتحصل على: -Mمن  jZ-jCفي السطر 
 قيمة سالبة  ظل ذو سعر 

معاملات عمود  عكسية
المتغيرة المكملة )بعد 

( أو 1-ضربها في 
معاملات المتغيرة 
 التقليل الإصطناعية

نأخذ قيمة المتغيرة المكملة في السطر الأخير 
jZ-jC،  أو نطرح قيمة المتغيرة الإصطناعية

 :ونتحصل على Mمن  jZ-jCفي السطر 
 قيمة موجبة  ظل ذو سعر 

 طردية

 تساوي 

نطرح قيمة المتغيرة الإصطناعية في السطر  التعظيم
في حالة التعظيم، أو  –Mمن  jZ-jCالأخير 
 في حالة التقليل ونتحصل على: Mمن 
 قيمة موجبة أو قيمة سالبة ذو  ظلسعر 

طردية في حالة 
إشارة موجبة لسعر 
الظل وعكسية في 
حالة إشارة سالبة 
 لسعر الظل.

معاملات المتغيرة 
 الإصطناعية

 التقليل

أما فيما يخص إستخراج أسعار الظل لمختلف قيود البرنامج الأولي باستخدام جدول الحل الأمثل للبرنامج الخطي 
 يُمكن تلخيصها فيما يلي:المقابل، 

 في البرنامج الخطي الأولي iظل القيد سعر  في البرنامج الخطي المقابل Yiالمتغيرة إشارة 

 biفي عمود الثوابت  Yiقيمة المتغيرة  أكبر من أو تساوي الصفر
 (موجبة ذو قيمة ظلسعر )

 أقل من أو تساوي الصفر
 1-بعد ضربها في  biفي عمود الثوابت  Yiقيمة المتغيرة 

  (قيمة سالبة ظل ذو سعر) 

 حرة
𝑌𝑖الفرق بين القيمتين
𝑌𝑖و `

 في عمود الثوابت ``
  (قيمة موجبة أو قيمة سالبةذو  ظل)سعر 
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 :23مثال 
 قيود البرنامج الخطي الأولي التالي باستخدام البرنامج الخطي المقابل:أوجد أسعار ظل 

 
 

 
 

 البرنامج الخطي المقابل:
 
 
 
 
 
 

 والجدول التالي يُمثل جدول الحل الأمثل للبرنامج الخطي المقابل:
bi 

-M -M 0 0 -7 7 2 -10 Cj 

𝑌𝑖
𝐵

 
𝐶𝑖

𝐵
 

R2 R1 S2 S1 𝑌3
`` 𝑌3

` Y2 Y1 

7/10 -1/10 -1 1 7/10 0 0 -12/5 0 S2 0 

1/10 -3/10 0 0 1/10 0 0 -1/5 1 Y1 -10 

17/5 -1/5 0 0 2/5 -1 1 1/5 0 𝑌3
` 7 

 8/5 0 0 14/5 -7 7 17/5 -10 Zj 
 

Z=114/5 -M-8/5 -M 0 -9/5 0 0 -7/5 0 Cj-Zj 

 ويُمكن إستخراج أسعار ظل قيود البرنامج الخطي الأولي كما يلي:
−، أي: -1في عمود الثوابت بعض ضربها في  1Yهو قيمة  1سعر ظل القيد  -

1

10
 

متغيرة خارج الأساس فقيمتها تساوي الصفر وهي  2Yفي عمود الثوابت. وبما أن  2Yهو قيمة  2سعر ظل القيد  -
 قيمة سعر الظل.

𝑌3هو قيمة الفرق بين  3سعر ظل القيد  -
𝑌3و `

17عمود الثوابت، أي: في  ``

5
− 0 =

𝟏𝟕

𝟓
 

 :المقابل الخطي التفسير الإقتصادي للبرنامج -5-4
ى معلومات إقتصادية مهمة للإدارة. ويعتمد التفسير الإقتصادي للمسألة المقابلة يحتوي البرنامج الخطي المقابل عل

ل من ك ولشرح التفسير الإقتصادي للبرنامج الخطي المقابل سنستخدم للمسألة الأولية.على التفسير الإقتصادي 
والبرنامج الخطي المقابل للبرنامج ، 1للبرنامج الخطي الأولي المتحصل عليه من المثال  البرنامج الخطي المقابل

 .3المتحصل عليه من المثال  الخطي الأولي
 
 
 

s/c 

3
x3+

2
x6+

1
x10Min Z= 

10 ≤
3

X4+
2

+X
1

X2 

2 ≥
3

+X
2

+3X
1

X 

7=
3

+X
2

X2+
1

3X 

Ɐ
3

X≤ 0, 
2

X≥ 0, 
1

X 

s/c 

3
Y7+

2
Y2+10Max Z= 

10 ≤
3

3Y+
2

+Y
1

Y2 

6≥  
3

Y+2
2

+3Y
1

Y 

3 =
3

+Y
2

+Y
1

Y4 

Ɐ
3

Y≥ 0, 
2

Y≤ 0, 
1
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 إلى البرنامج الخطي الأولي التالي: 1المثال رقم  من توصلنا سابقاً 
 
 
 
 

مستغلة ال غيروقيمة دالة الهدف والوحدات  2Xو 1Xفقط قيم  جدول الحل الأمثل للبرنامج الخطي الأولي يعطينا
والتكلفة الكلية  2Xو 1Xولكنه لا يعطينا كلفة إنتاج كل من  على التوالي 2Sو 1Sمن ساعات العمل ورأس المال 

 للإنتاج. ويُمكن الحصول على هذين الأخيرين كما يلي:
 البرنامج الخطي المقابل هو كما يلي:

 
 
 
 

 لنفترض أن:
1Yسعر الوحدة الواحدة من ساعات العمل :. 
2Yسعر الوحدة الواحدة من رأس المال :. 

 تفسير دالة الهدف:
17Y تكلفة ساعات العمل )أي حاصل ضرب سعر الوحدة الواحدة من ساعات العمل في كمية ساعات العمل :

 المتوفرة(؛
29Y)؛: تكلفة رأس المال )أي حاصل ضرب سعر الوحدة الواحدة من رأس المال في كمية رأس المال المتوفرة 

 مثل التكلفة الكلية.يُ   29Yو 17Yمجموع 
في حالة التقليل، فالهدف إذا هو تحقيق أقل كلفة للعملية  المقابل الخطي وبالنظر لكون دالة هدف البرنامج

مع تحقيق نفس الأرباح المتحققة عند حل البرنامج ، وحدات من رأس المال 9ساعات عمل و 7بتوفر  الإنتاجية
 الخطي الأولي.

 القيود:تفسير 
 القيد الأول:

1Y 1: تكلفة ساعات العمل اللازمة لإنتاج وحدة واحدة منX؛ 
23Y 1لإنتاج وحدة واحدة من  اللازم رأس المال: تكلفةX؛ 

 .1Xالتكلفة الكلية اللازمة لإنتاج وحدة واحدة من  يُمثل 23Yو 1Yمجموع 
تكلفة إنتاج وحدة  فإن ،ما يبينه القيد . وحسبواحد( )باب 1Xوحدة واحدة من  لإنتاج التكلفة الكليةهذا القيد يمثل و 

 ها.وبيع وحدة واحدة من إنتاجي المتحقق من و الربح الوحدقيمة  عن تقللا يجب أن  1Xواحدة من 

Max Z = 5X
1
+7X

2
 

X
1
+2X

2
 ≤ 7 

3X
1
+2X

2
 ≤9 

X
1
≥0, X

2
≥0  

s/c 

Min Z = 7Y
1
+9Y

2
 

Y
1
+3Y

2
 ≥ 5 

2Y
1
+2Y

2
 ≥ 7 

Y
1
≥0, Y

2
≥0  

s/c 
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 القيد الثاني:
1Y2 1: تكلفة ساعات العمل اللازمة لإنتاج وحدة واحدة منX؛ 
2Y2 1اللازم لإنتاج وحدة واحدة من  رأس المال: تكلفةX؛ 

 .1Xتمثل التكلفة الكلية اللازمة لإنتاج وحدة واحدة من  2Y2و 12Yمجموع 
فإن تكلفة إنتاج وحدة  ،ما يبينه القيد وحسب )نافذة واحدة(. 2Xهذا القيد يمثل التكلفة الكلية لإنتاج وحدة واحدة من 

 ها.لا يجب أن تقل عن قيمة الربح الوحدوي المتحقق من إنتاج وبيع وحدة واحدة من 2Xواحدة من 
 على: المقابل الخطي من جدول الحل الأمثل للبرنامجتحصلنا 
𝑌1 =

11

4
عنصر ، وهي في نفس الوقت سعر ظل وحدة نقدية 11/4ف : هذا يعني أن ساعة عمل واحدة تكلّ 

طالما كان سعر ظل  2Xو 1Xيُمكن للمؤسسة أن تزيد من ساعات العمل المستخدمة في إنتاج و  ساعات العمل.
  .عنصر ساعات العمل أكبر من المبلغ المدفوع للحصول على وحدة واحدة من هذا العنصر

𝑌2 =
3

4
، وهي في نفس الوقت سعر ظل عنصر وحدة نقدية 3/4ف : هذا يعني أن وحدة واحدة من رأس المال تكلّ 

طالما كان سعر ظل عنصر رأس  2Xو 1Xيُمكن للمؤسسة أن تزيد من رأس المال المستخدم في إنتاج و  المال. رأس
 المال أكبر من المبلغ المدفوع للحصول على وحدة واحدة من هذا العنصر. 

 إلى البرنامج الخطي الأولي التالي: 3من المثال رقم  توصلنا سابقاً 
 
 
 
 
 

 :هو كما يلي البرنامج الخطي المقابل
 
 
 
 

 لنفترض أن:
1Y للدراجات.الإطارات المخصصة : قيمة إنتاج الوحدة الواحدة من 
2Y الإطارات المخصصة للسيارات.من : قيمة إنتاج الوحدة الواحدة 
3Y الإطارات المخصصة للشاحنات.من : قيمة إنتاج الوحدة الواحدة 

 تفسير دالة الهدف:
1Y250 في حجم الطلب الشهري  الإطارات المخصصة للدراجات: حاصل ضرب قيمة إنتاج الوحدة الواحدة من

 من نفس النوع من الإطارات. 

Max Z = 250Y
1
+150 Y

2
+70 Y

3
 

5Y
1
+4Y

2
 +Y

3
 ≤ 250 

6Y
1
+3Y

2
 +2Y

3
 ≤ 350 

Y
1
≥0, Y

2
≥0, Y

3
≥0   

s/c 

Min Z = 250X
1
+350X

2
 

5X
1
+6X

2
 ≥ 250 

4X
1
+3X

2
 ≥ 150 

X
1
+2X

2
 ≥ 70 

X
1
≥0, X

2
≥0  

s/c 
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2Y150 في حجم الطلب الشهري من  الإطارات المخصصة للسيارات: حاصل ضرب قيمة إنتاج الوحدة الواحدة من
 نفس النوع من الإطارات.

3Y70في حجم الطلب الشهري من  الإطارات المخصصة للشاحنات من : حاصل ضرب قيمة إنتاج الوحدة الواحدة
 نفس النوع من الإطارات. 

يُمثل قيمة الإنتاج الكلية من الإطارات الثلاثة التي يجب أن تكون أكبر ما  3Y70و 1Y250 ،2Y150مجموع 
 يُمكن.

 تفسير القيود:
 القيد الأول:

1Y5 في الطاقة الإنتاجية اليومية  الإطارات المخصصة للدراجات: حاصل ضرب قيمة إنتاج وحدة واحدة من
 للمصنع الأول من نفس النوع من الإطارات.

2Y4 في الطاقة الإنتاجية اليومية للمصنع الإطارات المخصصة للسياراتمن : حاصل ضرب قيمة إنتاج وحدة واحدة 
 الأول من نفس النوع من الإطارات.

3Y في الطاقة الإنتاجية اليومية للمصنع  للشاحناتالإطارات المخصصة من : حاصل ضرب قيمة إنتاج وحدة واحدة
 الأول من نفس النوع من الإطارات.

وحسب ما تشير إليه إشارة القيد فإن هذه  .يمثل قيمة الإنتاج الكلية في المصنع الأول 3Yو 1Y5 ،2Y4مجموع 
 القيمة لا يجب أن تزيد عن تكلفة التشغيل في المصنع.

 القيد الثاني:
1Y6 في الطاقة الإنتاجية اليومية  الإطارات المخصصة للدراجاتمن : حاصل ضرب قيمة إنتاج وحدة واحدة

 من نفس النوع من الإطارات. الثانيللمصنع 
2Y3 في الطاقة الإنتاجية اليومية للمصنع الإطارات المخصصة للسياراتمن : حاصل ضرب قيمة إنتاج وحدة واحدة 

 من نفس النوع من الإطارات. الثاني
3Y2 في الطاقة الإنتاجية اليومية  الإطارات المخصصة للشاحناتمن : حاصل ضرب قيمة إنتاج وحدة واحدة

 من نفس النوع من الإطارات. الثانيللمصنع 
ذه ه . وحسب ما تشير إليه إشارة القيد فإنالثانييمثل قيمة الإنتاج الكلية في المصنع  3Y2و 1Y6 ،2Y3مجموع 

 القيمة لا يجب أن تزيد عن تكلفة التشغيل في المصنع.
 :The dual simplex methodة طريقة السمبلكس المقابل -5-5

في جدول السمبلكس سالبة وهذا  ibفي عمود الثوابت  الأساسية أن تكون قيم المتغيراتيُمكن  الأحيانفي بعض 
الحالة.  لمعالجة هذه ةوهنا يُمكن إستخدام طريقة السمبلكس المقابل ما يتعارض مع شرط عدم سالبية المتغيرات،

يكمن والإختلاف  ،الإعتيادية التي تناولناها سابقاً  لا تختلف كثيراً عن طريقة السمبلكسوطريقة السمبلكس المقابلة 
 إلى الأساس.   تدخل التي ةمن الأساس والمتغير  تخرج تحديد المتغيرة التيفقط في 
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 من قيم على الأقل والتي تكون فيها قيمة لمعالجة الحالات التاليةالمقابلة السمبلكس  طريقة إستخدامويُمكن 
 :حل غير ممكن(والتي تعني وجود ) المتغيرات الأساسية سالبة

 ؛المتغيرات الإصطناعيةإستخدام  بدون الأمثل إيجاد الحل  - 
 ؛أساسي غير أمثل )شرط أن لا يكون الحل غير محدود(عدم إمكانية تحديد عمود الإرتكاز عند جدول حل  -
Cj السطر تكون جميع عناصر عندماغير ممكن ) لكن أمثل لبرنامج خطيإيجاد القيم المثلى  - − Zj  موجبة في

ن القيم ة مقيمتكون هناك على الأقل  الحل أمثل، لكن فهذا يعني أن سالبة في حالة التعظيم، أو حالة التقليل
 ، فهذا يعني أن الحل غير ممكن(.سالبة bi العمودالموجودة في 

بل يُمكن  ،ابلةمقخطية  برامجلا يُشترط لتطبيق طريقة السمبلكس المقابلة تحويل البرامج الخطية الأولية إلى و 
 .إستخدامها مباشرة لحل البرامج الخطية الأولية

 فيما يلي:وتتمثل خطوات إيجاد الحل الأمثل باستخدام طريقة السمبلكس المقابلة 
 الإرتكاز لتحديد المتغيرة التي تخرج من الأساس: صفالبحث عن 

عمود  في والمتغيرة التي توجد ،bi عمود الثوابتفي  من بين القيم السالبة سالبة قيمة أكبر يقابل صف الإرتكاز
بتين أو وفي حالة تساوي أكبر قيمتين سال .التي تخرج من الأساس المتغيرة هي هذا الصف في المتغيرات الأساسية

 أكثر، يتم إختيار إحداهما. 
 الأساس: إلى تدخلالإرتكاز لتحديد المتغيرة التي  عمودالبحث عن 
Cj السطر نقسم قيم − Zj  د الذي هو العمو صف الإرتكاز، وعمود الإرتكاز المقابلة لها في  السالبة على القيمفقط

ين القيم من بأقل قيمة  أو ،في حالة التقليل القسمة حاصلالمتحصل عليها من من بين القيم  قيمة أكبر يقابل
 والمتغيرة التي تمثل عمود الٍإرتكاز هي المتغيرة التي تدخل في حالة التعظيم، المتحصل عليها من حاصل القسمة

 .قيمة من بين جميع القيم سواء كانت سالبة أو موجبة( )يتم تحديد أكبر قيمة أو أقل إلى الأساس
تعظيم، يتم حالة الأو أكثر في لة التقليل، أو تساوي أقل قيمتين أو أكثر في حا قيمتين أكبر في حالة تساوي و 

 .إحداهماإختيار 
 ات:ملاحظ

ة للدخول تغيرة المرشحتحديد الم عدم إمكانية ا لا يُمكن تحديد عمود الإرتكاز، وبالتاليعندميكون الحل مستحيل  -
 إلى الأساس؛

 متحصل في حالة جدول حل أساسي غير أمثلإذا كانت جميع قيم عمود الإرتكاز أقل من أو تساوي الصفر  -
فإن الحل يكون غير محدود، وبالتالي لا يتم تطبيق طريقة السمبلكس  عليه بالحل بطريقة السمبلكس الإعتيادية،

 المقابلة؛
ريقة مصادفة حل أساسي يتطلب تطبيق ط يُمكن ،المقابلةالإنطلاق في حل برنامج خطي بطريقة السمبلكس  عند -

 السمبلكس الإعتيادية.
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 :24 مثال
 البرنامج الخطي الأولي التالي: لديكليكن 

 
 
 
 

 كما يلي: له البرنامج الخطي المقابل بويُكت
 

 
 
 

 "ساوي ت" إلى "أقل من أو تساوي القيدين من "أكبر من  ينحول إشاراتإستخدام المتغيرات الإصطناعية،  ولتجنب
 بضرب طرفي القيدين بإشارة سالبة كما يلي:

 
 
 
 
 

 كما يلي: ونقوم بحله نحول البرنامج الخطي المقابل إلى الصيغة القياسية
 
 
 

 

الحل الأساسي الأول هو حل أمثل لأن يُلاحظ أنّه في حالة تطبيق طريقة السمبلكس الإعتيادية سيكون جدول 
Cjجميع قيم دالة الهدف في حالة التقليل و  − Zj ممكن لأن  غير وفي نفس الوقت هو حل أو معدومة، موجبة

  تأخذ قيم سالبة. ولمعالجة هذه المشكلة يتم تطبيق طريقة السمبلكس المقابلة كما يلي: 2Sو 1Sالمتغيرات الأساسية 
  لتحديد المتغيرة التي تخرج من الأساس:البحث عن صف الإرتكاز 

 ،7-هي  biسالبة من بين القيميتن السالبتين في العمود  قيمة أكبريُلاحظ أن  جدول الحل الأساسي الأولمن 
 . 2Sالمتغيرة التي تخرج من الأساس هي وبالتالي فالصف الثاني هو صف الإرتكاز، و 

 

s/c 

2
+7X

1
Max Z=4X 

≤ 8
2

+X
1

2X 

≤11
2

+4X
1

3X 

≥0
2

X≥ 0, 
1

X 

s/c 

2
+11Y

1
Min Z=8Y 

≥  4
2

+3Y
1

2Y 

≥ 7
2

+4Y
1

Y 

≥0
2

Y≥ 0, 
1

Y 

s/c 

2
11Y+

1
8Y=Min Z 

4-≤ 
2

3Y-
1

2Y- 

7-≤ 
2

4Y-
1

Y- 

≥0
2

Y≥ 0, 
1

Y
  

 

s/c 

2
+0S

1
0S

2
+11Y

1
Min Z=8Y 

4-= 
1

+S
2

3Y-
1

2Y- 

7-= 
2

+S
2

4Y-
1

Y- 

≥0
2

S≥ 0, 
1

S ≥0
2

Y≥ 0, 
1

Y
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 التي تدخل إلى الأساس:المتغيرة البحث عن عمود الإرتكاز لتحديد 
Cj السطر نقسم قيم  − Zj كما يلي:صف الإرتكاز المقابلة لها في  السالبة على القيم 

2Y 1Y  
 في صف الإرتكازقيمة المتغيرة  1- 4-
11 8 Cj-Zj 

 النسبة 8- 11/4-
، وبالتالي فالمتغيرة التي 11/4-قيمة وهي  أكبروبما أن دالة الهدف في حالة التقليل، فعمود الإرتكاز يقابل 

 .2Yتدخل إلى الأساس هي 
 عنصر الإرتكاز:

 .ويتحدد بتقاطع كل من صف الإرتكاز وعمود الإرتكاز
 وباقي العمليات هي نفسها التي تناولناها عند تطرقنا لطريقة السمبلكس الإعتيادية.

bi 
0 0 11 8 Cj 

𝑌𝑖
𝐵

 
𝐶𝑖

𝐵
 

S2 S1 Y2 Y1 

-4 0 1 -3 -2 S1 0 

-7 1 0 -4 -1 S2 0 

 0 0 0 0 Zj 
 

Z=0 0 0 11 8 Cj-Zj 

5/4 -3/4 1 0 -5/4 S1 0 

7/4 -1/4 0 1 1/4 Y2 11 

 -11/4 0 11 11/4 Zj 
 

Z=77/4 11/4 0 0 21/4 Cj-Zj 

في جدول الحل الأساسي الثاني أصبحت كلها تتوفر فيها شرط عدم السالبية، كما أن  biويُلاحظ أن جميع قيم 
Cj جميع عناصر − Zj .كلها موجبة أو معدومة 

𝑌1ونقطة الحل الأمثل هي:   = 0, 𝑌2 =
7

4
, 𝑆1 =

5

4
, 𝑆2 = 0,𝑀𝑖𝑛 𝑍 =

77

4
 

 :(تحليل ما بعد الأمثلية)تحليل الحساسية  -6
ر عن نشاطات مشروع ما أو مصنع ما باستخدام طريقة برنامج خطي يُعبّ بعد الوصول إلى الحل الأمثل لأي 

وكانت إدارة المشروع أو المصنع ترغب في إحداث بعض التغييرات على البرنامج الخطي كأن يكون  ،السمبلكس
ات تؤدي ر هذه التغيي مثل فإن، المواد الأوليةو  رأس المال، العمل مثلعلى سبيل المثال زيادة في الموارد المتاحة 

مما يؤدي إلى ضرورة إعادة حله مرة أخرى. وبالنظر لكثرة التغيرات التي يُمكن أن  ،إلى تغير البرنامج الخطي
ياع مما يؤدي إلى ض ،تحدث، فإن عملية إعادة حل البرنامج الخطي يُمكن أن تكون مجهدة وتتطلب حسابات كثيرة

« لحساسيةتحليل ا» بو يتم إستخدام ما يُسمى المشكلةحتمال الوقوع في أخطاء حسابية. ولتجاوز مثل هذه ا  الوقت و 
ك بالاعتماد وذل ،والذي يدرس أثر التغيرات التي يُمكن أن تحدث في البرنامج الخطي ،«تحليل ما بعد الأمثلية»أو 

 .مجدداً  هحلإعادة دون اللجوء إلى الأمثل( بطريقة السمبلكس )جدول الحل الأساسي  حلهعلى آخر جدول عند 
إذا، يستخدم أسلوب تحليل الحساسية جدول الحل الأمثل للبرنامج الخطي لتحديد المدى المسموح به في التغيرات 

 التي تحدث في البرنامج الخطي والتي لا تؤثر على الحل الأمثل. 



                                                                                                                                                                                                                    البرمجة الخطية                                                                                                                                                     الفصل الأول                                                                                         

 

- 62 - 

 تحدث على البرنامج الخطي:وسيتم دراسة العديد من أنواع التغيرات التي يُمكن أن 
 تغير قيم معاملات المتغيرات في دالة الهدف؛ -
 ؛تغير قيم الطرف الأيمن من القيود -
 ؛التغير في معاملات المتغيرات في القيود -
 متغيرة جديدة؛ إضافة -
 إضافة قيد جديد. -

 )هذا المثال تم حله سابقاً(: لهالحل الأمثل البرنامج الخطي التالي و  لديكليكن 
 
 
 
 
 

bi 
M M 0 0 10 3 Cj 

𝑋𝑖
𝐵 

𝐶𝑖
𝐵 

R2 R1 S2 S1 X2 X1 

2 1/7 0 -1/7 0 1 2/7 X2 10 

2 6/7 -1 -6/7 1 0 -23/7 S1 0 

 10/7 0 -10/7 0 10 20/7 Zj 
 

Z=20 M-10/7 M 10/7 0 0 1/7 Cj-Zj 

 

 :دالة الهدف المتغيرات في تغير قيم معاملات -6-1
 :متغيرات خارج الأساسالتغير قيم معاملات  -أ

، ∆مقدار تغير ب في دالة الهدف معامل هذه المتغيرةقيمة فإذا إفترضنا أن  .هي متغيرة خارج الأساس 1Xالمتغيرة 
 ؟حتى يبقى الحل أمثلاً  ∆هي القيم التي يجب أن تأخذها  فما

الأخير،  في السطر jZ-jC قيمونعيد حساب  jCفي دالة الهدف في السطر  1Xللمتغيرة  ةنكتب قيمة المعامل الجديد
 ونتحصل على الجدول التالي: 

bi 
M M 0 0 10 3+∆ Cj 

𝑋𝑖
𝐵 

𝐶𝑖
𝐵 

R2 R1 S2 S1 X2 X1 

2 1/7 0 -1/7 0 1 2/7 X2 10 

2 6/7 -1 -6/7 1 0 -23/7 S1 0 

 10/7 0 -10/7 0 10 20/7 Zj 
 

Z=20 M-10/7 M 10/7 0 0 1/7+∆ Cj-Zj 

أكبر من أو تساوي الصفر ما دامت  Cj-Zjقيم السطر الأخير جميع يبقى الجدول السابق حلًا أمثلًا إذا بقيت 
 .التقليلفي حالة ف دالة الهد
هي قيمة موجبة كبيرة جداً،  Mأننا قلنا سابقاً أن  إلا، ∆و Mأن السطر الأخير يحتوي على مجهولين  يُلاحظ

أكبر من أو  1Z-1Cتبقى موجبة. إذا يبقى الحل الأمثل إذا كانت قيمة   Mوبالتالي فإن قيمة الخلايا التي تحتوي على 
 ، أي:تساوي الصفر

s/c 

2
+10X

1
Min Z=3X 

≥10
2

+6X
1

5X 

≥14
2

+7X
1

2X 

≥0
2

X≥ 0, 
1

X
  

 



                                                                                                                                                                                                                    البرمجة الخطية                                                                                                                                                     الفصل الأول                                                                                         

 

- 63 - 

1

7
+ ∆≥ 0 ⇒ ∆≥ −

1

7
 

 :أي
∆∈ [−

1

7
;+∞[ 

 ، فإن-1/7أكبر من أو تساوي في دالة الهدف  1Xأنه كلما كانت قيمة التغير في معامل المتغيرة  يعني هذاو 
 .تتغيرالحل الأمثل لا  نقطة

 وبعبارة أخرى:
C1 ≥ 3 + ∆⇒ C1 ≥ 3 −

1

7
⇒ 𝐶1 ≥

20

7
 

 أي:
𝐶1 ∈ [

20

7
;+∞[ 

 .تتغيرالحل الأمثل لا نقطة ، فإن 20/7أكبر من أو تساوي  1Cقيمة  أنه كلما كانتوهذا يعني 
 )تغير داخل المجال(، ستكون نقطة الحل الأمثل كما يلي: بوحدة واحدة إرتفعت  1C قيمة أن لنفترض

𝑋1 = 0, 𝑋2 = 2, 𝑆1 = 2, 𝑆2 = 0,𝑀𝑖𝑛 𝑍 = 20 
 وقيمة دالة الهدف.وقيمها متغيرات الأساس  بقاء نفسويلاحظ 
 المجال(، ستكون نقطة الحل الأمثل كما يلي: خارجبوحدة واحدة )تغير  إنخفضت 1Cأن قيمة  لنفترض

𝑋1 = 7, 𝑋2 = 0, 𝑆1 = 25, 𝑆2 = 0,𝑀𝑖𝑛 𝑍 = 14 
في دالة الهدف خارج  1Xكلما كانت قيمة معامل المتغيرة . وهذا يعني أنه أن نقطة الحل الأمثل تغيرت ويلاحظ

ن وبالتالي يجب متابعة الحل إنطلاقاً م ،المجال المسموح به، فهذا يعني أن جدول الحل الأخير سيصبح غير أمثل
 هذا الجدول. 

 :معاملات متغيرات الأساستغير قيم  -ب
، فما ∆فإذا إفترضنا أن معامل هذه المتغيرة في دالة الهدف تغير بمقدار  .هي متغيرة داخل الأساس 2Xالمتغيرة 

 ؟حتى يبقى الحل أمثلاً  ∆هي القيم التي يجب أن تأخذها 
𝐶𝑖العمودوأيضاً في  jCفي دالة الهدف في السطر  2Xللمتغيرة  ةنكتب قيمة المعامل الجديد

𝐵 ، قيمونعيد حساب 
 ، ونتحصل على الجدول التالي: jZ-jC السطر

bi 
M M 0 0 10+∆ 3 Cj 

𝑋𝑖
𝐵 

𝐶𝑖
𝐵 

R2 R1 S2 S1 X2 X1 

2 1/7 0 -1/7 0 1 2/7 X2 10+∆ 

2 6/7 -1 -6/7 1 0 -23/7 S1 0 

 10/7+1/7∆ 0 -10/7-1/7∆ 0 10+∆ 20/7+2/7∆ Zj 
 

Z=20+2∆ M-10/7-1/7∆ M 10/7+1/7∆ 0 0 1/7-2/7∆ Cj-Zj 

ف دامت دالة الهد أكبر من أو تساوي الصفر ما jZ-jCقيم السطر جميع يبقى الجدول السابق حلًا أمثلًا إذا بقيت 
كلها أكبر من  ∆المكتوبة بدلالة  jZ-jCوعلى هذا الأساس يجب أن تبقى قيم الخلايا في السطر  .التقليلفي حالة 
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 ،∆لأنها تبقى موجبة مهما كانت قيمة  6Z-6C ، مع إستبعاد الخلية4Z-4C و 1Z-1Cأو تساوي الصفر، أي الخليتين 

 عندما: أمثلاُ إذاً يبقى الحل  هي قيمة موجبة كبيرة جداً. Mلأن قيمة 

{

1

7
−

2

7
∆≥ 0 ⇒ ∆≤

1

2
10

7
+

1

7
∆≥ 0 ⇒ ∆≥ −10

} ⟹ −10 ≤ ∆≤
1

2
 

 أي:
∆1∈ [−10;

1

2
] 

وأقل من  -10في دالة الهدف أكبر من أو تساوي  2Xوهذا يعني أنه كلما كانت قيمة التغير في معامل المتغيرة 
 أمثلًا. يبقىفإن جدول الحل الأمثل ، 1/2أو تساوي 

 وبعبارة أخرى:
10 − 10 ≤ C1 ≤ 10 +

1

2
⇒ 0 ≤ C1 ≤

21

2
 

 أي:
𝐶2 ∈ [0;

21

2
] 

فإن جدول الحل الأمثل ، 21/2 وأقل من أو تساوي  أكبر من أو تساوي الصفر 2Cقيمة  أنه كلما كانتوهذا يعني 
 أمثلًا. يبقى

غيرة أساسية مت معامل قيمة كان التغير في في حالةوينبغي الإشارة إلى أنه حتى مع بقاء جدول الحل الأمثل أمثلًا 
قيمة  لىعالجديدة  القيمةحيث تعتمد دالة الهدف ضمن المجال المسموح به، إلا أن قيمة دالة الهدف ستتغير،  في
∆ . 

 بوحدة واحدة )تغير داخل المجال(، ستكون نقطة الحل الأمثل كما يلي:إنخفضت  2Cأن قيمة  لنفترض
𝑋1 = 0, 𝑋2 = 2, 𝑆1 = 2, 𝑆2 = 0,𝑀𝑖𝑛 𝑍 = 18 

 .تغيرت قيمة دالة الهدفوقيمها، إلا أن متغيرات الأساس نفس بقاء  ويُلاحظ
 )تغير خارج المجال(، ستكون نقطة الحل الأمثل كما يلي: بوحدتين إرتفعت 2Cأن قيمة  لنفترض

𝑋1 = 7, 𝑋2 = 0, 𝑆1 = 25, 𝑆2 = 0,𝑀𝑖𝑛 𝑍 = 21 
ي أنه وهذا يعن قيمة دالة الهدف.و قيمها و متغيرات خارج الأساس المتغيرات داخل الأساس و الويلاحظ تغير في 

المسموح به، فهذا يعني أن جدول الحل الأخير في دالة الهدف خارج المجال  2Xكلما كانت قيمة معامل المتغيرة 
 سيصبح غير أمثل، وبالتالي يجب متابعة الحل إنطلاقاً من هذا الجدول.

  ات:ملاحظ
بقى في حالة التعظيم، فإن الحل ي هذه الأخيرةعند دراسة حساسية قيم معاملات المتغيرات في دالة الهدف وكانت  -

 .أقل من أو تساوي الصفر jZ-jC أمثل كلما بقيت قيم السطر
ون الحل لا بالضبط، فسيك∆ بالقيمة  دالة الهدف في (أساسيةغير  وأ أساسية) المتغيرة معاملقيمة  عندما تتغير -

 نهائي.
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 :القيودتغير قيم الطرف الأيمن من  -6-2
 على الحل الأمثل من خلال المثال التالي: القيودالطرف الأيمن من  قيم يُمكن دراسة أثر تغير

 تغيرت كما هو مُوضح في البرنامج الخطي التالي:  1b رض أن قيمةتلنف
 

 
 
 

 يُكتب  جدول الحل الاساسي الأول كما يلي:
bi 

M M 0 0 10 3 Cj 

𝑋𝑖
𝐵

 
𝐶𝑖

𝐵
 

R2 R1 S2 S1 X2 X1 

10+∆ 0 1 0 -1 6 5 R1 M 

14 1 0 -1 0 7 2 R2 M 

 M M -M -M 13M 7M Zj 
 

Z=24M 0 0 M M 10-13M 3-7M Cj-Zj 

 كما يلي:نعيد كتابة الجدول السابق 
bi+∆ 

M M 0 0 10 3 Cj 

𝑋𝑖
𝐵

 
𝐶𝑖

𝐵
 

R2 R1 S2 S1 X2 X1 

10+1 0 1 0 -1 6 5 R1 M 

14+0 1 0 -1 0 7 2 R2 M 

 M M -M -M 13M 7M Zj 
 

Z=24M 0 0 M M 10-13M 3-7M Cj-Zj 

ونفس  ،(1-)مضروبة في  1S عمود المتغيرة المكملةمعاملات قيم لها نفس  ∆يُلاحظ أن قيم معاملات العمود 
في الجدول الأخير الأمثل ستكون نفسها  ∆ العمود . وهذا يعني أن قيم1Rمعاملات عمود المتغيرة الإصطناعية قيم 

لأن جميع العمليات  في نفس الجدول 1R(، أو قيم معاملات العمود -1)مضروبة في  1Sقيم معاملات العمود 
  .∆ستُجرى أيضاً على صفوف العمود  1Rو 1Sالأعمدة الخاصة بالمتغيرتين  صفوفالتي ستُجرى على 

 ،إشارته أكبر من أو تساوي ، وهو قيد 1قيمة الطرف الأيمن من القيد رقم التغير حصل في وبعبارة أخرى، بما أن 
ضافة متغيرة إصطناعية وتم غة عند تحويل البرنامج الخطي إلى الصي تحويله إلى معادلة بطرح متغيرة مكملة وا 

باستخدام إما قيم معاملات عمود المتغيرة المكملة تتم  1دراسة أثر تغير الطرف الأيمن من القيد رقم ، فإن القياسية
1S  1، أو قيم معاملات عمود المتغيرة الإصطناعية (-1)بعد ضربها فيR. 

 :كما يلي الأمثليُعاد كتابة جدول الحل 
bi 

M M 0 0 10 3 Cj 

𝑋𝑖
𝐵 

𝐶𝑖
𝐵 

R2 R1 S2 S1 X2 X1 

2+0∆ 1/7 0 -1/7 0 1 2/7 X2 10 

2-∆ 6/7 -1 -6/7 1 0 -23/7 S1 0 

 10/7 0 -10/7 0 10 20/7 Zj 
 

Z=20 M-10/7 M 10/7 0 0 1/7 Cj-Zj 

𝑆1 يجب أن تبقى وممكناً  يبقى الحل أمثلاً ولكي  ≥ 𝑋2 و0 ≥   ، أي:0
2 − ∆≥ 0 ⇒ ∆≤ 2 

s/c 

2
+10x

1
=3xMin Z 

+∆≥10
2

+6x
1

5x 

≥14
2

+7x
1

2x 

0≥
2

x≥ 0, 
1

x
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 أي:
∆∈ ]−∞; 2] 

 .∆لن تصبح سالبة مهما كانت قيمة  2Xويُلاحظ أن قيمة 
 هي: 1b القيم التي يمكن أن تأخذها وبالتالي

𝑏1 ≤ 10 + ∆⇒ 𝑏1 ≤ 10 + 2 ⇒ 𝑏1 ≤ 12 
 أي:

𝑏1 ∈ ]−∞; 12] 
حل  أمثل، لكنه سيصبح حل صفة جدول الحل الأخير سيُبقي على جدوللقيم خارج المجال المسموح به  ∆أخذ و 

 ستصبح سالبة، وهنا يُمكن تطبيق طريقة السمبلكس المقابلة. 1Sلأن قيمة متغيرة الأساس  غير ممكن
)ماعدا الصفر الذي يعني عدم تغير الطرف الأيمن  المجال المسموح به داخللقيم  ∆خذ أأن  إلى وينبغي الإشارة

لأن ،2Xمة وأيضاً لن يؤثر على قي، رات الأساسمتغي لن يؤثر علىمن القيد، وبالتالي بقاء نفس نقطة الحل الأمثل( 
في صف متغيرة الأساس  1R الإصطناعية عمود المتغيرة أو 1S عمود المتغيرة المكملة الموجود فيمعامل القيمة 

2X  قيمة  فقط  وستتأثر يساوي الصفر. 1قيمة دالة الهدف لأن سعر ظل القيد رقم أيضاً لن تتأثر و  الصفر. تساوي
1S. 

 لنقطة الحل الأمث .أن قيمة الطرف الأيمن من القيد الأول إنخفضت بوحدتين )تغير داخل المجال( لنفترض
 ستكون كما يلي:

𝑋1 = 0, 𝑋2 = 2, 𝑆1 = 4, 𝑆2 = 0,𝑀𝑖𝑛 𝑍 = 20 
ولم تتغير قيمة دالة  .4إلى  2 منتغيرت  1Sقيمة المتغيرة المكملة ، لكن متغيرات الأساس نفس ويلاحظ بقاء

 .0لأن سعر ظل القيد الأول يساوي الهدف 
 ستصبح 1Sقيمة . )تغير خارج المجال( إرتفعت بثلاثة وحداتأن قيمة الطرف الأيمن من القيد الأول  لنفترض

 التالية:نقطة الحل الأمثل . وبتطبيق طريقة السمبلكس المقابلة سنتحصل على (1-) سالبة
𝑋1 =

7

23
, 𝑋2 =

44

23
, 𝑆1 = 0, 𝑆2 = 0,𝑀𝑖𝑛 𝑍 =

461

23
 
 قيمة دالة الهدف.يرات الأساس و ونجد هنا تغير في متغ
 تغيرت كما هو مُوضح في البرنامج الخطي التالي:   2bلنفترض الآن أن قيمة 

 
 

 
 

ه فقد تم تحويل ،تساوي وبما أن هذا القيد إشارته أكبر من أو  .2التغير حصل في قيمة الطرف الأيمن من القيد رقم 
ضافة متغيرة إصطناعية 2Sإلى معادلة بطرح متغيرة مكملة   عند تحويل البرنامج الخطي إلى صيغته القياسية. 2R وا 

معاملات عمود المتغيرة المكملة قيم إستخدام إما ب 2وتتم دراسة أثر التغير في قيمة الطرف الأيمن من القيد رقم 
2S  2معاملات عمود المتغيرة الإصطناعية قيم أو  ،(-1)بعد ضربها فيR. 

    1القيد 

    2القيد 

  دالة الهدف

منطقة 
الحلول 
 الممكنة

s/c 

2
+10x

1
Min Z=3x 

≥10
2

+6x
1

5x 

≥14+∆
2

+7x
1

2x 

≥0
2

x≥ 0, 
1

x
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 كما يلي: الأمثلويُعاد كتابة جدول الحل 
bi 

M M 0 0 10 3 Cj 

𝑋𝑖
𝐵 

𝐶𝑖
𝐵 

R2 R1 S2 S1 X2 X1 

2+1/7∆ 1/7 0 -1/7 0 1 2/7 X2 10 

2+6/7∆ 6/7 -1 -6/7 1 0 -23/7 S1 0 

 10/7 0 -10/7 0 10 20/7 Zj 
 

Z=20+1/7∆ M-10/7 M 10/7 0 0 1/7 Cj-Zj 

𝑆1  ولكي يبقى الحل أمثلًا وممكناً يجب أن تبقى ≥ 𝑋2 و0 ≥  ، أي: 0

{
2 +

1

7
∆≥ 0 ⇒ ∆≥ −14

2 +
6

7
∆≥ 0 ⇒ ∆≥ −

7

3

} ⟹ ∆≥ −
7

3
 

 أي:
∆∈ [−

7

3
, +∞[ 

 هي: 2b القيم التي يمكن أن تأخذها وبالتالي
𝑏2 ≥ 14 −

7

3
⇒ 𝑏1 ≥

35

3
 

 أي:

𝑏2 ∈ [
35

3
,+∞[ 

)ماعدا الصفر الذي يعني عدم تغير الطرف الأيمن من القيد،  المجال المسموح به داخللقيم  ∆خذ ويُلاحظ أن أ
أيضاً تتغير و  متغيرات الأساس، لكن قيم هذه الأخيرة تتغير. لن يؤثر علىوبالتالي بقاء نفس نقطة الحل الأمثل( 

 يختلف عن الصفر(. 2)لأن سعر ظل القيد رقم  قيمة دالة الهدف
صفة جدول حل أمثل، لكنه سيصبح حل  الحل الأخير سيُبقي على جدوللقيم خارج المجال المسموح به  ∆أخذ و 

 وهنا يُمكن تطبيق طريقة السمبلكس المقابلة.غير ممكن، 
طة الحل ، ستكون نقبوحدة واحدة )تغير داخل المجال(أن قيمة الطرف الأيمن من القيد الثاني إنخفضت  لنفترض

 الأمثل كما يلي:
𝑋1 = 0, 𝑋2 =

13

7
, 𝑆1 =

8

7
, 𝑆2 = 0,𝑀𝑖𝑛 𝑍 =

139

7
 

 دالة الهدف.تغيرت قيمها وقيمة لكن  ،ويُلاحظ أن متغيرات الأساس بقيت نفسها
 1Sمتغيرة يمة ال. قالمجال( خارجأن قيمة الطرف الأيمن من القيد الثاني إنخفضت بأربعة وحدات )تغير  لنفترض

 نقطة الحل الأمثل التالية:(. وبتطبيق طريقة السمبلكس المقابلة سنتحصل على 10/7-ستصبح سالبة )
𝑋1 =

10

23
, 𝑋2 =

30

23
, 𝑆1 = 0, 𝑆2 = 0,𝑀𝑖𝑛 𝑍 =

330

23
 
  قيمة دالة الهدف.و يرات الأساس وقيمها ويُلاحظ تغير في متغ
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لة حسب حالة دا الإصطناعيةالمتغيرات المكملة أو  أعمدة معاملات الجدول التالي طريقة إستخدام قيمويُوضح 
شارة القيد   .لدراسة أثر تغير قيم الطرف الأيمن من القيودالهدف وا 

دالة حالة 
 المتغيرات المكملة أو الإصطناعية أعمدةمعاملات طريقة إستخدام قيم  إشارة القيد الهدف

 )التي تم على أساسها تحويل القيد إلى معادلة(

 التعظيم

 معاملات عمود المتغيرة المكملةقيم  تساوي أقل من أو 

 تساوي أكبر من أو 
أو قيم عمود  ،-1قيم عمود المتغيرة المكملة بعد ضربها في المعامل

 ناعيةالمتغيرة الإصط
 قيم عمود المتغيرة الإصطناعية تساوي 

 التقليل

 قيم عمود المتغيرة المكملة تساوي أقل من أو 

 تساوي أكبر من أو 
أو قيم عمود  ،-1قيم عمود المتغيرة المكملة بعد ضربها في المعامل 

 المتغيرة الإصطناعية
 قيم عمود المتغيرة الإصطناعية تساوي 

 :معاملات المتغيرات في القيودقيم التغير في  -6-3
يمكن في بعض الأحيان بسبب التطورات التكنولوجية إستبدال الآلات القديمة بأخرى جديدة أكثر تطورا، أو يُمكن 

ومثل هذه التغيرات  .أو أيضاً إحلال العمالة الماهرة مكان العمالة الأقل مهارة، ...الخ ،إحلال الآلات محل العمال
ير في وهو ما يؤدي إلى تغ ،المنتجات من عوامل الإنتاج الداخلة في عملية إنتاجها تتطلبهيُمكن أن تؤثر على ما 

تغيرات على الحل الأمثل للبرنامج معاملات المتغيرات في القيود. وعند حدوث هذا لا بد من دراسة أثر هذه ال
 الخطي. 

 قى الحليبحتى  هي الحدود الدنيا والحدود القصوى لمعاملات المتغيرات في القيود إذا السؤال المطروح هنا: ما
 حلا أمثلا؟

 :معاملات المتغيرات الحقيقية داخل الأساس -أ
 :في حالة قيد سعر ظله يساوي الصفر -1-أ

 للقيد الذي سعر ظله يساوي الصفر كما يلي: الأساس داخل الحقيقية معاملات المتغيراتيتم دراسة حساسية 
 في حالة قيد إشارته "أقل من أو يساوي":

( في عند تحويل البرنامج الخطي إلى صيغته القياسية قيمة المتغيرة المكملة )التي تمت إضافتها للقيد نُقسم -
والقيمة المتحصل عليها تعبّر عن الحقيقية داخل الأساس،  المتغيرة قيمةعلى  في جدول الحل الأمثل biالعمود 

𝑎𝑖𝑗∆معامل المتغيرة الحقيقية داخل الأساس حتى يبقى الحل أمثلًا، ونرمز لها بو  أقصى زيادة ممكنة في
 ، أي: ∗

∆𝑎𝑖𝑗
∗ =

bi المكملة في العمود قيمة المتغيرة  
قيمة المتغيرة الحقيقية داخل الأساس
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𝑎𝑖𝑗∆وهذا يعني أنه كلما كانت قيمة التغير في معامل المتغيرة داخل الأساس أقل من أو تساوي 
الحل يبقى ، فإن ∗

 أمثلًا.
𝑎𝑖𝑗∆ اوقيمة أقصى زيادة ممكنة فيه 𝑎𝑖𝑗معامل المتغيرة داخل الأساس قيمة نجمع  -

، ولنتفرض أن حاصل ∗
 ، أي:wالجمع هو 

𝑤 = 𝑎𝑖𝑗 + ∆𝑎𝑖𝑗
∗  

∗𝑎كلما كانت  الحل أمثلاً يبقى 
𝑖𝑗 ≤ 𝑤 

∗𝑎حيث 
𝑖𝑗  للمتغيرة داخل الأساس قيمة المعامل الجديدتمثل. 

 :"أكبر من أو يساوي " إشارته في حالة قيد
ي عند تحويل البرنامج الخطي إلى صيغته القياسية( ف من القيدطرحها تم قيمة المتغيرة المكملة )التي  نُقسم -

والقيمة المتحصل عليها تعبّر عن الحقيقية داخل الأساس،  المتغيرة قيمةعلى  في جدول الحل الأمثل biالعمود 
𝑎𝑖𝑗∆أمثلًا، ونرمز لها بو قيقية داخل الأساس حتى يبقى الحل معامل المتغيرة الح أقصى نقص في

 ، أي:∗

∆𝑎𝑖𝑗
∗ =

bi المكملة في العمود قيمة المتغيرة  
قيمة المتغيرة الحقيقية داخل الأساس

 

𝑎𝑖𝑗∆ تساوي وهذا يعني أنه كلما كانت قيمة التغير في معامل المتغيرة داخل الأساس أقل من أو 
الحل يبقى ، فإن ∗

 أمثلًا.
𝑎𝑖𝑗∆ نطرح قيمة أقصى نقص -

ولنتفرض أن حاصل الطرح هو  ،𝑎𝑖𝑗معامل المتغيرة داخل الأساس  قيمة من∗
w:أي ، 

𝑤 = 𝑎𝑖𝑗 − ∆𝑎𝑖𝑗
∗  

∗𝑎كلما كانت  يبقى الحل أمثلاً 
𝑖𝑗 ≥ 𝑤 

∗𝑎حيث 
𝑖𝑗 للمتغيرة داخل الأساس تمثل قيمة المعامل الجديد. 

 :ملاحظة
∗𝑎 فإذا أخذت .wبتغير جميع قيم الحل الأمثل تبقى نفسها ما عدا قيمة المتغيرة المكملة للقيد حيث تتغير 

𝑖𝑗 
بواحد في حالة قيد إشارته أقل من  w، فإن قيمة المتغيرة المكملة ستساوي الصفر، وكلما إنخفضت قيمة wالقيمة 

أو يساوي، أو إرتفعت بواحد في حالة قيد إشارته أكبر من أو يساوي، سترتفع قيمة المتغيرة المكملة بقيمة المتغيرة 
المتغيرة المكملة يُمكن أن تكون خارج الأساس عندما  داخل الأساس التي يُدرس حساسية معاملها. ويُلاحظ أيضاً أن

𝑎∗
𝑖𝑗 = 𝑤  حالة التفكك.  ستكون هناكلأنه عند هذه القيمة 

 :في حالة قيد سعر ظله يختلف عن الصفر -2-أ
 الحل الأمثل. يؤدي إلى تغير في القيد داخل الأساس تغير في قيمة معامل المتغيرة أيّ 

 :الأساسمعاملات المتغيرات خارج  -ب
 :في حالة قيد سعر ظله يختلف عن الصفر -1-ب

 ي:للقيد الذي سعر ظله يختلف عن الصفر كما يل خارج الأساس الحقيقية يتم دراسة حساسية معاملات المتغيرات
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 :"أقل من يساوي " إشارته في حالة قيد
𝑎𝑖𝑗∆ونرمز لها بو  الحقيقية خارج الأساس المتغيرة أدنى زيادة ممكنة في معامل قيمة نحسب - 

 كما يلي: ∗

∆𝑎𝑖𝑗
∗ =

Cj-Zj في الصف  الحقيقية خارج الأساس قيمة المتغيرة   

سعر ظل القيد
 

𝑎𝑖𝑗∆ تساوي وهذا يعني أنه كلما كانت قيمة التغير في معامل المتغيرة خارج الأساس أكبر من أو 
الحل ، فإن ∗

 يبقى أمثلًا.
𝑎𝑖𝑗∆وقيمة أدنى زيادة ممكنة فيها  𝑎𝑖𝑗نجمع قيمة معامل المتغيرة خارج الأساس  -

، ولنتفرض أن حاصل الجمع ∗
 ، أي:wهو 

𝑤 = 𝑎𝑖𝑗 + ∆𝑎𝑖𝑗
∗  

∗𝑎كلما كانت  يبقى الحل أمثلاً 
𝑖𝑗 ≥ 𝑤 

∗𝑎حيث 
𝑖𝑗  للمتغيرة خارج الأساس. قيمة المعامل الجديدتمثل 

 :"يساوي  أو من إشارته "أكبر في حالة قيد
𝑎𝑖𝑗∆ونرمز لها بو  الحقيقية خارج الأساس المتغيرة أقصى زيادة ممكنة في معامل قيمة نحسب - 

 كما يلي: ∗

∆𝑎𝑖𝑗
∗ =

Cj-Zj في الصف  الحقيقية خارج الأساس قيمة المتغيرة   

سعر ظل القيد
 

𝑎𝑖𝑗∆ تساوي وهذا يعني أنه كلما كانت قيمة التغير في معامل المتغيرة خارج الأساس أقل من أو 
الحل يبقى ، فإن ∗

 أمثلًا.
𝑎𝑖𝑗∆وقيمة أقصى زيادة ممكنة فيها  𝑎𝑖𝑗نجمع قيمة معامل المتغيرة خارج الأساس  -

، ولنتفرض أن حاصل ∗
 ، أي:wالجمع هو 

𝑤 = 𝑎𝑖𝑗 + ∆𝑎𝑖𝑗
∗  

∗𝑎كلما كانت  الحل أمثلاً يبقى 
𝑖𝑗 ≤ 𝑤 

∗𝑎حيث 
𝑖𝑗  للمتغيرة خارج الأساس. قيمة المعامل الجديدتمثل 

 :"يساوي " إشارته في حالة قيد
ذي على النحو الإما "يساوي" في حالة قيد إشارته  معاملات المتغيرات خارج الأساسقيمة يتم دراسة حساسية 

بر من أو يساوي" "أكقيد إشارته  على النحو الذي تناولناه في حالة يساوي" أو ل من أوتناولناه في حالة قيد إشارته "أق
شارة سعر ظل القيد كما يلي:  حسب حالة دالة الهدف وا 

دالة الهدف في حالة التعظيم وسعر ظل القيد إشارته موجبة أو دالة الهدف في حالة التقليل وسعر الظل القيد  -
 ؛أقل من أو يساوي  إشارته المعاملات على نحو ما تم شرحه في حالة قيدقيمة إشارته سالبة: دراسة حساسية 

دالة الهدف في حالة التعظيم وسعر ظل القيد إشارته سالبة أو دالة الهدف في حالة التقليل وسعر الظل القيد  - 
 ي؛المعاملات على نحو ما تم شرحه في حالة قيد أكبر من أو يساو  قيمة إشارته موجبة: دراسة حساسية
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 :ملاحظات
 أمثلًا؛للبرنامج الخطي عندما يبقى الحل  لا تتغير القيم المثلى -
 سينتج لنا حالة ما لا نهاية الحلول المثلى. wأخذ معامل المتغيرة خارج الأساس للقيمة  -

 :في حالة قيد سعر ظله يساوي الصفر -2-ب
انت إشارة مهما ك على الحل الأمثللا يؤثر  في القيود معاملات المتغيرات خارج الأساسقيمة تغير يحدث في  أيّ 
 القيد.

المتعلقة بدراسة حساسية قيم معاملات المتغيرات داخل الأساس وخارج الأساس التي  جميع الحالات ملاحظة عامة:
 تبقى صحيحة في حالة أن جميع قيم المتغيرات الأساسية في جدول الحل الأمثل تكون أكبر من الصفر. تم تناولها 

 :25 مثال
 ليكن لديك البرنامج الخطي التالي وجدول الحل الأمثل له كما يلي:

 
 
 
 
 
 

bi 
M M 0 0 2 3/2 3 Cj 

𝑋𝑖
𝐵 

𝐶𝑖
𝐵 

R2 R1 S2 S1 X3 X2 X1 

53/5 -1/5 -1/5 1/5 1 7/5 0 0 S1 0 

6/5 -2/5 3/5 -3/5 0 -1/5 0 1 X1 3 

16/5 3/5 -2/5 2/5 0 4/5 1 0 X2 3/2 

 -3/10 6/5 -6/5 0 3/5 3/2 3 Zj 
 

Z=42/5 M+3/10 M-6/5 6/5 0 7/5 0 0 Cj-Zj 

 كما يلي: هذه الأخيرةحسب ترتيب معاملات المتغيرات قيم سنحاول دراسة حساسية 
 : 1Xالمتغيرة 

معامل هذه المتغيرة حسب  قيمة . ويتم دراسة حساسيةداخل الأساس هي متغيرة 1Xالحقيقية متغيرة يُلاحظ أن ال
 القيد الذي تنتمي إليه كما يلي:

 القيد الأول: سعر ظله يساوي الصفر: 
 :كما يلي، مع العلم أن القيد إشارته "أقل من أو يساوي"، معامل المتغيرةقيمة يتم دراسة حساسية 

∆𝑎11
∗ =

S1 قيمة المتغيرة المكملة
X1 قيمة المتغيرة الحقيقية

=

53
5
6
5

=
53

6
 

53أقل من أو تساوي  1Xوهذا يعني أنه كلما كانت قيمة التغير في معامل المتغيرة 

6
 أمثلًا. يبقىالحل ، فإن 

𝑤 = 𝑎11 + ∆𝑎11
∗ = 1 +

53

6
=

59

6
 

s/c 

15≤ 
3

X2+
2

+X
1

X 

10 ≥
3 

+X
2

X2+
1

X3 

12 =
3 

X2+
2

X3+
1

X2
 

X
1
 ≥ 0, X

2
≥ 0, X

3
≥ 0 

3
X2+ 

2
X+3/2

1
X3Z= inM 
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 إذا:
∗𝑎كلما كانت 

11 ≤
59

6
 .أمثلاً ، فإن الحل يبقى 

 
 :6/5القيد الثاني: سعر ظله يساوي  

 سيؤثر على الحل الأمثل.معامل المتغيرة قيمة تغير في  أيّ 
 :-10/3القيد الثالث: سعر ظله يساوي  

 الأمثل.سيؤثر على الحل معامل المتغيرة قيمة  أي تغير في
 : 2Xالمتغيرة 

معامل هذه المتغيرة حسب قيمة . ويتم دراسة حساسية داخل الأساس هي متغيرة 2Xالحقيقية متغيرة يُلاحظ أن ال
 القيد الذي تنتمي إليه كما يلي:

 القيد الأول: سعر ظله يساوي الصفر:
 :من أو يساوي"، كما يليمعامل المتغيرة، مع العلم أن القيد إشارته "أقل قيمة يتم دراسة حساسية 

∆𝑎12
∗ =

S1 قيمة المتغيرة المكملة
X2 قيمة المتغيرة الحقيقية

=

53
5
16
5

=
53

16
 

𝑤 = 𝑎12 + ∆𝑎12 = 1 +
53

16
=

69

16
 

69أقل من أو تساوي  2Xوهذا يعني أنه كلما كانت قيمة التغير في معامل المتغيرة 

16
 أمثلًا. يبقىالحل فإن  

 إذا:
∗𝑎كلما كانت 

12 ≤
69

16
 .أمثلاً  يبقى، فإن الحل 

 :6/5القيد الثاني: سعر ظله يساوي 
 سيؤثر على الحل الأمثل.تغير في معامل المتغيرة  أيّ 

 :-10/3القيد الثالث: سعر ظله يساوي 
 سيؤثر على الحل الأمثل.تغير في معامل المتغيرة  أيّ 

 :3Xالمتغيرة 
معامل هذه المتغيرة حسب  قيمة دراسة حساسية. ويتم الأساس خارج هي متغيرة 3Xالحقيقية متغيرة يُلاحظ أن ال

 القيد الذي تنتمي إليه كما يلي:
 القيد الأول: سعر ظله يساوي الصفر:

 حلًا أمثلًا مهما تغيرت قيمة معامل المتغيرة. يبقىالحل 
 :6/5القيد الثاني: سعر ظله يساوي 

 "، كما يلي:"أكبر أو يساوي إشارته  القيدمع العلم أن ، معامل المتغيرةقيمة يتم دراسة حساسية 
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∆𝑎23
∗ =

𝐶𝑗 − 𝑍𝑗 في الصف 𝑋3 قيمة المتغيرة الحقيقية
سعر ظل القيد

=

7
5
6
5

=
7

6
 

7 تساوي أقل من أو  3Xوهذا يعني أنه كلما كانت قيمة التغير في معامل المتغيرة 
6
 أمثلًا.يبقى الحل فإن  

𝑤 = 𝑎23 + ∆𝑎23
∗ = 1 +

7

6
=

13

6
 

 إذا:
∗𝑎كلما كانت 

23 ≤
13

6
 أمثلا.يبقى ، فإن الحل 

 :-10/3القيد الثالث: سعر ظله يساوي 
 ، مع العلم أن القيد إشارته "يساوي"، ودالة الهدف في حالة التقليل:كما يلي معامل المتغيرةدراسة حساسية  يتم

∆𝑎33
∗ =

𝐶𝑗 − 𝑍𝑗 في الصف 𝑋3 قيمة المتغيرة الحقيقية
سعر ظل القيد

=

7
5

−
3
10

= −
14

3
 

−تساوي أكبر من أو  3Xوهذا يعني أنه كلما كانت قيمة التغير في معامل المتغيرة 
14

3
 الحل يبقى أمثلًا.، فإن 

𝑤 = 𝑎33 + ∆𝑎33
∗ = 2 −

14

3
= −

8

3
 

 إذا:
∗𝑎كلما كانت 

33 ≥ −
8

3
 أمثلًا.، فإن الحل يبقى 

 :إضافة متغيرة جديدة -6-4
 غير على الحل الأمثل من خلال ضربتأثير هذا التعند إضافة متغيرة جديدة إلى البرنامج الخطي، فإننا ندرس 

الإصطناعية في جدول الحل الأمثل كما  أوفي مصفوفة المتغيرات المكملة  ةالجديد ةعمود المتغير قيم معاملات 
 يلي:

 ؛المتغيرة المكملة عمودقيم معاملات  نأخد في حالة قيد أقل من يساوي:
قيم أو  ،-1بعد ضربها في  عمود المتغيرة المكملةقيم معاملات نأخذ إما  في حالة قيد أكبر من أو يساوي:

 المتغيرة الإصطناعية؛ عمودمعاملات 
 عمود المتغيرة الإصطناعية؛قيم معاملات نأخد  في حالة قيد يساوي:

وهنا نكون أمام  ،المتغيرة المُضافة في عمود)السطر الأخير من جدول السمبلكس(  jZ-jCثم يتم حساب قيمة  
 حالتين:

أما  ،فإضافة متغيرة جديدة لا يؤثر على الحل الأمثل ،ا كانت دالة الهدف في حالة التعظيمذإ :سالبة jZ-jCقيمة 
 ؛لوبالتالي ينبغي مواصلة الح ،فهذا يعني أن الحل سيصبح غير أمثل التقليلإذا كانت دالة الهدف في حالة 

 ،سيجعل من الحل غير أمثلفإضافة متغيرة جديدة  ،دالة الهدف في حالة التعظيما كانت ذإ :موجبة jZ-jCقيمة 
دة لن فهذا يعني أن إضافة المتغيرة الجدي التقليلوبالتالي ينبغي مواصلة الحل، أما إذا كانت دالة الهدف في حالة 

 يؤثر على الحل الأمثل.
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على  لن تؤثرفإضافة متغيرة جديدة  ،أو التقليل كانت دالة الهدف في حالة التعظيم سواء :معدومة jZ-jCقيمة 
 حالة ما لا نهائية الحلول المثلى.  الوقوع فيإلى  ستؤديالحل الأمثل، لكن 

 :25 مثال
 التالي )تم حله سابقاً(؟الخطي  للبرنامج( على الحل الأمثل 3Xهو تأثير إضافة متغيرة ثالثة ) ما
 
 
 
 

 كما يلي: 2Rو 1Rفي مصفوفة المتغيرتين الإصطناعيتين  3Xنضرب قيم معاملات عمود المتغيرة 

[
2
3
] [

0
1

7

−1
6

7

] = [

3

7
4

7

] 

 كما يلي: 3Z-3Cونحسب قيمة  نظيف العمود المتحصل عليه إلى جدول الحل الأمثل
bi 

M M 0 0 5 10 3 Cj 

𝑋𝑖
𝐵 

𝐶𝑖
𝐵 

R2 R1 S2 S1 X3 X2 X1 

2 1/7 0 -1/7 0 3/7 1 2/7 X2 10 

2 6/7 -1 -6/7 1 4/7 0 -23/7 S1 0 

 10/7 0 -10/7 0 30/7 10 20/7 Zj 
 

Z=20 M-10/7 M 10/7 0 5/7 0 1/7 Cj-Zj 

 سأمثل بنف ى، فإن الحل يبقالتقليلوبما أن دالة الهدف في حالة  .(75/هي قيمة موجبة ) 3Z-3Cأن قيمة  يُلاحظ
 قيمة دالة الهدف.وقيمها و متغيرات الأساس 
-)  هي 3Z-3Cهذه الحالة تكون قيمة  ففي، 4 هيمعامل المتغيرة المُضافة في دالة الهدف قيمة إذا إفترضنا أن 

إلى الأساس  3xوفي هذه الحالة ينبغي متابعة الحل حيث تدخل المتغيرة ، وبالتالي سيصبح الحل غير أمثل، (2/7
 التالي:في جدول الحل الموالي ويتم الإستمرار في الحل حتى الوصول إلى الحل الأمثل الجديد 

𝑋1 =
2

11
, 𝑋2 = 0, 𝑋3 =

50

11
, 𝑆1 = 0, 𝑆2 = 0,𝑀𝑖𝑛 𝑍 =

206

11
 

 :إضافة قيد جديد -6-5
ل لنا البرنامج ، حيث يتشك)تم حله سابقاً( إفترضنا أننا أضفنا قيداً ثالثاً إلى برنامج خطي يتكون من قيدينإذا 

 الخطي الجديد التالي:
 

 
 
 

s/c 

3
x+5

2
+10x

1
=3xMin Z  

≥10
3

x2+
2

+6x
1

5x 

≥14
3

x+3
2

+7x
1

2x 

≥0
3

x≥0, 
2

x≥ 0, 
1

x 

s/c 

2
+10x

1
Min Z=3x  

≥10
2

+6x
1

5x 

≥14
2

+7x
1

2x 

≥8 
2

+5x
1

x   

≥0
2

x≥ 0, 
1

x 
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في القيد  2و 0التي تم الحصول عليها سابقأ عند حل البرنامج الخطي وهي على التوالي  2Xو 1Xنعوض قيم 
 الثالث المُضاف كما يلي:

𝑋1 + 5𝑋2 ≥ 8 ⇒ 0 + 5(2) ≥ 8 ⇒ 10 ≥ 8 
 وبالتالي فنقطة الحل الأمثل لا تتغير. ،مُحققأن القيد  يُلاحظ

 لنفترض قيداً ثالثاً جديداً آخر حيث يصبح البرنامج الخطي الجديد كما يلي:
 
 
 
 
 

 في القيد الثالث المُضاف كما يلي: 2Xو 1Xنعوض قيم 
𝑋1 + 3𝑋2 ≥ 8 ⇒ 0 + 3(2) ≥ 8 ⇒ 6 ≥ 8 

. ولدراسة تأثير هذا القيد الجديد على الحل الأمثل نقوم أن القيد الثالث الجديد في هذه الحالة غير محقق يُلاحظ
 بما يلي:

 تحويل القيد إلى معادلة كما يلي: يتم
𝑋1 + 3𝑋2 − 𝑆3 + 𝑅3 = 8 

 قيم المتغيرات الحقيقية الأساسية.من جدول الحل الأمثل )قبل إضافة القيد الجديد( نستخرج 
 ، وقيمتها هي كما يلي:2Xأن المتغيرة الحقيقية الوحيدة داخل الأساس هي  يُلاحظ

2

7
𝑋1 + 𝑋2 + 0𝑆1 −

1

7
𝑆2 + 0𝑅1 +

1

7
𝑅2 = 2 ⇒ 𝑿𝟐 = 2 −

2

7
𝑋1 − 0𝑆1 +

1

7
𝑆2 − 0𝑅1 −

1

7
𝑅2 

يمة ق إستنتجناثم  ،في المتغيرات المقابلة لها (2X الأساسية ة)صف المتغير  الأولمعاملات الصف قيم حيث ضربنا 
2X . 

 ل إلى معادلة والمُتحصل عليه سابقاً كما يلي:الجديد المُحوّ  الثالث في القيد 2Xقيمة  الخطوة التالية هي تعويض
 𝑋1 + 3(2 −

2

7
𝑋1 − 0𝑆1 +

1

7
𝑆2 − 0𝑅1 −

1

7
𝑅2) − 𝑆3 + 𝑅3 = 8 

 الثالث الجديد كما يلي: ونتحصل على معادلة القيد
1

7
𝑋1 +

3

7
𝑆2 − 𝑆3 −

3

7
𝑅2 + 𝑅3 = 2 

كما ينبغي أيضاً . إلى الأساس 3R الإصطناعيةالمتغيرة  القيد إلى جدول الحل الأمثل مع إدخال هذانضيف 
وبعد هذه العملية يُلاحظ أن الجدول أصبح غير أمثل، لهذا ينبغي الإستمرار  .3Rو 3Sعمودين الخاصين بو الإضافة 

 في الحل حتى الوصول إلى الحل الأمثل كما يلي:
 
 
 

s/c 

2
+10x

1
=3xMin Z 

 

≥10
2

+6x
1

5x 

≥14
2

+7x
1

2x 

8 ≥
2

x3+
1

x   

≥0
2

x≥ 0, 
1

x 
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 bi النسبة

M M M 0 0 0 10 3 Cj 

𝑋𝑖
𝐵

 
𝐶𝑖

𝐵
 R3 R2 R1 S3 S2 S1 X2 X1 

- 2 0 1/7 0 0 -1/7 0 1 2/7 X2 10 

- 2 0 6/7 -1 0 -6/7 1 0 -23/7 S1 0 

14/3 2 1 -3/7 0 -1 3/7 0 0 1/7 R3 M 

  M 10/7-3/7M 0 -M -10/7+3/7M 0 10 20/7+1/7M Zj 
 

Z=20+2M 0 10/7M-10/7 M M 10/7-3/7M 0 0 1/7-1/7M Cj-Zj 

8 8/3 1/3 0 0 -1/3 0 0 1 1/3 X2 10 

- 6 2 0 -1 -2 0 1 0 -3 S1 0 

14 14/3 7/3 -1 0 -7/3 1 0 0 1/3 S2 0 

  10/3 0 0 -10/3 0 0 10 10/3 Zj 
 

Z=80/3 M-10/3 M M 10/3 0 0 0 -1/3 Cj-Zj 

8 1 0 0 -1 0 0 3 1 X1 3 

30 5 0 -1 -5 0 1 9 0 S1 0 

2 2 -1 0 -2 1 0 -1 0 S2 0 

 3 0 0 -3 0 0 9 3 Zj 
 

Z=24 M-3 M M 3 0 0 1 0 Cj-Zj 

 لي:فيما ي الأمثل، وتتمثل نقطة الحل الأمثل الجديدة بعد إضافة القيد الثالث والجدول الأخير هو جدول الحل
𝑋1 = 8, 𝑋2 = 0, 𝑆1 = 30, 𝑆2 = 2,𝑀𝑖𝑛 𝑍 = 24 

  ما يستوجب ذلك عند إضافة قيد جديد. إذا حصلالسمبلكس للنموذج المقابل  يُمكن تطبيق طريقة ملاحظة:
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 :تمرين مقترح
حدة واحدة و  يتطلب إنتاج باستخدام ثلاثة أنواع من الأقمشة. الملابسثلاثة أنواع من  إنتاج إحدى المؤسسات تريد
 .الأقمشةمن  الثانيالنوع من ومترين  ،الأقمشةالنوع الأول من من  ونصف مترينالنوع الأول من الملابس  من

 متاروثلاثة أ ،الأقمشةمن  الثانيالنوع من متر ونصف إنتاج وحدة واحدة من النوع الثاني من الملابس ويتطلب 
لنوع امن نصف متر  إنتاج وحدة واحدة منه أما النوع الثالث من الملابس فيتطلب .الأقمشةمن  الثالثالنوع  من

 ، ومتر من النوع الثالث من الأقمشة.الأقمشةمن  الثانيالنوع من متر  ،الأقمشةمن  الأول
، مع العلم متر على التوالي 33و، متر 49متر،  60 الأقمشةالأنواع الثلاثة من من  تملك المؤسسة في مخازنها

قمشة أما النوع الثاني من الأ بسهولة، منهويصعب التموين  في السوق  أن النوع الأول من الأقمشة يعرف نذرة حادة
 الثالثالنوع ن أن في حي، تامة وبسهولة ،ويمكن التموين منه في أي وقت ،في السوق  سعرهفيتميز بالوفرة وانخفاض 

 لمخاطر تلفه.فالمؤسسة تريد التخلص من مخزونها منه بسرعة نظراً  ،من الأقمشة
 ،نقدية وحدة 9.5وحدة نقدية،  13بو  الملابسر تكلفة إنتاج وحدة واحدة من كل نوع من الأنواع الثلاثة من تُقدّ 
 15 هيفالملابس  الأنواع الثلاثة مننوع من  كلمن  وحدة واحدة بيع سعر أما .نقدية على التوالي وحدة 11.5و

 نقدية على التوالي. وحدة 13و ،وحدة نقدية 12.5وحدة نقدية، 
 المطلوب:

  أكتب البرنامج الخطي الذي من شأنه تعظيم ربح المؤسسة؟ .1
 س؟بطريقة السمبلك للمؤسسة ربحأوجد التشكيلة المثلى من الأنواع الثلاثة من الملابس لتحقيق أعظم  .2
 ؟1للبرنامج الخطي المتحصل عليه في المطلوب رقم  البرنامج الخطي المقابلأوجد  .3
 ، أوجد أسعار ظل قيود البرنامج الخطي الأولي؟3تم التوصل إليه في المطلوب رقم باستخدام ما  .4
 ؟وحدة نقدية 11.5 من الملابس إلى الثانيسعر بيع النوع  إنخفاضهو تأثير  ما .5
 ؟من الأقمشة الثالثالنوع  منتلف أربعة أمتار هو تأثير  ما .6
أصبح يتطلب مترين من النوع الثاني من  الملابسالنوع الثاني من إنتاج وحدة واحدة من إذا إفترضنا أن  .7

 التغير؟ الأقمشة، ما هو تأثير هذا
، حيث يتطلب إنتاج وحدة واحدة من هذا النوع الملابسإنتاج نوع رابع من  للشروع في إدارة المؤسسة تخطط .8

 ، مع العلم أن الربح المتحقق منمن الأقمشة الثالثمن النوع متر و  ،من الأقمشة الثانيمن النوع ونصف  متر
 . ما هو تأثير هذا التغير؟وحدة نقدية 2.5إنتاج وبيع وحدة واحدة من المنتج الرابع هو 

ة عالية. ونظراً لنذر رابع من الأقمشة ذو جودة ، قررت المؤسسة إستخدام نوع تحسين جودة منتجاتهامن أجل  .9
هذا النوع  ويُستخدممتر فقط.  14لمؤسسة بصعوبة شديدة هذا النوع من الأقمشة وكثرة الطلب عليه، إشترت ا

 ترم إنتاج وحدة واحدة من كل نوع ، حيث يتطلبالملابسوالثالث من  الثانيفي إنتاج النوعين  الأقمشةمن 
 القرار؟. ما هو تأثير هذا على التوالي ونصف متر
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لأنواع ، وأن المقادير المتوفرة من االملابسإذا إفترضنا أن المؤسسة تريد التخلي عن إنتاج النوع الثالث من  .10
تبقى  جميع معطيات المسألة الأخرى وأن أمتار على التوالي،  6أمتار، و 6متر،  15الأقمشة هي الثلاثة من 
    ؟يانيةلتعظيم ربح المؤسسة بالطريقة الب الملابسالنوعين الأول والثاني من  من وجد التشكيلة المثلىكما هي. أ
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 النقل: مشكلة مفهوم -1
اعة  ة بضالمنقولة من أيّ لتحديد عدد الوحدات  تهدف ،البرمجة الخطية من مشاكل خاصةحالة  هيالنقل  مشكلة

و النقل أقل ما يُمكن في حالة كان الهدف ه قيمة تكلفةبحيث تكون ، عرضها إلى الأماكن التي تطلبهامن مصادر 
. التعظيم وه كان الهدففي أقصى حده في حالة  المتحقق من عملية النقل الربح أو العائد تكون قيمةالتقليل، أو 

قل نقطاع  مثلفي العديد من القطاعات و  ،ويُعتمد على مسائل النقل في حل العديد من المشاكل الإقتصادية
تي أن المواصفات الخاصة ال إلاّ ه يُمكن إستخدام طريقة السمبلكس في حل مشاكل النقل، من أنّ  وبالرغم .البضائع
وهناك عناصر ينبغي توفرها في مشاكل النقل  تُمكّننا من إستخدام طرق خاصة أسهل بكثير. مشاكل النقلتتمتع 

 مشكلة النقل: طريقة حلحتى يُمكن حلها باستخدام 
 لكل منها كمية عرض محددة؛ ،مستودعات،...(مواقع التوزيع )مصانع،  -
 لكل منها كمية طلب محددة؛ ،مواقع الطلب )مراكز تجارية، زبائن،...( -
  التوزيع إلى مواقع الطلب؛ مواقعهناك تكلفة )ربح( نقل محددة مسبقاً لنقل البضاعة من  -
  .تساوي تماماً كمية الطلب يجب أن كمية العرض -

 :النقل مشكلةصياغة  -2
 حيث: ،متباعدة أماكنوتقع الوحدات في  ،معينة بضاعة لتوزيعوحدة  mتملك مؤسسة أن  لنفترض

الوحدة الأولى تقوم بعرض الكمية 
1

a؛ 
الوحدة الثانية تقوم بعرض الكمية 

2
a؛ 

. . 

. 
 

 .maتقوم بعرض الكمية  mالوحدة 
 .بالمنابعويُطلق على الوحدات 

 حيث: تقع هذه المناطق في أماكن متباعدة،، حيث بالبضاعة منطقة  nتقوم المؤسسة من خلال وحداتها بتموين
التي تطلبها المنطقة الأولى هي  الكمية

1
b؛ 

التي تطلبها المنطقة الثانية هي  الكمية
2

b؛ 
. 
. . 

 .nbهي  nالتي تطلبها المنطقة  الكمية
 .بالمصابويُطلق على المناطق 

 . ijC هي jإلى المنطقة المراد تموينها  iمن الوحدة  البضاعةتكلفة نقل الوحدة الواحدة من 
 من خلال جدول النقل التالي:ة مشكلة نقل ويُمكن تمثيل أيّ 
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 المصاب 

 المنابع
 nالمصب  . . . 3المصب  2المصب  1المصب 

الكميات 

 المعروضة

 1المنبع 
11X 

C11 

X12 

C12 

X13 

C13 
. . . 

X1n 

C1n 
a1 

        

 2المنبع 
21X 

C21 

X22 

C22 

X23 

C2j 
. . . 

X2n 

C2n 
a2 

        
. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

 mالمنبع 
Xm1 

Cm1 

Xm2 

Cm2 

Xm3 

Cm3 
. . . 

Xmn 

Cmn 
am 

        

الكميات 

 المطلوبة
b1 b2 b3 . . . bn 

 QS  
QD 

لبضاعة افالأول يُظهر التكاليف الوحدوية لنقل  .وينقسم جدول النقل إلى قسمين: جدول التكاليف وجدول التوزيع
إلى المصب  1من المنابع إلى المصاب والمبينة في أعلى كل خانة إلى اليمين، فمثلا نقل وحدة واحدة من المنبع 

أما الثاني فيُظهر  ،وحدة نقدية mnCهي  nإلى المصب  mونقل وحدة واحدة من المنبع  ،وحدة نقدية 11Cهي  1
لبية تويكون المطلوب هو . ل كل خلية إلى اليسارالمنقولة من المنابع إلى المصاب وهي موضحة أسف ijXالكميات 

 بأقل تكلفة كلية ممكنة. ما تعرضه المنابع من خلال بالبضاعة المصاب طلب
 من خلال الشكل التالي:أيضاً  ويُمكن تمثيل مشكلة النقل

  تمثيل مشكلة النقل بيانيا  

 

 

 

 

 

 
 

تكاليف نقل  قطف إستبدالويتم التي هدفها هو تعظيم الربح أو العوائد، السابق على مشكلة النقل  الشرحوينطبق 
 . ijPالربح أو العائد المتحقق من نقل وحدة واحدة من البضاعة ب ijCالوحدة الواحدة من البضاعة 

 ويتم كتابة الصيغة الرياضية لمشكلة النقل حسب الهدف من المشكلة كما يلي:
 

C22 X22 

Xmn Cmn 

C11 X11  1المنبع  

a1 

2المنبع   

a2 

 mالمنبع 

am 

1 المصب  

b1 

2 المصب  

b2 

 n المصب

nb 
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 حالة التقليل: -أ
  مشكلة النقل هي:التكلفة الكلية التي تتحملها المؤسسة من 

𝑀𝑖𝑛 𝑍 = ∑∑𝐶𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑋𝑖𝑗

𝑚

𝑖=1

 

التي يعرضها كل منبع هي:  الكمية     

∑𝑋𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

= 𝑎𝑖        𝑖=1,2,…..,𝑚 

 .عدد المنابع هو mحيث 
 كل مصب هي:  التي يطلبها الكمية

∑𝑋𝑖𝑗

𝑚

𝑖=1

= 𝑏𝑗        𝑗=1,2,…..,𝑛 

 .عدد المصابهو  nحيث 
 كما يلي: التقليل في حالةلمشكلة النقل  وتُكتب الصياغة الرياضية

𝑀𝑖𝑛 𝑍 = ∑∑𝐶𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑋𝑖𝑗

𝑚

𝑖=1

 

𝑆/𝐶

{
 
 
 
 

 
 
 
 ∑𝑋𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

= 𝑎𝑖        𝑖=1,2,…..,𝑚

∑𝑋𝑖𝑗

𝑚

𝑖=1

= 𝑏𝑗        𝑗=1,2,…..,𝑛

∑𝑎𝑖

𝑚

𝑖=1

= ∑𝑏𝑗

𝑛

𝑗=1

             

𝑋𝑖𝑗 ≥ 0                            

 

 التي من شأنها تخفيض التكاليف الكلية إلى أدنى حد. ijXوالمطلوب هو إيجاد القيم 
 حالة التعظيم: -ب

  :هو مشكلة النقلالمؤسسة من  الذي تحققه الربح الكلي

𝑀𝑎𝑥 𝑍 = ∑∑𝑃𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑋𝑖𝑗

𝑚

𝑖=1

 

التي يعرضها كل منبع هي:  الكمية     

∑𝑋𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

= 𝑎𝑖        𝑖=1,2,…..,𝑚 

 عدد المنابع. هو mحيث 
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 كل مصب هي:  التي يطلبهاالكمية 

∑𝑋𝑖𝑗

𝑚

𝑖=1

= 𝑏𝑗        𝑗=1,2,…..,𝑛 

 .عدد المصابهو  nحيث 
 كما يلي: التعظيملمشكلة النقل بصيغة البرمجة الخطية في حالة  النموذج الرياضي ويُكتب

𝑀𝑎𝑥 𝑍 = ∑∑𝑃𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑋𝑖𝑗

𝑚

𝑖=1

 

𝑆/𝐶

{
 
 
 
 

 
 
 
 ∑𝑋𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

= 𝑎𝑖        𝑖=1,2,…..,𝑚

∑𝑋𝑖𝑗

𝑚

𝑖=1

= 𝑏𝑗        𝑗=1,2,…..,𝑛

∑𝑎𝑖

𝑚

𝑖=1

= ∑𝑏𝑗

𝑛

𝑗=1

             

𝑋𝑖𝑗 ≥ 0                            

 

 الوصول بالربح إلى أقصى حد.التي من شأنها  ijXوالمطلوب هو إيجاد القيم 
 : 1مثال 

بهذه المادة من خلال  متباعدةمناطق  4مادة الدقيق بتموين تقوم إحدى المؤسسات المختصة في إنتاج وتوزيع 
من وحدات المؤسسة من مادة الدقيق . طاقة العرض لكل وحدة أيضا المتواجدة في أماكن متباعدة وحداتها الثلاثة

 160طن،  90 فهيطن على التوالي. أما ما تطلبه كل منطقة من مادة الدقيق  180و طن 200طن،  120هي 
 طن على التوالي. 80طن و 170طن، 

تكلفة نقل كل طن من كل وحدة من الوحدات التي تتكون منها المؤسسة إلى كل منطقة موضحة في الجدول التالي 
  )وحدة نقدية(: 

 المناطق
 الوحدات

 4المنطقة  3المنطقة  2المنطقة  1المنطقة 

 8 3 7 4 1الوحدة 
 9 7 5 6 2الوحدة 
 5 7 6 9 3الوحدة 

 : اكتب جدول المسألة؟المطلوب
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 الحل:
 يُكتب جدول مسألة النقل كما يلي:

 المناطق 

   الوحدات  
 4 المنطقة 3 المنطقة 2 المنطقة 1 المنطقة

الكميات 

 المعروضة

 1 الوحدة
11X 

4 

X12 

7 

X13 

3 

X14 

8 
120 

        

 2 الوحدة
21X 

6 

X22 

5 

X23 

7 

X24 

9 
200 

        

 3 الوحدة
X31 

9 

X32 

6 

X33 

7 

X34 

5 
180 

        

الكميات 

 المطلوبة
90 160 170 80 

500  
500 

 المعروضة مع الكمية المطلوبة.كمية الويُلاحظ توفر شرط تساوي 
 حل مشاكل النقل باستخدام الشبكات: -3

عتمد على لا ي النقل. والحل الشبكي لمشاكل النقليُعتبر الأسلوب البياني أحد الطرق المستخدمة لحل مشاكل 
 .الشبكات علىهذه المشاكل  وحل المصفوفات العددية، بل يعتمد على تمثيل

 :الشبكة علىتمثيل مشكلة النقل  -3-1
و الأرباح أ الوحدوية التكاليفو  المطلوبةكميات ال، الكميات المعروضة) مشكلة النقلبيانات  مختلف تمثيل يتم

 كما يلي: على الشبكة (من كل منبع نحو كل مصب الوحدوية
ع بوضع ويتم التعبير عن المنب .من خلال دوائر، كل دائرة تمثل منبع أو مصب المصاب أو المنابع يتم تمثيلها -

ة الطلب كميطاقة العرض بإشارة موجبة داخل الدائرة، في حين يتم التعبير عن المصب بوضع إشارة سالبة أمام 
 داخل الدائرة. ويتم وضع إسم كل منبع وكل مصب داخل الدائرة أو فوق الدائرة.

وهذه الخطوط تعني الطرق أو الممرات أو المسارات  خطوط تمثل إتجاهات الإتصال بين المنابع والمصاب، -
نة أن تمر ويُمكن للشح من كل منبع إلى كل مصب. وحدوي  أو ربح وحدوية بتكلفةالتي يُمكن أن تسلكها البضاعة 
 و المسارين.الممرين أ )ربح( مساوية لمجموع تكلفة )الربح( وبالتالي تصبح التكلفة ،عبر منبع آخر أو مصب آخر

 التعبير عنها بدوائر وخطوط إتصال.من خلال  شروط وقيود مشكلة النقل مباشرة على الشبكةتُعطى  إذا 
 :كما يلي على الشبكة 1ويُمكن تمثيل المثال 
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 والمناطق بحروف لتساعدنا على شرح حل المثال لاحقاً.رة عن ترتيب الوحدات المعبّ  مواستبدلنا الأرقا
 :بطريقة الشبكة حل مشكلة النقل عرض -3-2

  :الأولىالتوزيع إيجاد خطة  -3-2-1
أقل  خطة التوزيع التي تحقق ، أيلهامشكلة النقل على الشبكة هو البحث عن الحل الأمثل  تمثيلإن الهدف من 

يتم و  أقصى ربح في حالة كان الهدف هو التعظيم.التي تحقق تكلفة كلية في حالة كان الهدف هو التقليل، أو 
ن مراحل كل مرحلة مأن البحث عن الحل الأمثل لمشكلة النقل باستخدام الشبكة مباشرة وبالطريقة المرحلية، حيث 

 بقة لها.خطة التوزيع الساأكثر مثلوية من  خطة توزيعتمثل الحل 
 ،لأولىا، أي خطة التوزيع للحل على الشبكة مباشرةالأولية خطة التبدأ عملية البحث عن الحل الأمثل بوضع و 

ف الدنيا ويُراعى في هذه العملية التكالي .بحيث يتم توزيع كامل الكميات المعروضة وتلبية كامل الكميات المطلوبة
ويتم وضع  .في حالة التعظيم أو الإيرادات في حالة التقليل، وأعلى الأرباح والمصاب المنابعفي نقل الشحنات بين 

 هذه الشحنات ضمن أسهم تبين إتجاه الشحنة وحجمها.
 أن تحقق الشروط التالية: خطة توزيع )الخطة الأولى والخطط اللاحقة( يجب على كلو 

 من طرف المصاب؛ المطلوبة الكمية وتلبية كامل ،من طرف المنابع المعروضة الكمية يجب توزيع كامل -
هذا الوصل  ويتمثل ،موصولة مع باقي الشبكة بشحنة واحدة على الأقل شبكة النقليجب أن تكون كل دائرة في  -

 من خلال أسهم الشحنات؛
 يجب أن يكون دائماً مساوياً إلى مجموع عدد الدوائر ناقص واحد؛ شبكة النقلعدد أسهم الشحنات في  -
 بحيث تعود الشحنة إلى نفس المكان الذي خرجت منه؛ ،أن تشكل حلقة مغلقةالأسهم لا يجب  -
جمع الشحنات المارة من نفس الخط في لا يُمكن لدائرتين أن تتصلان بأكثر من سهم واحد، وعند الحاجة تُ  -

   قيمة واحدة فقط توضع على السهم الوحيد للشحنة المارة بين دائرتين.
مع ) كما يلي الأولىالتوزيع خطة يُمكن إيجاد  الذي تم تمثيله على الشبكة 1رقم المثال وبتطبيق ما سبق على 

 (:التذكير أننا في حالة تقليل التكلفة
على والموجودة وحدات نقدية  3 ونجد أن قيمة هذه التكلفة هي ،شبكة النقلنبحث عن أقل تكلفة شحن على  -

طن، في حين أن طاقة العرض  170هي  Fالكمية التي تطلبها المنطقة  .Fالمنطقة و  Aالوحدة  الرابط بينالمسار 
المنطقة بكامل طاقة عرضها، وبالتالي تبقى  Fالمنطقة  Aن الوحدة وّ طن. في هذه الحالة تم 120هي  Aللوحدة 

F  التي تمثل الوحدة طن. ويتم تمثيل هذه العملية من خلال وضع سهم إتجاهه من الدائرة 50في حاجة لكمية A 
 .نط 120، وكمية الشحنة التي يحملها السهم هي F التي تمثل المنطقة نحو الدائرة

على المسار الرابط بين الوحدة  والموجودة وحدات نقدية 4أقل تكلفة شحن موالية تصاعدياً على شبكة النقل هي  -
A والمنطقة D وبما أن الوحدة .A شحنة عبرهكامل طاقة عرضها، فإن هذا المسار لا يمكن تمرير  إستنفدت. 
المسار الرابط بين  والموجودة على مسارين: وحدات نقدية 5هي على الشبكة تصاعدياً شحن موالية  أقل تكلفة -

 كل مسار عبرنحدد الكمية التي يُمكن إمرارها  .Gوالمنطقة  C، والمسار الرابط بين الوحدة Eوالمنطقة  Bالوحدة 
ي تطلبها ، الكمية التالأولمن هذين المسارين ونختار المسار الذي يُمكن إمرار عبره أكبر كمية. فيما يخص المسار 
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طن. إذا  200لأن طاقة عرضها هي  Bطن، وهي كمية يُمكن تلبيتها بالكامل من الوحدة  160هي  Eالمنطقة 
، الكمية التي تطلبها الثانيطن. أما فيما يخص المسار  160هذا المسار هي  عبركمية الشحنة التي يُمكن إمرارها 

طن. إذا  180لأن طاقة عرضها هي  Cطن، وهي كمية يُمكن تلبيتها بالكامل من الوحدة  80هي  Gالمنطقة 
ى المسار وبما أن الشحنة التي يُمكن إمراراها علطن.  80هذا المسار هي  عبركمية الشحنة التي يُمكن إمرارها 

الأول، أي المسار الرابط بين ، إذا نختار المسار الثانيأكبر من الشحنة التي يُمكن إمرارها على المسار  الأول
 يحمل E التي تمثل المنطقة نحو الدائرة B التي تمثل الوحدة نضع سهم يتجه من الدائرة. Eوالمنطقة  Bالوحدة 
 طن. 160شحنة بو 

والموجودة وحدات نقدية  5قيمتها هي نفس قيمة التكلفة الأقل السابقة وهي  تصاعدياً  أقل تكلفة شحن موالية -
الذي لم يتم إختياره في الخطوة السابقة. الكمية التي وهو المسار  ،Gوالمنطقة  Cالرابط بين الوحدة  على المسار

طن. نضع  180التي طاقة عرضها  Cطن يُمكن تلبيتها بالكامل من طرف الوحدة  80وهي  Gتطلبها المنطقة 
 طن. 80شحنة بو  يحمل G التي تمثل المنطقة نحو الدائرة C التي تمثل الوحدة سهم يتجه من الدائرة

 الرابط بين المسار والموجودة على مسارين: وحدات نقدية 6 هيأقل تكلفة شحن موالية تصاعدياً على الشبكة  -
لأن  شحنة عبرهالمسار الأول لا يُمكن إمرار . Dوالمنطقة  Bالوحدة  بين، والمسار الرابط Eوالمنطقة  Cالوحدة 
 Dة التي تطلبها المنطق فالكميةيخص المسار الثاني،  أما فيماتحصلت على كامل الكمية المطلوبة.  Eالمنطقة 

والتي طاقة ، لأن هذه الوحدة، فقططن  40هي  Bتعرضها الوحدة  مازالت طن، في حين أن الكمية التي 90هي 
نحو  Bالتي تمثل الوحدة  يتجه من الدائرة طن. نضع سهم 160بو  Eقامت بتموين المنطقة  طن، 200عرضها 
 طن. 40شحنة بو  يحمل D التي تمثل المنطقة الدائرة
المسار الرابط : مسارات 3 على والموجودة وحدات نقدية 7 هيأقل تكلفة شحن موالية تصاعدياً على الشبكة  -

 .Fوالمنطقة  C، والمسار الرابط بين الوحدة Fوالمنطقة  B، المسار الرابط بين الوحدة Eوالمنطقة  Aبين الوحدة 
الكميتان وزعتا كامل  Bو A الوحدتينلأن  ا أية شحنةملا يُمكن إمرار عبره المسارين الأول والثانيويُلاحظ أن 

 ،الثالث. أما فيما يخص المسار التي تطلبهاكامل الكمية  إستوفت Eالمنطقة ، بالإضافة إلى أن تعرضانها اللتين
، وهي كمية يُمكن تلبيتها Aطن من الوحدة  120بعد أن تحصلت على  ،طن 50مازالت في حاجة لو  Fالمنطقة 

  طن. 80بو  Gنت المنطقة بعد أن موّ  طن 100بو  كميةالتي مازالت تمتلك  Cبالكامل من الوحدة 
 Aالمسار الرابط بين الوحدة وحدات نقدية والموجودة على  8أقل تكلفة شحن موالية تصاعدياً على الشبكة هي  -

ت كامل الكمية التي تعرضها، دإستنف Aلأن الوحدة  شحنة عبره. ويُلاحظ أن هذا المسار لا يُمكن إمرار Gوالمنطقة 
 إستوفت كامل الكمية التي تطلبها.  Gكما أن المنطقة 

على مسارين: المسار الرابط بين والموجودة وحدات نقدية  9أقل تكلفة شحن موالية تصاعدياً على الشبكة هي  -
لأن لا يُمكن إمرار شحنة عبره المسار الأول  .Dوالمنطقة  C، والمسار الرابط بين الوحدة Gوالمنطقة  Bالوحدة 
فيما يخص أما . التي تطلبهاكامل الكمية إستوفت  Gوالمنطقة  ،إستنفدت كامل الكمية التي تعرضها Bالوحدة 

وهي كمية  ،Bطن من الوحدة  40بعد أن تحصلت على ، طن 50مازالت في حاجة لو  D، المنطقة المسار الثاني
 Gكل من المنطقة  موّنتبعد أن  طن 50التي مازالت تملك كمية بو  Cيُمكن الحصول عليها بالكامل من الوحدة 
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التي  نحو الدائرة Cالتي تمثل الوحدة  طن على التوالي. نضع سهم يتجه من الدائرة 50طن و 80بو  Fوالمنطقة 
 . طن 50شحنة بو  يحمل D تمثل المنطقة

تكون الوحدات الثلاثة قد وزعت كامل الكميات التي تعرضها، والمناطق الأربعة قد تحصلت على كامل وبهذا 
 كما هو موضح على شبكة النقل التالية التي تمثل خطة التوزيع الأولى: االتي تطلبهالكميات 

 الأولىخطة التوزيع 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

المقابلة لها على  يةكل شحنة بالتكلفة الوحدو بجمع مضروب  ىالتوزيع الأولخطة وتُحسب قيمة التكلفة الكلية عند 
 كما يلي:نفس المسار 

Min Z = (40 × 6) + (160 × 5) + (50 × 9) + (50 × 7) + (120 × 3) + (80 × 5) =  وحدة نقدية 𝟐𝟔𝟎𝟎
هذه  لشروط والتي سنتحقق من توفرها فيعدد من ا اتوزيع يجب أن تتوفر فيهخطة  ةوكما وضحناه أعلاه، فإن أي

 الخطة:
 ،على كامل الكميات المطلوبة تحصلت جميع المناطقو ، الكميات التي تعرضهاجميع الوحدات وزعت كامل  -

 وبالتالي لا يوجد فائض أو عجز في الكميات المعروضة أو المطلوبة؛
 (؛شحنة) بسهملا توجد أية دائرة غير موصولة  -
 عدد الدوائر التي عددها سبعة ناقص واحد؛ب، أي أسهم 6هو  الأسهمعدد  -
 الأسهم لم تشكل حلقة مغلقة؛ -
 لا توجد دائريتن تتصلان بأكثر من سهم واحد. -

 .ىالتوزيع الأولخطة إذا جميع الشروط متوفرة في 
 :مثلوية خطة التوزيع وتمثيل خطة التوزيع المواليةختبار إ -3-2-2

رة من التوزيع عند كل دائخطة فرضيات  قيمحساب  أولاً  أو لا، ينبغي مثلىتوزيع خطة أية لإختبار ما إذا كانت 
 ف النقلل أن تكون قريبة من تكالي، ويُفضّ نفترض عند إحدى الدوائر قيمة القيم. ولحساب هذه شبكة النقلدوائر 
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طرحها  تكاليف النقل )أرباح النقل( إلى هذه القيمة أوثم نقوم بإضافة  أية قيمة، نفترضلكن يُمكن أن  ،)أرباح النقل(
 أمام كل دائرة.فرضية قيمة لدينا  يجب أن تتوفر، حيث )كما سنبينه أدناه( حسب إتجاه السهممنها 
كقيمة لفرضية الدائرة التي تمثل  10القيمة  ونفترض، الأولىالتوزيع خطة تمثل التي  شبكة النقلرسم  سنعيد 

 :كما يلي فرضيات الدوائرقيم باقي  نحسبثم  ،Aالوحدة 
  .10 القيمةتم إفتراض  :A التي تمثل الوحدة فرضية الدائرةقيمة 
 الدائرة التي تمثل إلى Aالوحدة  الدائرة التي تمثل إتجاه السهم من :Fالمنطقة  التي تمثل دائرةالفرضية قيمة 
فرضية الدائرة التي تمثل المنطقة قيمة وحدات نقدية.  3 هي على هذا المسار ، وتكلفة الشحن الوحدويةF المنطقة

F التي تمثل الوحدة قيمة فرضية الدائرة هي حاصل جمع A 13=3+10 ، أيوتكلفة الشحن الوحدوية. 
 الدائرة التي تمثل إلى C الوحدة الدائرة التي تمثل إتجاه السهم من :Cالوحدة  التي تمثل دائرةالفرضيىة قيمة 
فرضية الدائرة التي قيمة نتحصل على  وحدات نقدية. 7 على هذا المسار هي، وتكلفة الشحن الوحدوية F المنطقة

 .6=7-13 ، أيF التي تمثل المنطقة فرضية الدائرةتكلفة الشحن الوحدوية من قيمة قيمة بطرح  Cتمثل الوحدة 
إلى الدائرة التي تمثل  Cإتجاه السهم من الدائرة التي تمثل الوحدة  :Gالمنطقة  التي تمثل دائرةالفرضية قيمة 

فرضية الدائرة التي تمثل المنطقة قيمة وحدات نقدية.  5، وتكلفة الشحن الوحدوية على هذا المسار هي Gالمنطقة 
G  هي حاصل جمع قيمة فرضية الدائرة التي تمثل الوحدةC  11=5+6وتكلفة الشحن الوحدوية، أي. 

إلى الدائرة التي تمثل  Cإتجاه السهم من الدائرة التي تمثل الوحدة  :Dالمنطقة  التي تمثل دائرةالفرضية قيمة 
فرضية الدائرة التي تمثل المنطقة قيمة وحدات نقدية.  9، وتكلفة الشحن الوحدوية على هذا المسار هي Dالمنطقة 

D  هي حاصل جمع قيمة فرضية الدائرة التي تمثل الوحدةC  15=9+6وتكلفة الشحن الوحدوية، أي. 
إلى الدائرة التي تمثل  B الوحدةإتجاه السهم من الدائرة التي تمثل  :Bالوحدة  التي تمثل دائرةالفرضيىة قيمة 
فرضية الدائرة التي  قيمة وحدات نقدية. نتحصل على 6، وتكلفة الشحن الوحدوية على هذا المسار هي D المنطقة

 .9=6-15، أي Dبطرح قيمة تكلفة الشحن الوحدوية من قيمة فرضية الدائرة التي تمثل المنطقة  Bتمثل الوحدة 
إلى الدائرة التي تمثل  Bإتجاه السهم من الدائرة التي تمثل الوحدة  :Eالمنطقة  تمثلالتي  دائرةالفرضية قيمة 

فرضية الدائرة التي تمثل المنطقة قيمة وحدات نقدية.  5، وتكلفة الشحن الوحدوية على هذا المسار هي Eالمنطقة 
E  هي حاصل جمع قيمة فرضية الدائرة التي تمثل الوحدةB  14=5+9وتكلفة الشحن الوحدوية، أي. 

 كما يلي: بمربعات خضراء أمام كل دائرة شبكة النقلحة على وجميع قيم فرضيات الدوائر موضّ 
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 الأولىالتوزيع خطة 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 فرضيةيمة قمن خلال جمع حاصل ضرب كل  التكلفة الكلية قيمة حساب إستخدام قيم فرضيات الدوائر في ويُمكن

 كما يلي: المقابلة لها، مع المحافظة على الإشارة الجبرية الدائرةبمحتوى  دائرة
Min Z=[10x(120)]+[13x(-170)]+[6x(180)]+[11x(-80)]+[15x(-90)]+[9x(200)]+[14x(-160)] 
  وحدة نقدية 2600 =|2600-|=       

 عليها بقيمتها المطلقة.حيث نأخذ القيمة المتحصل 
ي لا تحمل الت المساراتعلى  بحساب قيم خطة توزيعيتم إختبار مثلوية كل وبعد إيجاد قيم فرضيات الدوائر، 

𝐸𝑖𝑗الشرطجميع الفرضيات  تحققعندما وتكون خطة التوزيع مثلى  ،𝐸𝑖𝑗شحنات يُرمز لها بو  ≥ كان  في حالة  0
𝐸𝑖𝑗التقليل، و الهدف هو ≤  حسب العلاقة التالية: 𝐸𝑖𝑗ويتم حساب قيم  التعظيم. كان الهدف هو في حالة  0

𝑬𝒊𝒋 = 𝑪𝒊𝒋 −  𝑽𝒋 −𝑼𝒊  
 حيث:

ijE:  منمقياس مثلوية التوزيع ( الدائرةi ) الدائرة إلى(j)  ؛ لا يحمل شحنة مسارعلى 
ijC: الدائرة  منالشحن  تكلفة(i )إلى الدائرة (j)  في حالة التعظيم نستبدل و . لا يحمل شحنة مسارعلىijC  بوijP؛  
jV:  قيمة( فرضية الدائرةj)  لا يحمل شحنة مسارعلى. ( والدائرةjتمثل دائرة ) ؛شحنةتتلقى  يمكن أن 
iU:  الدائرة  فرضيةقيمة(i)  لا يحمل شحنة مسارعلى. ( والدائرةiتمثل دائرة يمكن أن تكون مصدر شحنة )؛ 

 خطة شبكة النقل التي تمثل على التي لا تحمل شحنات تم توضيحها باللون الأحمر المسارات) ijEقيم  نقوم بحساب
 : ( كما يليالتوزيع الأولى أعلاه

𝐸𝐴𝐷 = 4 − (15 − 10) = −1 
𝐸𝐴𝐺 = 8 − (11 − 10) = 7 
𝐸𝐴𝐸 = 7 − (14 − 10) = 3 
𝐸𝐶𝐸 = 6 − (14 − 6) = −𝟐 
𝐸𝐵𝐺 = 9 − (11 − 9) = 7 
𝐸𝐵𝐹 = 7 − (13 − 9) = 3 
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 .مثلىغير  الأولىالتوزيع خطة ، وهذا يعني أن CEE=-2و ADE=-1 وهما هناك قيمتين سالبتين يُلاحظ أنو 
 كما يلي:ثانية التوزيع الخطة إعداد يتم و  ،-2وهي  أكبر قيمة سالبةيتم إختيار 

التي  رةالرابط بين الدائو يحمل شحنة  على المسار الذي لا تم حسابهابما أن القيمة السالبة التي تم إختيارها  -
 Cالوحدة  الدائرة التي تمثل إتجاهه من جديد وضع سهم ، فإنه يتمEوالدائرة التي تمثل المنطقة  Cتمثل الوحدة 

لى خطة التوزيع الأو  شبكة النقل التي تمثل )تم تمثيل السهم بخط متقطع على Eالمنطقة  الدائرة التي تمثل نحو
 ؛للتوضيح فقط(

مثل الوحدات التي ت ونجد أن هذه السلسلة تمر بالدوائرالسهم الجديد، البحث عن سلسلة الشحنات التي يغلقها  -
 .C-E-B-D والمناطق

 ،نحدد الأسهم التي لها إتجاه معاكس للسهم الجديدعلى سلسلة الشحنات المتحصل عليها من الخطوة السابقة  -
دائرة السهم المتجه من ال هما للسهم الجديد نجد أن هناك سهمين لهما إتجاه معاكسو . هم يحمل أقل شحنةونحدد أيّ 

والسهم المتجه من الدائرة التي  ،طن 160ويحمل شحنة بو  Eنحو الدائرة التي تمثل المنطقة  Bالتي تمثل الوحدة 
طن  50وبالتالي فإن أقل شحنة هي ، طن 50ويحمل شحنة بو  Dنحو الدائرة التي تمثل المنطقة  Cتمثل الوحدة 

 السهم الثاني.التي يحملها و 
ن تموّ  Cالخطوة السابقة ضمن السهم الجديد، وهذا يعني أن الوحدة كمية الشحنة المتحصل عليها في نضع  -

حها من ونطر  ،الجديدإتجاه السهم ، ثم نقوم بإضافة نفس الكمية إلى الأسهم التي لها نفس طن 50بو  Eالمنطقة 
اقي الأسهم أما ب ،فقط وهذا بالنسبة للأسهم الموجودة ضمن السلسلة الجديدللسهم  الأسهم التي لها إتجاه معاكس

 خارج السلسلة فتبقى بدون تغيير.
 :ةالتوزيع الثانيخطة التالية تمثل  وشبكة النقل

 ةالتوزيع الثانيخطة 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4 

9 

7 

5 6 

9 

7 
5 

6 

8 3 

7 

 G المنطقة
-80 

6 

2 

7 

9 

9 3 

8 

 B الوحدة
+200 

 C الوحدة
+180 

 E المنطقة
-160 

 D المنطقة
-90 

 Aالوحدة 
+120 

 F المنطقة
-170 



  نقلمشاكل ال                                                                                                                           الثاني                                                                                                                       الفصل 

 

- 93 - 

 ويتم حساب قيمة التكلفة الكلية كما يلي:
Min Z = (90 × 6) + (110 × 5) + (50 × 6) + (50 × 7) + (120 × 3) + (80 × 5) = 2500 

 وحدة نقدية. 100ويُلاحظ أن قيمة التكلفة الكلية إنخفضت بو 
معرفة قيمة الإنخفاض في التكلفة الكلية من خلال ضرب كمية الشحنة التي يحملها السهم الجديد أيضاً ويُمكن 
50أي: ، CEEفي قيمة  × (−2) =  وحدة نقدية 100−

خطوات التي باتباع نفس ال لمعرفة ما إذا كانت مثلى أو لا باختبارهانقوم ، ةالتوزيع الثانيخطة بعد الحصول على و 
 .تم شرحها سابقاً 

 :ةالتوزيع الثانيخطة فرضيات قيم حساب 
 .6نفترض القيمة  :Aالوحدة  الدائرة التي تمثلفرضيىة قيمة 
 .F: 6+3=9المنطقة  الدائرة التي تمثلفرضيىة قيمة 
 .C: 9-7=2الوحدة  الدائرة التي تمثلفرضيىة قيمة 
 .G: 2+5=7المنطقة التي تمثل  فرضية الدائرةقيمة 
 .E: 2+6=8المنطقة  الدائرة التي تمثلفرضيىة قيمة 
 .B: 8-5=3 الوحدة الدائرة التي تمثلفرضيىة قيمة 
 .D: 3+6=9 المنطقة الدائرة التي تمثلفرضيىة قيمة 

 الفرضيات كما يلي:قيم باستخدام  لخطة التوزيع الثانية ويُمكن حساب التكلفة الكلية
Min Z= [6x(120)]+[9x(-170)]+[2x(180)]+[7x(-80)]+[8x(-160)]+[3x(200)]+[9x(-90)] 
  وحدة نقدية 2500=|2500-|=        

 :ijEقيم  حساب
𝐸𝐴𝐷 = 4 − (9 − 6) = 1 
𝐸𝐴𝐺 = 8 − (7 − 6) = 7 
𝐸𝐴𝐸 = 7 − (8 − 6) = 5 
𝐸𝐵𝐺 = 9 − (7 − 3) = 5 
𝐸𝐵𝐹 = 7 − (9 − 3) = 1 
𝐸𝐶𝐷 = 9 − (9 − 2) = 2 

 .المثلىالتوزيع خطة  هي ةالتوزيع الثانيخطة  فإن، وبالتالي ijEيُلاحظ أنه لا توجد أية قيمة سالبة لو و 
 إذا:

 :ن تمو   Aالوحدة  -
 .من الدقيق طن 120بو  Fالمنطقة  -

 ن:تمو   Bالوحدة  -
 .من الدقيق طن 90بو  Dالمنطقة  -
 .من الدقيق طن 110بو  Eالمنطقة  -
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 ن:تمو   Cالوحدة  -
 .من الدقيق طن 50بو  E المنطقة -
 .من الدقيق طن 50بو  Fالمنطقة  -
 .من الدقيق طن 80بو  Gالمنطقة  -

 2500ي ه الثلاثة نحو المناطق الأربعة وحداتهاالدقيق من  التي تتحملها المؤسسة من عملية توزيعوالتكلفة الكلية 
 .وحدة نقدية

 :اتملاحظ
نطلق كما يلي: يكون الإنطلاق من الدائرة التي ي عملية تحديد السلسلة التي يغلقها السهم الجديد يُمكن توضيح -

الذي يحتوي بشكل متتابع على أسهم تحمل شحنات حتى نصل إلى السهم  منها السهم الجديد، ثم يتم تتبع المسار
 الذي نهايته تكون عند الدائرة التي إنطلقنا منها. 

فإنه يتم المفاضلة بينهما على أساس أكبر  ،ijE عند حساب قيم (أو أكثر)تساوي أكبر قيمتين سالبتين  عند -
 شحنة يمكن أن يحملها السهم الجديد في كل سلسلة.

 :2 مثال
لمناطق، والأرباح والكميات التي تطلبها ا ،ن الكميات التي تعرضها الوحداتليكن لديك شبكة النقل التالية والتي تبيّ 

، الوحدة من الأرباح : طنمن الكميات )الوحدة المتحققة من شحن الكميات من الوحدات إلى المناطق الوحدوية
 :(الوحدوية: وحدة نقدية

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ؟كلي التي تحقق أعظم ربح خطة التوزيعأوجد  المطلوب:
 الحل:

 طوتين التاليتين:في الخ إلاّ في حالة التعظيم عنها في حالة التقليل  على الشبكات حل مسائل النقل لا تختلف خطوات
 دوية؛الوح الأرباحأعلى  على أساستتم  الأولىعملية توزيع الشحنات على شبكة النقل في خطة التوزيع  -
𝑬𝒊𝒋 شرطالالتوزيع خطة فرضيات قيم عندما تحقق تكون خطة التوزيع مثلى  - ≤ 𝟎. 
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على المسار وحدة نقدية والموجود  12، ونجد أن قيمة هذا الربح هي دوي على الشبكةنبحث عن أعلى ربح وح
طن،  250هي  E. الكمية التي تطلبها المنطقة Eالمنطقة والدائرة التي تمثل  Aالوحدة  الدائرة التي تمثل الرابط بين

بكامل طاقة عرضها،  Eالمنطقة  Aن الوحدة طن. في هذه الحالة تموّ  220هي  Aفي حين أن طاقة عرض الوحدة 
 Aطن(. نضع سهم يتجه من الدائرة التي تمثل الوحدة  220-طن 250طن ) 30في حاجة إلى  Eوتبقى المنطقة 

 طن. 220شحنة بو  يحمل Eنحو الدائرة التي تمثل المنطقة 
 C الوحدة الدائرة التي تمثل على المسار الرابط بينوالموجود وحدة نقدية  11 هو تنازلياً  أعلى ربح وحدوي موالي

 Cطن، في حين أن طاقة عرض الوحدة  230هي  D. الكمية التي تطلبها المنطقة Dالمنطقة والدائرة التي تمثل 
 80كمية بو  C، وتبقى لدى الوحدة Dن بالكامل ما تطلبه المنطقة تموّ  Cطن. في هذه الحالة الوحدة  310هي 
 Dنحو الدائرة التي تمثل المنطقة  Cطن(. نضع سهم يتجه من الدائرة التي تمثل الوحدة  230-طن  310طن )
 طن. 230شحنة بو  يحمل

دة الوح الدائرة التي تمثل على المسار الرابط بينوالموجود  نقدية اتوحد 10 تنازلياً هو أعلى ربح وحدوي موالي
B والدائرة التي تمثل المنطقة D . المنطقة لأن  شحنة عبرههذا المسار لا يُمكن تمرير وD  الكمية إستوفت كامل

 التي تطلبها.
 C الوحدة الدائرة التي تمثل على المسار الرابط بينوالموجود وحدات نقدية  9 هو تنازلياً  أعلى ربح وحدوي موالي

مازالت تملك كمية  Cطن، في حين أن الوحدة  30مازالت في حاجة لو  E. المنطقة Eالمنطقة والدائرة التي تمثل 
كامل الكمية إستوفت قد  Eوبهذا تكون المنطقة  ،طن 30بو  Eالمنطقة  ن تموّ  Cفي هذه الحالة الوحدة  طن. 80بو 

نحو الدائرة  Cطن. نضع سهم يتجه من الدائرة التي تمثل الوحدة  50كمية بو  C، وتبقى لدى الوحدة التي تطلبها
 طن. 30شحنة بو  يحمل Eالتي تمثل المنطقة 

وهذا . Fوالمنطقة  Aعلى المسار الرابط بين الوحدة والموجود وحدات نقدية  8أعلى ربح وحدوي موالي تنازلياً هو 
 الكمية التي تعرضها.إستنفدت كامل  Aلأن الوحدة  شحنة عبرهالمسار لا يُمكن تمرير 

 C الوحدة الدائرة التي تمثل بينعلى المسار الرابط والموجود وحدات نقدية  6أعلى ربح وحدوي موالي تنازلياً هو 
 50مازالت تملك كمية بو  Cطن، في حين أن الوحدة  220في حاجة لو  Fالمنطقة . Fالمنطقة الدائرة التي تمثل و 

إستنفدت كامل طاقة عرضها، قد  Cوبهذا تكون الوحدة  ،طن 50بو  Fالمنطقة  ن تموّ  Cفي هذه الحالة الوحدة  طن.
نحو الدائرة التي  C. نضع سهم يتجه من الدائرة التي تمثل الوحدة طن 170في حاجة لو  F المنطقةتبقى في حين 

 طن. 50شحنة بو  يحمل Fتمثل المنطقة 
 Aالوحدة  الدائرة التي تمثل على المسار الرابط بينوالموجود  وحدات نقدية 5 أعلى ربح وحدوي موالي تنازلياً هو

الكمية التي كامل إستوفت  Dالمنطقة لأن  شحنة عبره. وهذا المسار لا يُمكن تمرير Dالمنطقة الدائرة التي تمثل و 
 .إستنفدت كامل الكمية التي تعرضها Aلوحدة تطلبها، وا

 B الوحدة الدائرة التي تمثل على المسار الرابط بينوالموجود  وحدات نقدية 3أعلى ربح وحدوي موالي تنازلياً هو 
إستوفت كامل الكمية التي  Eعبره لأن المنطقة شحنة . وهذا المسار لا يُمكن تمرير Eالمنطقة الدائرة التي تمثل و 

 .تطلبها
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 Bالوحدة  مثلالدائرة التي ت على المسار الرابط بينوالموجود  وحدتين نقديتينأعلى ربح وحدوي موالي تنازلياً هو 
طن. في  170طاقة عرضها  Bطن، والوحدة  170لو مازالت في حاجة  B. المنطقة Fالمنطقة الدائرة التي تمثل و 

. نضع سهم يتجه Fلمنطقة بكامل طاقة عرضها الكمية المطلوبة المتبقية من طرف ان تموّ  Bالوحدة هذه الحالة 
 طن. 170شحنة بو  يحمل Fنحو الدائرة التي تمثل المنطقة  Bمن الدائرة التي تمثل الوحدة 

 التوزيع الأولى:وشبكة النقل التالية تمثل خطة 
 الأولىخطة التوزيع 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 وقيمة الربح الكلي هي:
Max Z = (220 × 12) + (230 × 11) + (30 × 9) + (50 × 6) + (170 × 2) =  وحدة نقدية 𝟔𝟎𝟖𝟎

س الطريقة التي بنف خطة التوزيع عند كل دائرةحساب قيم فرضيات  أولاً  يتمولإختبار مثلوية خطة التوزيع الأولى 
 نحسبثم  ،Aكقيمة فرضية الدائرة التي تمثل الوحدة  13القيمة  نفترض، حيث 1 حسبنا بها هذه القيم في المثال

قيم علاه )أ  التي تمثل خطة التوزيع الأولى كما هي موضحة في شبكة النقل عند كل دائرة باقي قيم الفرضيات
 المربعات الخضراء(.الفرضيات موضحة في 

 ويُمكن إستخدام قيم الفرضيات لحساب قيمة الربح الكلي كما يلي:
Max Z= [13x(220)]+[ 27x(-230)]+[ 20x(170)]+[ 25x(-250)]+[ 16x310)]+[ 22x(-220)] 
  وحدة نقدية 6080=|6080-|=

 ونأخذ قيمة الربح الكلي بقيمته المطلقة.
 كما يلي: ijEبحساب قيم  ثانياً  نقوم

𝐸𝐴𝐷 = 5 − (27 − 13) = −9 
𝐸𝐴𝐹 = 8 − (22 − 13) = −1 
𝐸𝐵𝐷 = 10 − (27 − 20) = 𝟑 
𝐸𝐵𝐸 = 3 − (25 − 20) = −2 
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خطة  إعداد، وبالتالي ينبغي مثلىغير  الأولىالتوزيع خطة يعني أن  فهذا، 3BDE=بما أن هناك قيمة موجبة وهي 
 التوزيع الثانية كما يلي:

)تم تمثيل السهم  Dنحو الدائرة التي تمثل المنطقة  Bإتجاهه من الدائرة التي تمثل الوحدة  جديد وضع سهم -
 ؛بخط متقطع على شبكة النقل التي تمثل خطة التوزيع الأولى للتوضيح فقط(

البحث عن سلسلة الشحنات التي يغلقها هذا السهم. ونجد أن هذه السلسلة تمر بالدوائر التي تمثل الوحدات  -
 .B-D-C-Fوالمناطق 

 ،نحدد الأسهم التي لها إتجاه معاكس للسهم الجديدعلى سلسلة الشحنات المتحصل عليها في الخطوة السابقة  -
ائرة هما السهم المتجه من الد للسهم الجديد نجد أن هناك سهمين لهما إتجاه معاكسو . يحمل أقل شحنة همأيّ ونحدد 

طن، والسهم المتجه من الدائرة التي  170ويحمل شحنة بو  Fنحو الدائرة التي تمثل المنطقة  Bالتي تمثل الوحدة 
 170طن، وبالتالي فإن أقل شحنة هي  230ويحمل شحنة بو  Dنحو الدائرة التي تمثل المنطقة  Cتمثل الوحدة 

 .الأولالتي يحملها السهم و طن 
تموّن  Bضمن السهم الجديد، وهذا يعني أن الوحدة  كمية الشحنة المتحصل عليها في الخطوة السابقةنضع  -

رحها من ونط ،طن، ثم نقوم بإضافة نفس الكمية إلى الأسهم التي لها نفس إتجاه السهم الجديد 170بو  Dالمنطقة 
خارج لأسهم ا، أما باقي وهذا بالنسبة للأسهم الموجودة ضمن السلسلة الجديدالأسهم التي لها إتجاه معاكس للسهم 

 السلسلة فتبقى بدون تغيير.
 التالية تمثل خطة التوزيع الثانية:وشبكة النقل 

 ةخطة التوزيع الثاني 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 حساب قيمة الربح الكلي:
Max Z = (220 × 12) + (60 × 11) + (170 × 10) + (30 × 9) + (220 × 6) =  وحدة نقدية 𝟔𝟓𝟗𝟎

 وحدة نقدية. 510ويُلاحظ إرتفاع في قيمة الربح الكلي بو 
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في  جديديحملها السهم ال شحنة التيال كميةمعرفة قيمة الإرتفاع في الربح الكلي من خلال ضرب  أيضاً  ويُمكن
170أي: ، BDEقيمة  × 3 =  وحدة نقدية 510
نقوم باختبارها لمعرفة ما إذا كانت مثلى أو لا باتباع نفس الخطوات ، ةالتوزيع الثانيخطة بعد الحصول على و 

مربعات عند كل دائرة )كما هي موضحة في ال قيم فرضيات خطة التوزيع الثانية نحسبالتي تم شرحها سابقاً، حيث 
التي  فرضية الدائرة كقيمة 12الخضراء في شبكة النقل التي تمثل خطة التوزيع الثانية أعلاه(، حيث إفترضنا القيمة 

  كما يلي: ijEثم نحسب قيم  ،E تمثل المنطقة
𝐸𝐴𝐷 = 5 − (14 − 0) = −9 
𝐸𝐴𝐹 = 8 − (9 − 0) = −1 
𝐸𝐵𝐹 = 2 − (9 − 4) = −3 
𝐸𝐵𝐸 = 3 − (12 − 4) = −5 

 مثلى.ال لتوزيع، وبالتالي فخطة التوزيع الثانية هي خطة اijEويُلاحظ أنه لا توجد أية قيمة موجبة لو 
 إذا:

 ن:تمو   Aالوحدة  -
 .طن 220بو  Eالمنطقة  -

 ن:تمو   Bالوحدة  -
 طن. 170بو  Dالمنطقة  -

 ن:تمو   Cالوحدة  -
 .طن 60بو  Dالمنطقة  -
 .طن 30بو  Eالمنطقة  -
 .طن 220بو  Fالمنطقة  -

 وحدة نقدية. 6590هي  الثلاثةالوحدات الثلاثة نحو المناطق  المتحقق من عملية التوزيع من والربح الكلي
 ملاحظات:

كبر أالذي يُمكن إمرار على المسار  الربح الوحدوي ، فإننا نختار أكبر ربحين وحدويين أو أكثر تساوي عند  -
 عبره؛شحنة 

، فإنه يتم المفاضلة بينهما على أساس أكبر ijEعند تساوي أكبر قيمتين موجبتين )أو أكثر( عند حساب قيم  -
 شحنة يمكن أن يحملها السهم الجديد في كل سلسلة؛

ون د عملية الشحن من المصدر نحو المصب مباشرةالسابقين يعالجان  المثالين الأول والثانيوبالرغم من أن 
ه في بعض الأحيان يُمكن أن تتم عملية الشحن من المصدر أنّ  إلاّ  أخرى، مصادرأخرى أو المرور على مصاب 

نحو المصب عبر مصدر أو مصب آخر، وفي هذه الحالة فإن تكلفة الشحن ستساوي مجموع تكلفة المسارين في 
 حالة التقليل، والربح المتحقق من الشحن سيساوي مجموع ربح المسارين.
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 :3 مثال
ليكن لديك شبكة النقل التالية والتي تبيّن الكميات التي تعرضها الوحدات، والكميات التي تطلبها المناطق، والتكاليف 

 التكاليف)الوحدة من الكميات: طن، الوحدة من شحن الكميات من الوحدات إلى المناطق  المترتبة عنالوحدوية 
 :الوحدوية: وحدة نقدية(

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 ؟اإلى أدنى قيمته الكلية : أوجد خطة التوزيع التي تقلل التكلفةالمطلوب
 الحل:

أن الفرق هو إمكانية تموين مناطق من وحدة عبر وحدة أو وحدات  إلاّ لا يختلف حل المسألة عن المثال الأول، 
 دويةالوح أخرى، أو عبر منطقة أو مناطق أخرى، وهو ما يعني أن تكلفة الشحن ستساوي مجموع تكاليف الشحن

 على جميع المسارات التي تمر بها الشحنة.
ه يُمكن تموين منطقة أو ، وهذا يعني أنّ Gو E ،Fأن هناك خطوط إتصال بين المناطق يُلاحظ من شبكة النقل 

 ،مسارات ذات إتجاهين وسنفترض أن المسارات الرابطة بين هذه المناطق هي .أكثر عبر منطقة أخرى أو أكثر
لى أن بمعنى أن المسار الرابط بين منطقتين يُمكن  هذه المسائل  مثلحل  ولفهم .المنطقتين كلتايحمل شحنة من وا 

 جاهينذات إتأن جميع خطوط الإتصال بين الوحدات والمناطق هي مسارات  هذه سنفترض في شبكة النقلأكثر 
 مناطق. إلى وحدات عبرشحنات  مرور إمكانية ، بمعنىأيضاً 

لى المسار ع، ونجد هذه التكلفة تقع على مسار يربط بين وحدة ومنطقة على الشبكة وحدوية شحن أقل تكلفةنحدد 
يتم إهمال تكاليف و  وقيمتها وحدتين نقديتين. D المنطقةوالدائرة التي تمثل  Aالدائرة التي تمثل الوحدة الرابط بين 

الشحن على المسارات الرابطة بين المناطق، في حين يُمكن الأخذ بعين الإعتبار تكاليف الشحن بين الوحدات في 
 كلفة شحن.ل أقل تتشكّ  المُراد تموينها والمنطقة المسارات التي تربط الوحداتحالة كان مجموع تكلفة الشحن على 

 .طن 65بو يحمل شحنة  Dنحو الدائرة التي تمثل المنطقة  Aيتجه من الدائرة التي تمثل الوحدة  نضع سهم
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حدة الو  الدائرة التي تمثل على المسار الرابط بينوالموجودة وحدات نقدية  3هي  تصاعدياً  أقل تكلفة شحن موالية
B  المنطقة والدائرة التي تمثلG . نضع سهم يتجه من الدائرة التي تمثل الوحدةB  نحو الدائرة التي تمثل المنطقة
G  طن. 80يحمل شحنة بو  

حدة الو  الدائرة التي تمثل على المسار الرابط بينوالموجودة  وحدات نقدية 4 هيأقل تكلفة شحن موالية تصاعديا 
B  المنطقة والدائرة التي تمثلD. لأن المنطقة  شحنة عبرهلا يُمكن إمرار  مسارال وهذاD التي  كامل الكمية إستوفت

 تطلبها.
 تطلبهامازالت تببقية الكمية التي  G: يُلاحظ أنه يُمكن تموين المنطقة تكلفة شحنة موالية تصاعدياً  لبحث عن أقلا

 مباشرة أو عبر من الوحدات الأخرى  تموينهامما لو تم  أقل شحن بتكلفة Bعبر الوحدة  Cطن من الوحدة  20وهي 
 Cلوحدة ا الدائرة التي تمثل على المسار الرابط بين الوحدويتين الشحن تيحيث يبلغ مجموع تكلف ،مناطق أخرى 

وحدات  G 5المنطقة والدائرة التي تمثل  Bالوحدة  الدائرة التي تمثل والمسار الرابط بين ،Bالوحدة والدائرة التي تمثل 
يحمل شحنة بو  Bنحو الدائرة التي تمثل الوحدة  Cنضع سهم يتجه من الدائرة التي تمثل الوحدة  .(3+2)أي  نقدية
نحو الدائرة التي تمثل  Bل في قيمة الشحنة التي يحملها السهم المتجه من الدائرة التي تمثل الوحدة طن، ونعدّ  20

 طن. 100طن إلى  80من  Gالمنطقة 
حدة الو  الدائرة التي تمثل على المسار الرابط بينوالموجودة وحدات نقدية  6أقل تكلفة شحن موالية تصاعدياً هي 

C  المنطقة والدائرة التي تمثلE. يتجه من الدائرة التي تمثل الوحدة  نضع سهمC  نحو الدائرة التي تمثل المنطقة
E  طن 50بو يحمل شحنة. 

حدة الو  الدائرة التي تمثل على المسار الرابط بينوالموجودة وحدات نقدية  7هي تصاعدياً أقل تكلفة شحن موالية 
A  المنطقة والدائرة التي تمثلF.  نضع سهم يتجه من الدائرة التي تمثل الوحدةA  نحو الدائرة التي تمثل المنطقةF 

 طن. 60يحمل شحنة بو 
طن،  25التي مازالت في حاجة لو  Eالمنطقة جميع المناطق إستوفت كامل الكمية المطلوبة ماعدا يُلاحظ أن 

عبر المنطقة  Aمن الوحدة وحدة نقدية، أو  11بتكلفة شحن وحدوية بو  A وهي كمية يُمكن تلبيها مباشرة من الوحدة
F الدائرة التي المسار الرابط بين على الوحدويةالشحن  تكلفة)مجموع وحدات نقدية  10بو  وحدوية تكلفة شحنب 

 الدائرة التي تمثل المسار الرابط بينوتكلفة الشحن الوحدوية على  ،Fالمنطقة والدائرة التي تمثل  Aالوحدة  تمثل
نعدّل في قيمة وبما أننا سنختار تكلفة الشحن الوحدوية الأقل، فإننا  .(Eالمنطقة والدائرة التي تمثل  Fالمنطقة 

طن  60من  Fنحو الدائرة التي تمثل المنطقة  Aالشحنة التي يحملها السهم المتجه من الدائرة التي تمثل الوحدة 
بو  يحمل شحنة Eنحو الدائرة التي تمثل المنطقة  Fسهم يتجه من الدائرة التي تمثل المنطقة  طن، ونضع 85إلى 
 طن. 25

 توزيع الأولى:وشبكة النقل التالية تمثل خطة ال
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 الأولىخطة التوزيع 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 وحدة نقدية 1440التكلفة الكلية: 
 :الأولى حساب قيم فرضيات خطة التوزيع

)كما هي مبينة في المربعات الخضراء على شبكة النقل التي  نحسب قيم فرضيات خطة التوزيع عند كل دائرة
 .Aكفرضية الدائرة التي تمثل الوحدة  0، حيث إفترضنا القيمة تمثل خطة التوزيع الأولى أعلاه(

  :ijEحساب قيم 
هي مسارات أحادية،  الدوائرالمسارات الرابطة بين على أساس أن  ijEتم حساب قيم  ينالسابق 2و 1المثالين في 

ات الإتجاهين، ذ المسارات لكن في حالة المسار الرابط بين دائرتين يُمكن نقل شحنة عبره في إتجاه واحد. بمعنى أن
 حسب العلاقة التالية: ijEيتم حساب قيم  ،إمكانية تمرير شحنة من دائرة نحو أخرى أو العكس بمعنى

𝑬𝒊𝒋 = 𝑪𝒊𝒋 −  𝑽𝒋 −𝑼𝒊  
 حيث:

ijE:  من الدائرةمقياس مثلوية التوزيع (i ) إلى الدائرة(j)  لا يحمل شحنة؛  مسارعلى 
ijC: من الدائرة كلفة الشحن ت(i ) إلى الدائرة(j) وفي حالة التعظيم نستبدل على مسار لا يحمل شحنة .ijC  بوijP ؛ 
jV:  يحمل شحنة؛ الذي لا المسارقيمة الفرضية الكبيرة على 
iU:  لا يحمل شحنة؛  الذي المسارقيمة الفرضية الصغيرة على 
( وليس العكس. وللتبسيط أكثر، j( نحو الدائرة )iسيكون إتجاه السهم الجديد في خطة التوزيع الموالية من الدائرة )و 
 .بيرةك التي قيمة فرضيتهاإلى الدائرة  صغيرة التي قيمة فرضيتهامن الدائرة  سيكون السهم إتجاه فإن 
في )بما  2و1في المثالين  كما تم تناوله سابقاً  ijE، فيتم حساب قيم ذات الإتجاه الواحدأما في حالة المسارات  
  .منطقة(و منطقة  بينحدة أو وو وحدة  الرابط بينالمسار ذو الإتجاه الواحد  ذلك
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 كما يلي: ijEويتم حساب قيم 
𝐸𝐴𝐺 = 9 − (9 − 0) = 0 

𝐸𝐴𝐸 = 11 − (10 − 0) = 1 
𝐸𝐺𝐸 = 2 − (10 − 9) = 1 
𝐸𝐹𝐺 = 1 − (9 − 7) = −𝟏 
𝐸𝐶𝐺 = 10 − (9 − 4) = 5 
𝐸𝐵𝐷 = 4 − (6 − 2) = 0 

، فهذا يعني أن خطة التوزيع الأولى غير مثلى، وبالتالي ينبغي إعداد خطة FGE=-1وهي  سالبةبما أن هناك قيمة 
 . 2و 1على النحو الذي تم شرحه في المثالين التوزيع الثانية 

 وشبكة النقل التالية تمثل خطة التوزيع الثانية:
 الثانيةخطة التوزيع 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 وحدة نقدية 1420التكلفة الكلية: 
 حساب قيم فرضيات خطة التوزيع الثانية:

)كما هي مبينة في المربعات الخضراء على شبكة النقل التي  نحسب قيم فرضيات خطة التوزيع عند كل دائرة
 .Aكفرضية الدائرة التي تمثل الوحدة  0، حيث إفترضنا القيمة تمثل خطة التوزيع الثانية أعلاه(

 :Eijحساب قيم 
𝐸𝐴𝐺 = 9 − (8 − 0) = 1 

𝐸𝐴𝐸 = 11 − (10 − 0) = 1 
𝐸𝐺𝐸 = 2 − (10 − 8) = 0 
𝐸𝐶𝐵 = 2 − (5 − 4) = 1 
𝐸𝐶𝐺 = 10 − (8 − 4) = 6 
𝐸𝐷𝐵 = 4 − (5 − 2) = 1 
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 خطة التوزيع الثانية هي خطة التوزيع المثلى.فإن ، ijEوبما أنه لا توجد قيم سالبة لو 
 إذا:

 ن:تمو   Aالوحدة  -
 طن. 65بو  Dالمنطقة  -
 طن. 60بو  Fالمنطقة  -
 طن. 5بو  Eالمنطقة  -
 طن. 20بو  Gالمنطقة  -

 ن:تمو   Bالوحدة  -
 طن. 80بو  Gالمنطقة  -

 ن:تمو   Cالوحدة  -
 .طن 70بو  Eالمنطقة  -

 وحدة نقدية. 1420هي  الأربعةعملية التوزيع من الوحدات الثلاثة نحو المناطق والتكلفة الكلية المترتبة عن 
 ابمصأخرى و/أو عبر  منابععبر  من منابع مصابتتضمن تموين التي  على الشبكات إن حل مسائل النقل

المسارات ذات الإتجاهين بين  عدد، والمصاب المنابعحسب عدد أخرى يُمكن في بعض الأحيان أن تكون معقدة 
 المنابع والمصاب، وبين المنابع أو المصاب نفسها.

  :حالات خاصة -3-3
  :الطلبو تساوي العرض  تحقق شرط عدم -أ

وهو  ه في الحياة العملية قلما يتحقق هذا الشرط،أنّ  إلاّ إن التوازن بين العرض والطلب هو شرط لحل مسائل النقل، 
ما كحسب الحالة من خلال إضافة منابع وهمية أو مصاب وهمية  لخلق التوازن المسائل  هذه ما يستدعي تعديل

 يلي:
  :العرضأكبر من  الطلب -1-أ

ومجموع  هي قيمة الفرق بين مجموع الطلب المنبعهذا  وهمي، والكمية التي يعرضها منبعيتم في هذه الحالة إضافة 
كما  ،فنفترضها تكاليف أو أرباح صفرية إلى أي مصب المنبعمن هذا  أو أرباح النقل تكاليف النقلو العرض، 

 الوهمي يُمكن أن يموّن جميع المناطق.  المنبعنفترض أن هذا 
  :الطلبأكبر من  العرض -2-أ

 لعرضاهي قيمة الفرق بين مجموع  هذا المصب يتم في هذه الحالة إضافة مصب وهمي، والكمية التي يطلبها
، صفرية احأو أرب فنفترضها تكاليف من أي منبع إلى هذا المصب أو أرباح النقل النقلتكاليف و ، الطلبومجموع 

 كما نفترض أن هذا المصب يُمكن أن يتلقى شحنة من أيّ منبع.
إلى  د الوصولوعن ،، يتم حل مسألة النقل بشكل عادي على الشبكةبين العرض والطلب وبعد تحقيق شرط التوزان

اب تحصلت عليها المص يتم إهمال الكميات المنقولة من المصدر الوهمي، أو الكميات التي المثلىالتوزيع خطة 
  الوهمية.
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  :(الدورانية) حالة التفكك -ب
حالة وفي هذه ال ،واحدالشحنات أقل من عدد الدوائر ناقص  الأسهم التي تحملهذه الحالة عندما يكون عدد  تقع

ة ، مع إفتراض أن كميواحدعدد الدوائر ناقص بمساواة عدد الأسهم حتى يتحقق شرط  سهم أو أكثريتم إضافة 
خطط أو  ولىالأالتوزيع  خطة في حالة التفكك يُمكن أن تقعو  قيمتها صفر. المُضاف الشحنة التي يحملها السهم

لمنابع ، تحدث حالة التفكك عندما تتم عملية توزيع البضاعة من االأولىففيما يتعلق بخطة التوزيع  الموالية. التوزيع
لة تحدث حا أما في خطط التوزيع الموالية، ،أقل من عدد الدوائر ناقص واحد أسهمنحو المصاب وينتج لنا عدد 

م هضمن السلسلة التي تغلق هذا الس عندما يكون هناك سهمين أو أكثر لهما إتجاه معاكس للسهم الجديد التفكك
 تحمل نفس أصغر شحنة.

 :وجود أكثر من حل لمشكلة النقل -ج
، فهذا يعني أن هناك أكثر رتساوي الصفأو أكثر  ijEقيم إذا كانت إحدى  وصول إلى خطة التوزيع المثلى،عند ال

، وهذا يعني 0GEE=أن قيمة أعلاه  3ويُلاحظ من المثال  كلها نفس قيمة دالة الهدف. تعطيمن خطة توزيع مثلى 
 قيمة التكلفة الكلية.خطة توزيع مثلى أخرى بدون تغير سينتج  Gعبر المنطقة  Eأن إمرار شحنة نحو المنطقة 

 :(حول الحالة الخاصة الأولى) :4 مثال
 (: وحدة نقديةالوحدوية ، الوحدة من التكاليف: طنمن الكميات )الوحدة :ليكن لديك شبك النقل التالية

 
 
 
 
 
 
 

 
 

تم تمع العلم أن عملية التوزيع من الوحدات نحو المناطق أقل تكلفة كلية،  التي تُحققالتوزيع خطة أوجد  المطلوب:
 مباشرة بدون المرور على وحدات أو مناطق أخرى؟

 الحل:
يُلاحظ أن الكمية المطلوبة من المناطق الثلاثة تتجاوز كمية ما تعرضه الوحدات الثلاثة. ولتحقيق التوازن بين 

طن )الفرق  120 هيطاقة عرضها  ،Dت المعروضة يتم إضافة وحدة وهمية نرمز لها بو الكميات المطلوبة والكميا
وم مختلف المناطق هي تكاليف صفرية. ونقمنها نحو بين كمية الطلب وكمية العرض(، وتكاليف الشحن الوحدوية 

 .Gو E ،Fأيضا بإعادة ترميز المناطق على الترتيب بو 
 ويكون حل المسألة كما يلي:
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 ولىالتوزيع الأ خطة 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

 وحدة نقدية. 2365 الكلية:التكلفة 
 :𝐸𝑖𝑗 حساب قيم

𝐸𝐴𝐸 = 6 − (18 − 12) = 0 
𝐸𝐴𝐹 = 5 − (14 − 12) = 3 
𝐸𝐶𝐹 = 8 − (14 − 14) = 8 
𝐸𝐶𝐺 = 7 − (15 − 14) = 6 
𝐸𝐷𝐸 = 0 − (18 − 14) = −𝟒 
𝐸𝐷𝐺 = 0 − (15 − 14) = −1 

 ةالثانيالتوزيع خطة 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

 وحدة نقدية. 2265 التكلفة الكلية:
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 :𝐸𝑖𝑗حساب قيم 
𝐸𝐴𝐸 = 6 − (14 − 12) = 4 
𝐸𝐴𝐹 = 5 − (14 − 12) = 3 
𝐸𝐶𝐹 = 8 − (14 − 10) = 4 
𝐸𝐶𝐺 = 7 − (15 − 10) = 2 
𝐸𝐵𝐸 = 9 − (14 − 9) = 4 

𝐸𝐷𝐺 = 0 − (15 − 14) = −𝟏 
 ةالثالثالتوزيع خطة 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 وحدة نقدية. 2170 التكلفة الكلية:
 :𝐸𝑖𝑗حساب قيم 

𝐸𝐴𝐸 = 6 − (13 − 10) = 3 
𝐸𝐴𝐹 = 5 − (12 − 10) = 3 
𝐸𝐶𝐹 = 8 − (12 − 9) = 5 
𝐸𝐶𝐺 = 7 − (13 − 9) = 3 
𝐸𝐵𝐸 = 9 − (13 − 7) = 3 
𝐸𝐷𝐹 = 0 − (12 − 13) = 1 

فإن تموينها لكل من المنطقتين  هي وحدة وهمية، Dوبما أن الوحدة  .فخطة التوزيع الثالثة هي الخطة المثلى ،وعليه
E وG  الوحدة  نت بهاالتي موّ  الكمياتهو تموين وهمي، وبالتالي فإنD  المنطقتينE وG  95طن و 25وهي 

  فيما يلي:خطة التوزيع الحقيقية  وتتمثلطن على التوالي تُعتبر عجز بالنسبة للمنطقتين. 
 ن:تمو   Aالوحدة  -

 طن. 100بو  Gالمنطقة  -
 ن:تمو   Bالوحدة  -

 طن. 230بو  Fالمنطقة  -
 طن. 60بو  Gالمنطقة  -
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 ن:تمو   Cالوحدة  -
 .طن 90بو  Eالمنطقة  -
 وحدة نقدية. 2170عملية التوزيع من الوحدات الثلاثة نحو المناطق الثلاثة هي  الكلية المترتبة عنوالتكلفة 

 :(حول الحالة الخاصة الثانية) :5 مثال
 )الوحدة من الكميات: طن، الوحدة من الأرباح الوحدوية: وحدة نقدية(ليكن لديك شبكة النقل التالية: 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
و مع العلم أن عملية التوزيع من الوحدات نح، لشبكة النقل ربح كلي أعظم التي تُحققالتوزيع خطة أوجد المطلوب: 

 مباشرة بدون المرور على وحدات أو مناطق أخرى؟المناطق تتم 
 الحل:

ما  (،شحنات 4فقط ) أسهم 4نتج عن هذه العملية  ه بعد إتمام عملية التوزيع من الوحدات إلى المناطقيُلاحظ أنّ 
 . وينبغي في هذه الحالة وضع سهم يحملواحديعني عدم توفر شرط أن يكون عدد الأسهم هو بعدد الدوائر ناقص 

رها شحنة إمرار عبحتى يتحقق الشرط المذكور. وهناك العديد من المسارات التي يُمكن  قيمتها صفرشحنة وهمية 
 هذه المسارات لتقليص عدد خطط بينالمفاضلة  ه يُمكنأنّ  إلاّ ه يُمكن إختيار أي مسار، . وبالرغم من أنّ وهمية
لى إحدى بوضع السهم الجديد كل مرة ع . وتتم عملية المفاضلةوالوصول بشكل أسرع لخطة التوزيع المثلى ،التوزيع

مكنة قيمة الزيادة الم حسابو  تحملها الأسهم المعاكسة للسهم الجديدأقل شحنة  تحديد ، ثمijEقيم وحساب  ،المسارات
 في الربح الكلي في خطة التوزيع الثانية كما يلي:

 ijEقيمة موجبة لو  سنجد أن أكبر :Dبالدائرة التي تمثل المنطقة  Aالوحدة الدائرة التي تمثل المسار الذي يربط  -
. وضع السهم الجديد على 0، وأقل شحنة تحملها الأسهم المعاكسة للسهم الجديد على السلسلة هي DBE=2هي 

 التوزيع الثانية، إلّا أن الإستمرار في الحل سيوصلنا إلىهذا المسار سوف لن يغير من قيمة الربح الكلي في خطة 
 خطة التوزيع المثلى.

 ijEقيمة موجبة لو  سنجد أن أكبر: Eبالدائرة التي تمثل المنطقة  Aالمسار الذي يربط الدائرة التي تمثل الوحدة  -
. وضع السهم الجديد على 0، وأقل شحنة تحملها الأسهم المعاكسة للسهم الجديد على السلسلة هي 2DBE=هي 
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هذا المسار سوف لن يغير من قيمة الربح الكلي في خطة التوزيع الثانية، إلّا أن الإستمرار في الحل سيوصلنا إلى 
 خطة التوزيع المثلى.

هي  ijEقيمة لو  سنجد أن أكبر: Dبالدائرة التي تمثل المنطقة  Bالمسار الذي يربط الدائرة التي تمثل الوحدة  -
=1CFE،  وضع السهم الجديد على  طن. 230وأقل شحنة تحملها الأسهم المعاكسة للسهم الجديد على السلسلة هي

 (.230x1وحدة نقدية ) 230هذا المسار سيؤدي إلى إرتفاع قيمة الربح الكلي في خطة التوزيع الثانية بو 
 ijEقيمة موجبة لو  سنجد أن أكبر: Eبالدائرة التي تمثل المنطقة  Bالمسار الذي يربط الدائرة التي تمثل الوحدة  -

. وضع السهم الجديد على 0، وأقل شحنة تحملها الأسهم المعاكسة للسهم الجديد على السلسلة هي 3DBE=هي 
 التوزيع الثانية، إلّا أن الإستمرار في الحل سيوصلنا إلىهذا المسار سوف لن يغير من قيمة الربح الكلي في خطة 

 خطة التوزيع المثلى.
هي  ijEقيمة لو  سنجد أن أكبر: Fبالدائرة التي تمثل المنطقة  Cالمسار الذي يربط الدائرة التي تمثل الوحدة  -

=1BDE،  السهم الجديد على  وضعطن.  230وأقل شحنة تحملها الأسهم المعاكسة للسهم الجديد على السلسلة هي
 (.230x1وحدة نقدية ) 230هذا المسار سيؤدي إلى إرتفاع قيمة الربح الكلي في خطة التوزيع الثانية بو 

بالدائرة التي تمثل المنطقة  Bه يُمكن إختيار إما المسار الذي يربط الدائرة التي تمثل الوحدة ومما سبق يتضح أن
D الذي يربط الدائرة التي تمثل الوحدة ، أو المسارC  بالدائرة التي تمثل المنطقةF لأن وضع السهم الجديد في ،

 وحدة نقدية في خطة التوزيع الثانية. 230أي من المسارين سيؤدي إلى إرتفاع قيمة الربح الكلي بو 
الدائرة التي تمثل الوحدة ط في المسار الذي يرب 0سنختار وضع السهم الذي يحمل الشحنة الوهمية التي قيمتها 

C  بالدائرة التي تمثل المنطقةF. 
 خطة التوزيع الأولى

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 نقدية. وحدة 4790الربح الكلي: 
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 :𝐸𝑖𝑗حساب قيم 
𝐸𝐴𝐷 = 6 − (8 − 1) = −1 
𝐸𝐴𝐸 = 7 − (9 − 1) = −1 
𝐸𝐵𝐷 = 6 − (8 − 3) = 𝟏 
𝐸𝐵𝐸 = 4 − (9 − 3) = −2 

 الثانيةخطة التوزيع 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 وحدة نقدية. 5020الربح الكلي: 
 :𝐸𝑖𝑗حساب قيم 

𝐸𝐴𝐷 = 6 − (9 − 1) = −2 
𝐸𝐴𝐸 = 7 − (9 − 1) = −1 
𝐸𝐵𝐸 = 4 − (9 − 3) = −2 
𝐸𝐶𝐷 = 8 − (9 − 0) = −1 

 ، حيث:هي الخطة المثلى الثانيةفخطة التوزيع وعليه، 
 ن:تمو   Aالوحدة  -

 طن. 170بو  Fالمنطقة  -
 ن:تمو   Bالوحدة  -

 طن. 230بو  Dالمنطقة  -
 طن. 20بو  Fالمنطقة  -

 ن:تمو   Cالوحدة  -
 .طن 150بو  Eالمنطقة  -
 .طن 230بو  Fالمنطقة  -

  وحدة نقدية. 5020 هوعملية التوزيع من الوحدات الثلاثة نحو المناطق الثلاثة  من والربح الكلي المتحقق
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 تمارين مقترحة:
 التمرين الأول:

 والكميات. طاقة عرض كل وحدة السكر بمادةعبر ثلاثة وحدات إنتاجية ثلاثة مناطق  إحدى المؤسسات ن تموّ 
حة نحو كل منطقة موضّ  إنتاجية من كل وحدة وحدة من السكركل  المتحقق من شحن والربح التي تطلبها كل منطقة

 :الربح المتحقق من شحن كل وحدة من مادة السكر، كلغ 100= من مادة السكر)الوحدة  النقل التالية: شبكةعلى 
 (نقدية وحدة
 
 
 
 
 
 
 

 
 ؟عند هذه الخطة الكلي ، وما هي قيمة الربحأعظم ربح للمؤسسة تُحقق التيالتوزيع خطة أوجد  المطلوب:

 التمرين الثاني:
. طاقة عرض كل وحدة وكميات زيت المائدةإحدى المؤسسات عبر ثلاثة وحدات إنتاجية ثلاثة مناطق بمادة  ن تموّ 

ة على حمن كل وحدة إنتاجية نحو كل منطقة موضّ  زيت المائدةوحدة من وتكلفة شحن كل كل منطقة  التي تطلبها
 10: زيت المائدةة شحن كل وحدة من مادة تكلف، لتر 1000=  زيت المائدة)الوحدة من مادة  شبكة النقل التالية:

 (وحدات نقدية
 
 
 
 
 
 
 

 
 ؟الخطة هعند هذالتكلفة الكلية ، وما هي قيمة اأدنى تكلفة للمؤسسة تُحقق التيالتوزيع خطة أوجد  المطلوب:
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 التمرين الثالث:
تكون منهما ت عبر وحدتين البضاعةثلاثة مناطق بهذه  تموّن  في تعبئة وتوزيع المياه المعدنية مختصة مؤسسة
 100وحدة، وكمية طلب كل منطقة من المياه المعدنية )الوحدة من المياه المعدنية:  كل عرض. طاقة المؤسسة

   شبكة النقل التالية:  علىحة لتر(، وأرباح الشحن الوحدوية )الوحدة: وحدة نقدية( موضّ 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 المطلوب:

، وأن خطوط الإتصال بين الوحدات هي مسارات ذات إتجاهين المناطقإذا علمت أن خطوط الإتصال بين 
 ليربح ك أعظم التي تُحققالتوزيع خطة أوجد والمناطق هي مسارات ذات إتجاه واحد )من الوحدات نحو المناطق(، 

 ؟للمؤسسة
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:الثالثالفصل   
مدخل للبرمجة غير الخطية 

 بقيود أو بدون قيود 
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 :inear Programl-Nonالخطي غير البرنامج  مفهوم -1

جميع البرامج التي تم تناولها في الفصل الأول هي من النوع الخطي، بمعنى أن المتغيرات أسها مرفوع إلى الدرجة 
واحد، إلّا أن الواقع الإقتصادي يشير إلى أن العديد من العلاقات الإقتصادية تتمثل في معادلات غير خطية، 

 وبالتالي تتطلب معالجات خاصة. 
 أكثر من علاقة في صورة غير خطية. إذا تم صياغة علاقة أو أنه برنامج غير خطييتم إعتبار البرنامج بو 

جميع أو بعض متغيرات العلاقة الإقتصادية أساً أعلى من  خر، فإنه في العلاقات غير الخطية تحملوبمعنى آ
 والعلاقات غير الخطية لا تشكل خطاً مستقيماً.الدرجة الأولى. 

 منها:نذكر و  .الخطيةصيغ الدوال غير وتتنوع 
ƒ(𝑋)ر عنها بالصيغة التالية: : ويُعبّ Quadratic Functionالدالة التربيعية  - = 𝑎𝑋2 + 𝑏𝑋 + 𝑐 
ƒ(𝑋)ر عنها بالصيغة التالية: : ويُعبّ Cubic functionالدالة التكعيبية  - = 𝑎𝑋3 + 𝑏𝑋2 + 𝑐𝑋 + 𝑑 
ƒ(𝑋) التالية:: يُمكن كتابتها بالصيغة Logarithmic functionالدالة اللوغاريتمية  - = log𝑏 𝑥 
ƒ(𝑋): يُمكن كتابتها بالصيغة التالية: Exponential functionالدالة الأسية:  - = 𝑏𝑥  

ليها النهايات العظمى والدنيا والتي يقوم ع مفهوموقبل التطرق إلى أساليب حل البرامج غير الخطية، سنتطرق إلى 
 حل هذه البرامج. 

 :المحلية والكلية النهايات العظمى والدنيا -2
  :والتمثيل البياني لها كما يلي ƒ(X) الدالة لنفترض

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

، Aعند النقطة  Local maximum( نسبية)أو  محليةأن الدالة تصل إلى نهاية عظمى  أعلاهح الشكل يُوضّ 
. وأُطلق عليها نهاية Aللنقطة أية نقطة مجاورة  قيمتها عند عند هذه النقطة أكبر من قيمتها تكون  بمعنى أن الدالة

و أ ، وبالتالي فهي ليست نهاية مطلقةنسبية لأن الدالة يُمكن أن تأخذ قيمة أعلى عند نقاط أخرى محلية أو عظمى 

B 
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حيث  Aرسم الدالة متنازلا على الجانبين، وهو ما يُلاحظ عند النقطة يكون وعند النهاية العظمى المحلية  .كلية
، أي أنها لا متزايدة ولا متناقصة، Stationaryالنقطة تكون الدالة مستقرة  هذه وعند تتنازل الدالة على جانبي النقطة.

  أفقياً، ما يعني أن ميله يساوي الصفر. عند هذه النقطة المماس للدالة ويكون 
قيمتها  تكون بمعنى أن الدالة  ،Bعند النقطة  Local minimum )أو نسبية( محليةوتصل الدالة إلى نهاية دنيا 

وأُطلق عليها نهاية دنيا محلية أو نسبية لأن  .Bللنقطة عند هذه النقطة أصغر من قيمتها عند أية نقطة مجاورة 
ة الدنيا النهاي . وعندأن تأخذ قيمة أدنى عند نقاط أخرى، وبالتالي فهي ليست نهاية مطلقة أو كليةالدالة يُمكن 

وعند هذه النقطة تكون الدالة  .Bالمحلية تتصاعد الدالة على جانبي النهاية، وهو ما يُمكن ملاحظته عند النقطة 
عند هذه النقطة أفقياً، ما يعني أن ميله يساوي مستقرة، أي أنها لا متزايدة ولا متناقصة، ويكون المماس للدالة 

 الصفر.
 Stationary أو Critical points)بالنقاط الحرجة  القيم التي تحقق نهاية عظمى أو دنيا للدالة ويُطلق على

points.  حقق قيم أدنى من القيم التي ت أوالقيم التي تحقق نهاية عظمى للدالة أعلى من  قيمويُمكن أن تكون هناك
ل النقاط ويُمكن أن تمث لا يساوي الصفر. القيمد نقاط حرجة لأن الميل عند تلك ها لا تُعّ إلّا أنّ نهاية دنيا للدالة 

 .أو العكس Concaveإلى مقعرة  Convexالدالة خط المماس وتتحول من محدبة تقطع  حيث إنعطاف نقاط الحرجة
 :ةالتالي الأشكالولفهم أكبر لمعنى النهايات العظمى )الدنيا( المحلية أو الكلية ننظر إلى 

ح بعض المفاهيم حول   النقاط الحرجة والنهايات أشكال توض 

 
 ؛ƒ(𝑋)للدالة  عظمى كليةوهي نهاية  ∗𝑋الشكل الأيسر يوضّح وجود نقطة حرجة واحدة -
,∗𝑋حرجة وهي الشكل الأوسط يحتوي على ثلاثة نقاط - 𝑋`, 𝑋`` النقطة الحرجة .𝑋∗  ،هي نهاية عظمى كلية

 هي نهاية عظمى محلية؛ ``𝑋هي نهاية دنيا محلية والنقطة الحرجة `𝑋النقطة الحرجة 
,`𝑋الشكل الأيمن يتضمن نقطتين حرجتين - 𝑋``النقطة الحرجة .𝑋` هي نقطة إنعطاف، أما النقطة الحرجة 𝑋`` 

 فهي نهاية دنيا كلية. 
 ولنقاط الإنعطاف أهمية قليلة في مجال الإقتصاد، أما النهايات الصغرى والعظمى فهي مهمة جداً.

ياناً إلى ويتم الإشارة أح .محلية )دنيا( الكلية فهي تُعتبر نهايات عظمى )الدنيا( وفيما يخص النهايات العظمى
 )دنيا( ظمىع اتللتأكيد على أنها ليست فقط نهاي كلية )دنيا( عظمى المحلية كنهايات )الدنيا( النهايات العظمى

 .محلية
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 يتم دائما الإهتمام بالنهايات العظمى الكلية وليس مجرد النهايات العظمى المحلية.تقريبا وفي النظرية الإقتصادية 
دون التطرق نهايات محلية، بوعند حل البرامج غير الخطية سنهتم فقط بكيفية إيجاد نقاط الحلول المثلى والتي هي 

 إلى طرق التحقق من كونها أيضاً نهايات كلية.
 طرق حل البرامج غير الخطية: -3

 :الحالات التاليةتتعدد الطرق المُستخدمة في إيجاد الحل الأمثل للبرامج غير الخطية حسب 
 ؛متغيرات البرنامج غير الخطيعدد  -
 ؛وجود أو عدم وجود قيود -
 وجود قيد أو أكثر في شكل متباينة. -
 :بدون قيود الخطيةحل البرامج غير  -3-1

 التي تحتوي على متغيرة واحدة: غير الخطية البرامج -3-1-1
 التالية: لنفترض الدالة

𝑌 = ƒ(𝑋) 
 ينبغي توفر شرطين:حتى تكون الدالة عند نهايتها العظمى أو الدنيا 

تقة هذه مشهو أن تكون للدالة الشرط الضروري للحصول على نهاية عظمى أو نهاية دنيا إن : الشرط الضروري  -
  :الصفر، أي تساوي  الأخيرة

δY

δ𝑋
= ل ب دنياالعظمى أو ال نهايتها الدالة عند ح ما إذا كانتوهذا الشرط لا يُوضّ  .0

 من توفر الشرط الثاني.لابد  وبالتالي ،حرجة نقاطح فقط وجود يُوضّ 
هايتها عند نالدالة عند هذه القيم وهذا الشرط يسمح بمعرفة صنف النقاط الحرجة ما إذا كانت  :الكافي شرطال -

 لي:كما ي النقاط الحرجةعند  للدالة تكون قيمة المشتقة الثانيةيتحقق هذا الشرط عندما و العظمى أو الدنيا. 
δ2Y ، أي:قيمة المشتقة الثانية سالبة الحالة الأولى:

δ𝑋2
< . والإشارة السالبة قيمة عظمى تعني وجود ، وهي0

 ؛يتجه نحو التناقص بعد أن وصل إلى النهاية العظمى منحنى الدالةللمشتقة الثانية تعني أن 
δ2Y ، أي:قيمة المشتقة الثانية موجبة الحالة الثانية:

δ𝑋2
> ة للمشتق الموجبةالإشارة و  .دنياقيمة  وهي تعني وجود: 0

 ؛الدنيابعد أن وصل إلى النهاية  التزايدأن المنحنى يتجه نحو  تعني الثانية
δ2Y ، أي:قيمة المشتقة الثانية معدومة الحالة الثالثة:

δ𝑋2
= ، أن النقطة الحرجة هي نقطة إنعطاف، وهي تعني 0

قات ويُمكن لإشارات المشت مييزها.توتحتاج إلى معلومات أخرى لنهاية دنيا أو  أو يُمكن أن تكون نهاية عظمى
  ، فإن هذه الشروطوعملياً  الحرجة هي نهاية عظمى أو نهاية دنيا. النقاطمن درجة أعلى أن تحدد ما إذا كانت 

 نادراً ما تكون مفيدة.
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 للدوال ذات المتغيرة الواحدة كما يلي: والنهايات الدنياشروط النهايات العظمى ويُمكن تلخيص 
 نهاية الدالة

 عظمى دنيا الشرط

δY الضروري 

δ𝑋
= 0 δY

δ𝑋
= 0 

δ2Y الكافي

δ𝑋2
> 0 δ2Y

δ𝑋2
< 0 

 :1 مثال
 التالية: الكلي الربح ليكن لديك دالة

𝜋 =
1

3
𝑋3 − 3.5𝑋2 + 10𝑋 + 35 

عند هذا الحجم من  هذا الربح هي قيمة ، ومايُحقق أعظم ربح كليالذي  Xحدد حجم الإنتاج من  المطلوب:
 الإنتاج؟

 الحل:
 ونساويها بالصفر:نجد المشتقة الأولى  الضروري:الشرط  -

δ𝜋

δ𝑋
= 𝑋2 − 7𝑋 + 10 = 0 

 بطريقة المميز كما يلي: ، وهي معادلة تربيعية،نقوم بحل المعادلة السابقة
∆= 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = (−7)2 − 4(1)(10) = 49 − 40 = 9 

<∆بما أن   تالي:الدهما وفقا للقانون افالمعادلة التربيعية لها جذران حقيقيان غير متساويان يُمكن إيج 0

𝑋 =
−𝑏 ± √𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎
 

𝑋 =
−(−7) ± √(−7)2 − 4(1)(10)

2(1)
=

7 ± 3

2
 

∴ 𝑋1 =
7 − 3

2
= 2 

∴ 𝑋2 =
7 + 3

2
= 5 

  52X=و 21X=هما:  هناك نقطتين حرجتين

 .وُجدت إنتُرفض القيم السالبة  إقتصادياً : ملاحظة
 الشرط الكافي: -

 نجد المشتقة الثانية كما يلي:
δ2𝜋

δ𝑋2
= 2𝑋 − 7 

 المشتقة الثانية كما يلي:نقوم بتعويض القيم الحرجة في معادلة 



 مدخل للبرمجة غير الخطية بقيود أو بدون قيود                                                                                                                  الفصل الثالث                                                                

 

- 118 - 

 :X=2عندما 
δ2𝜋

δ𝑋2
= 2(2) − 7 = −3 < 0 

 :X=5عندما 
δ2𝜋

δ𝑋2
= 2(5) − 7 = 3 > 0 

أن هناك نهاية عظمى عند هذه النقطة  ، وهذا يعنيالصفرأقل من  X=2يُلاحظ أن قيمة المشتقة الثانية عند 
 قيمة الربح الكلي القصوى هي:الحرجة. 

𝑀𝑎𝑥 𝜋 =
1

3
(2)3 − 3.5(2)2 + 10(2) + 35 =

𝟏𝟑𝟏

𝟑
 وحدة نقدية 

ذا  المطلوب هو إيجاد حجم الإنتاج الذي يقلل إلى أدنى ، وكانالكلية الدالة السابقة هي دالة التكلفة إفترضنا أن وا 
هذه النقطة الحرجة لأن قيمة المشتقة الثانية عند  هذا الحل تحقق x=5، ففي هذه الحالة فإن الكلية حد التكلفة

 موجبة، وقيمة التكلفة الكلية ستكون:

𝑀𝑖𝑛 𝐶 =
1

3
(5)3 − 3.5(5)2 + 10(5) + 35 =

𝟐𝟑𝟓

𝟔
 وحدة نقدية 

 :2مثال 
 لخاصةا دالتي الإيراد الكلي والتكلفة الكليةصياغة  إلىبعد دراسات معمقة توصلت إحدى المؤسسات الصناعية 

 كما يلي: بمنتجها
𝑇𝑅 = −6𝑋2 + 1480𝑋 
𝑇𝐶 = 40𝑋 + 1500 

 حيث:
TR :الإيراد الكلي 
TC: التكلفة الكلية 

X :المنتج 
 المطلوب:

 دالة الربح الكلي؟ أوجد -
 ، وما هي قيمة هذا الربح عند هذا المستوى من الإنتاج؟مستوى الإنتاج الذي يعظم الربح الكلي حدد -

 الحل:
 دالة الربح الكلي: إيجاد -

 بما أن الربح الكلي يساوي الإيراد الكلي ناقص التكلفة الكلية، إذا:
π = 𝑇𝑅 − 𝑇𝐶 = (−6𝑋2 + 1480𝑋) − (40𝑋 + 1500) = −6𝑋2 + 1440𝑋 − 1500 

 عند هذا المستوى من الإنتاج:الربح  هذا الربح الكلي وقيمةقيمة تحديد مستوى الإنتاج الذي يعظم  -
 لدينا:

π = −6𝑋2 + 1440𝑋 − 1500 
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 ونساويها بالصفر:نجد المشتقة الأولى  الشرط الضروري: -
δπ

δ𝑋
= −12𝑋 + 1440 = 0 ⇒ 𝑋 =

1440

12
= 120 
 X=120هناك نقطة حرجة واحدة قيمتها 

 الشرط الكافي: -
 نجد المشتقة الثانية كما يلي:

δ2π

δ𝑋2
= −12 < 0 

، وحدة 120عند حجم إنتاج وجود نهاية عظمى لدالة الربح الكلي  بما أن قيمة المشتقة الثانية سالبة فهذا يعني
 الربح عند هذا الحجم من الإنتاج: وتبلغ قيمة هذا

𝑀𝑎𝑥 π = −6(120)2 + 1440(120) − 1500 =  وحدة نقدية 𝟖𝟒𝟗𝟎𝟎
 التي تحتوي على متغيرتين: غير الخطية البرامج -3-1-2

نجد على سبيل المثال ف لا ترتبط الدوال الإقتصادية بمتغيرة واحدة فقط بل الكثير منها يرتبط بمتغيرتين أو أكثر.
 العمل ورأس المال.العديد من عناصر الإنتاج مثل يتطلب عملية إنتاج منتوج ما  أن
لبرامج غير ا سنعالج وفي جزء لاحق ،سنعالج في هذا الجزء البرامج غير الخطية التي تحتوي على متغيرتينو 

 الخطية التي تحتوي على أكثر من متغيرتين.
 التالية: لنفترض الدالة

Y = ƒ(X1, X2) 
 ينبغي توفر شرطين:حتى تكون الدالة عند نهايتها العظمى أو الدنيا 

 المشتقات الجزئية الأولى للدالة ينبغي أن تساوي الصفر، أي: :الشرط الضروري  -
δY

δ𝑋1
=  و  0

δY

δ𝑋2
= 0 

بالتالي و  ح فقط وجود نقاط حرجة،بل يُوضّ  وهذا الشرط لا يُوضّح ما إذا كانت الدالة عند نهايتها العظمى أو الدنيا
 لابد من توفر الشرط الثاني.

 الثانية عند النقاط الحرجة كما يلي: المشتقات الجزئية قيمتكون  وهو أنالكافي:  الشرط -
δ2Y

δ𝑋2
2 < δ و 0

2Y

δ𝑋1
2 <  نهاية عظمى. الدالة عند: 0

δ2Y

δ𝑋2
2 > δ و 0

2Y

δ𝑋1
2 >  .دنيا نهاية الدالة عند: 0

 نبغي أن يكون يالأولى والمشتقة الجزئية الثانية المشتقة الجزئية وهناك شرط ثالث في كلا الحالتين وهو أن جداء 
 المتقاطعة، أي: الثانية أكبر من مربع المشتقة الجزئية

(
δ2Y

δ𝑋1
2)(

δ2Y

δ𝑋2
2) > (

δ2Y

δ𝑋1δ𝑋2
)

2

 

 لأن عدم توفر هذا الشرط يضعنا أمام الحالتين التاليتين:
 الشرط التالي عند القيم الحرجة للمتغيرتين: عندما يتوافر Saddle point نقطة سرج الدالة عند-
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(
δ2Y

δ𝑋1
2)(

δ2Y

δ𝑋2
2) < (

δ2Y

δ𝑋1δ𝑋2
)

2

 

δ2Yوكانت 

δ𝑋1
δ2Y و 2

δ𝑋2
 .لهما إشارتان مختلفتان 2

 الشرط التالي عند القيم الحرجة للمتغيرتين:عندما يتوافر Inflection point  نقطة إنعطافالدالة عند  -

(
δ2Y

δ𝑋1
2)(

δ2Y

δ𝑋2
2) < (

δ2Y

δ𝑋1δ𝑋2
)

2

 

δ2Yوكانت 

δ𝑋1
δ2Yو  2

δ𝑋2
 لهما نفس الإشارة. 2
 وفي حالة كون: 

(
δ2Y

δ𝑋1
2)(

δ2Y

δ𝑋2
2) = (

δ2Y

δ𝑋1δ𝑋2
)

2

 

 .inconclusiveفإن الفحص غير قطعي 

 كما يلي: ذات المتغيرتين ويُمكن تلخيص طريقة إيجاد وتصنيف النقاط الحرجة للدالة
 نقطة إنعطاف نقطة سرج نهاية عظمى نهاية دنيا الشرط
δY الضروري 

δ𝑋1
= 0,

δY

δ𝑋2
= 0 δY

δ𝑋1
= 0,

δY

δ𝑋2
= 0 δY

δ𝑋1
= 0,

δY

δ𝑋2
= 0 δY

δ𝑋1
= 0,

δY

δ𝑋2
= 0 

δ2Y الكافي

δ𝑋1
2 > 0,

δ2Y

δ𝑋2
2 > 0 δ2Y

δ𝑋1
2 < 0,

δ2Y

δ𝑋2
2 < 0 

δ2Y

δ𝑋1
2 > 0,

δ2Y

δ𝑋2
2 < 0 

 أو
δ2Y

δ𝑋1
2 < 0,

δ2Y

δ𝑋2
2 > 0 

δ2Y

δ𝑋1
2 > 0,

δ2Y

δ𝑋2
2 > 0 

 أو
δ2Y

δ𝑋1
2 < 0,

δ2Y

δ𝑋2
2 < 0 

) الثالث
δ2Y

δ𝑋1
2)(

δ2Y

δ𝑋2
2) > (

δ2Y

δ𝑋1δ𝑋2

)

2

 (
δ2Y

δ𝑋1
2)(

δ2Y

δ𝑋2
2) > (

δ2Y

δ𝑋1δ𝑋2

)

2

 (
δ2Y

δ𝑋1
2)(

δ2Y

δ𝑋2
2) < (

δ2Y

δ𝑋1δ𝑋2

)

2

 (
δ2Y

δ𝑋1
2)(

δ2Y

δ𝑋2
2) < (

δ2Y

δ𝑋1δ𝑋2

)

2

 

 :3 مثال
 التالية:الكلية  دالة التكلفةليكن لديك 

 𝐶 = 5𝑋1
2 + 2𝑋2

2 − 20𝑋1 − 12𝑋2 + 100 
التكلفة عند هذا الحجم من  هذه ، وما هي قيمةممكنة كلية أدنى تكلفة يحققالتي  حجم الإنتاجأوجد  المطلوب:
 ؟الإنتاج
 الحل:

 إيجاد القيم الحرجة: الشرط الأول:-
𝛿𝐶

𝛿𝑋1
= 10𝑋1 − 20 = 0 ⇒ 𝑋1 =

20

10
= 2 

𝛿𝐶

𝛿𝑋2
= 4𝑋2 − 12 = 0 ⇒ 𝑋2 =

12

4
= 3 

 :ةالثاني المشتقات الجزئيةإيجاد  الشرط الثاني: -
𝛿2𝐶

𝛿𝑋1
2 = 10 > 0 
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𝛿2𝐶

𝛿𝑋2
2 = 4 > 0 

𝑋1عند النقاط الحرجة دالة التكلفة لها نهاية دنيا فإن وبما أن المشتقتين الجزئيتين موجبتين  = 2,𝑋2 = 3 
 للتأكد من عدم وجود نقطة إنعطاف.نقوم بإجراء الفحص الثالث 

(
δ2Y

δ𝑋1
2)(

δ2Y

δ𝑋2
2) > (

δ2Y

δ𝑋1δ𝑋2
)

2

 
(10)(4) > (0)2 

40 > 0 
 والنتيجة تعني عدم وجود نقطة إنعطاف.

𝑋1تتحقق أدنى تكلفة كلية عند مستويات الإنتاج التالية:  إذاً  = 2,𝑋2 = 3 
 وقيمة أدنى تكلفة هي:

𝑀𝑖𝑛 𝑍 = 5(2)2 + 2(3)2 − 20(2) − 12(3) + 100 =  وحدة نقدية 𝟔𝟐
 تحتوي على أكثر من متغيرتين:غير الخطية التي البرامج  -3-1-3

 التالية: لنفترض الدالة
𝑌 = ƒ(𝑋1, 𝑋2, 𝑋3, …𝑋𝑛) 

 الشرطين التاليين: توفر الدالة عند نهايتها العظمى أو الدنيا ينبغي حتى تكون 
 المشتقات الجزئية الأولى للدالة ينبغي أن تساوي الصفر، أي: :الشرط الضروري  -

𝛿𝑌

𝛿𝑋1
= 0,

𝛿𝑌

𝛿𝑋2
= 0,

𝛿𝑌

𝛿𝑋3
= 0,… ,

𝛿𝑌

𝛿𝑋𝑛
= 0 

ح فقط وجود نقاط حرجة، وبالتالي لابد من بل يُوضّ  دنياح ما إذا كانت النهاية عظمى أو وهذا الشرط لا يُوضّ 
 توفر الشرط الثاني.

 يرتين()بما فيما الدوال التي تتكون من متغ المتغيرات الدوال متعددةإن تطبيق هذا الشرط في حالة  :الكافي الشرط -
 نهايتها عندالقيم الحرجة  الدالة عند لمعرفة ما إذا كانت Hessian determinantيتطلب إستخدام المحدد الهيسي

  .دنياالعظمى أو ال
، يالقطر الرئيسعلى  تقعو  لكل متغيرة بالنسبة لنفس المتغيرة الجزئية الثانيةالمشتقات  والمحدد الهيسي يتكون من

  كما يلي: يتقع خارج القطر الرئيسو  المتقاطعة الثانية والمشتقات الجزئية
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|𝐻| =

|

|

|

|

𝛿2𝑌

𝛿𝑋1
2

𝛿2𝑌

𝛿𝑋1𝛿𝑋2

𝛿2𝑌

𝛿𝑋1𝛿𝑋3
…

𝛿2𝑌

𝛿𝑋1𝛿𝑋𝑛

𝛿2𝑌

𝛿𝑋2𝛿𝑋1

𝛿2𝑌

𝛿𝑋2
2

𝛿2𝑌

𝛿𝑋2𝛿𝑋3
…

𝛿2𝑌

𝛿𝑋2𝛿𝑋𝑛

𝛿2𝑌

𝛿𝑋3𝛿𝑋1

𝛿2𝑌

𝛿𝑋3𝛿𝑋2

𝛿2𝑌

𝛿𝑋3
2 …

𝛿2𝑌

𝛿𝑋3𝛿𝑋𝑛
. . . . .
. . . . .
. . . . .

𝛿2𝑌

𝛿𝑋𝑛𝛿𝑋1

𝛿2𝑌

𝛿𝑋𝑛𝛿𝑋2

𝛿2𝑌

𝛿𝑋𝑛𝛿𝑋3
…

𝛿2𝑌

𝛿𝑋𝑛
2

|

|

|

|

 

 وبحساب قيمة المحدد نكون أمام حالتين:
ويكون  .للدالة نهاية دنياتحقق إذا كان المحدد الهيسي أكيد الإيجابية تكون النقاط الحرجة عبارة عن نقاط  -

موجبة، أي:  محيدداته الرئيسية القطريةالمحدد الهيسي أكيد الإيجابية عندما تكون جميع 
.|H1|, |H2|, |H3|, … , |H𝑛| > 0 

ويكون  .للدالة نهاية عظمىتحقق إذا كان المحدد الهيسي أكيد السلبية تكون النقاط الحرجة عبارة عن نقاط  -
سلبية والإيجابية الإشارة فيما بينها بين ال محيدداته الرئيسية القطريةجميع المحدد الهيسي أكيد السلبية عندما تتبادل 

|H1| مبتدئة بالإشارة السالبة كما يلي: < 0, |H2| > 0, |H3| < 0,…  
ذا لم يكن المحدد الهيسي أكيد الإيجابية ولا أكيد السلبية تكون و  ية، أي أن سرج نقاطالحرجة عبارة عن  النقاطا 

 .    للدالة نهاية دنيا ولا نهاية عظمى تحققلا  النقاط
 :يليشروط النهايات الدنيا والعظمى في حالة وجود أكثر من متغيرتين كما ويُمكن تلخيص 

 نهاية الدالة
 عظمى  دنيا  الشرط

δY الضروري 

δ𝑋1
= 0,

δY

δ𝑋2
= 0,

δY

δ𝑋3
= 0,… ,

δY

δ𝑋𝑛
= 0 δY

δ𝑋1
= 0,

δY

δ𝑋2
= 0,

δY

δ𝑋3
= 0,… ,

δY

δ𝑋𝑛
= 0 

,|H1| الكافي |H2|, |H3|, … , |H𝑛| > 0 |H1| < 0, |H2| > 0, |H3| < 0,… 
 :4 مثال

 التالية: دالة التكلفة الكليةليكن لديك 
 𝐶 = 𝑋1

2 + 2𝑋2
2 + 3𝑋3

2 − 2𝑋1 − 8𝑋2 − 18𝑋3 
 ؟القيم هذههي قيمة هذه التكلفة عند  أدنى تكلفة كلية، وما التي تحقق 3Xو 1X ،2Xقيم أوجد  المطلوب:

 الحل:
 الشرط الضروري: -

𝛿𝐶

𝛿𝑋1
= 2𝑋1 − 2 = 0 ⇒ 𝑋1 = 1 

𝛿𝐶

𝛿𝑋2
= 4𝑋2 − 8 = 0 ⇒ 𝑋2 = 2 
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𝛿𝐶

𝛿𝑋3
= 6𝑋3 − 18 = 0 ⇒ 𝑋3 = 3 

 إذا القيم الحرجة هي:
X1 = 1, X2 = 2, X3 = 3  

  
 نوع نهاية القيم الحرجة كما يلي:لتحديد نستخدم المحدد الهيسي  الشرط الكافي: -

 |𝐻| = |
2 0 0
0 4 0
0 0 6

| 

 كما يلي: المحيددات الرئيسية القطرية نجد
|𝐻1| = |2| > 0 

|𝐻2| = |
2 0
0 4

| = 8 > 0 

|𝐻3| = |
2 0 0
0 4 0
0 0 6

| = 48 > 0 

دالة الي فإن وبالت ،المحدد الهيسي أكيد الإيجابية فهذا يعني أن موجبة المحيددات الرئيسية القطريةجميع بما أن 
X1عند القيم الحرجة  دنياتكون عند نهاية  التكلفة الكلية = 1, X2 = 2, X3 =   كلية هي: أدنى تكلفة، وقيمة 3

𝑀𝑖𝑛 𝐶 = (1)2 + 2(2)2 + 3(3)2 − 2(1) − 8(2) − 18(3) = −𝟑𝟔 
 :Constrained optimizationدة :غير الخطية المقي   البرامجحل  -3-2

مكن لمتغيرات وفي هذه الحالة يُ ، ترتبط بقيود التي تم تناولها سابقاً دوالًا حرة لأنها لا غير الخطية تُعتبر الدوال
 تعظيما أو تخفيض تكاليفهفالمنشآت التي ترغب في  ،أن هذه الحالة غير واقعية إلاّ  ،أن تأخذ أية قيمة هذه الدوال
ارد مثل المو دية محدو حجم الطلب على منتجاتها،  العديد من العناصر مثل عليها أن تأخذ بعين الإعتبارأرباحها 

  .على دوال الهدف اً قيودتُمثل  المواد الأولية،...الخ، وهي عناصر 
 :الشكل التاليالبرنامج غير الخطي المقيد ويأخذ 

 
 
 
 
 
 
 

تاكر في -نكوه-وطريقة كروش طريقة لاغرانج ،التعويضباستخدام طريقة دة يتم حل البرامج غير الخطية المقيّ و 
  وجود متباينات.حالة 

s/c 

Max Z (Min Z) = 𝑓(𝑋1, … 𝑋𝑛) 

𝑔1(𝑋1, … , 𝑋𝑛) = 𝑏1 
.
.
.
 

𝑔𝑚(𝑋1, … , 𝑋𝑛) = 𝑏𝑚 

ℎ1(𝑋1, … , 𝑋𝑛) ≤ 𝑘1     .
.
.
 

ℎ𝑠(𝑋1, … , 𝑋𝑛) ≤ 𝑘𝑠    
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 طريقة التعويض: -3-2-1
 لخطوات التالية:باتباع ايتم تطبيق طريقة التعويض ذو متغيرتين يتضمن قيد واحد:  لنتفرض برنامج غير خطي

 إستخدام دالة القيد للتعبير عن متغيرة بالنسبة للمتغيرة الأخرى؛ -
 إحلال التعبير السابق في دالة الهدف؛ -
 )يصبح لدينا برنامج خطي غير مقيد(. على متغيرة واحدةإيجاد النقاط الحرجة لدالة الهدف التي تحتوي  -

 :5 مثال
 لنفترض دالة الإنتاج التالية لمؤسسة ما:

𝑄 = 𝑋1 − 𝑋2
2 + 8𝑋2 

𝑃𝑋2:هماوأسعارهما  ،عاملي إنتاج 2Xو 1Xحيث تمثل كل من 
= , وحدة نقدية 2 𝑃𝑋1

=  . وحدة نقدية 1
، مع العلم أن المؤسسة لا تملك مخزن ملائم Qوحدة من المنتوج  20تلقت المؤسسة طلبية من أحد الزبائن لشراء 

 لتخزين هذا النوع من المنتوج.
 ؟كلية فةأقل تكلبحيث تتحمل المؤسسة  الزبون من عاملي الإنتاج لتلبية طلبية  اللازمة أوجد الكميات المطلوب:

 الحل:
 ،فهذا يعني أن عليها أن تنتج بالضبط ما يطلبه الزبون  ،Q بما أن المؤسسة لا تملك مخزن ملائم لتخزين المنتوج

 يُكتب على شكل معادلة. إذا يُكتب البرنامج غير الخطي كما يلي:قيد الوبالتالي فإن 
𝑀𝑖𝑛 𝐶 = 𝑋1 + 2𝑋2 
𝑋1 − 𝑋2

2 + 8𝑋2 = 20 
 1Xتابة وكما يظهر من القيد فإن التعبير الأسهل هو ك ،ير عن متغيرة بدلالة متغيرة أخرى بالتعب نعيد كتابة القيد

 كما يلي: 2Xبدلالة 
𝑋1 = 20 + 𝑋2

2 − 8𝑋2 

 في دالة الهدف كما يلي: التعبير السابقإحلال  يتم
𝑀𝑖𝑛 𝐶 = 20 + 𝑋2

2 − 8𝑋2 + 2𝑋2 ⇒ 𝑀𝑖𝑛 𝑍 = 20 + 𝑋2
2 − 6𝑋2 

 كما يلي: الحرجة النقاط عن بحث
δC

δ𝑋2
= 2𝑋2 − 6 = 0 ⇒ 𝑋2 = 3 

 كما يلي: 1Xفي دالة القيد نتحصل على قيمة  2Xقيمة  وبتعويض
𝑋1 = 20 + (3)2 − 8(3) = 5 

 المشتقة الثانية:
𝛿2𝐶

𝛿𝑋2
2 = 2 > 0 

𝑋1عند دنيا نهايةوبما أن إشارة المشتقة الثانية موجبة، فإن الدالة تصل إلى  = 5,𝑋2 = 3 . 
 وقيمة أدنى تكلفة كلية هي:

𝑀𝑖𝑛 𝐶 = 5 + 2(3) =  وحدية نقدية 𝟏𝟏

s/c 
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 :Method of lagrange multiplierطريقة مضاعف لاغرانج  -3-2-2
يتم  أصعب مرحلة، وهو ما لم )التعبير عن متغيرة بمتغيرة أخرى(من طريقة التعويض تُعتبر المرحلة الأولى
ير سيصعب التعب جميع متغيرات القيد من درجات أعلى من الواحد كون  حالة ففي .أعلاه 5 رقمملاحظته في المثال 

بدورها رة هذه الأخي خاصة إذا كانتو ، وأيضاً ستصعب عملية التعويض في دالة الهدف، متغيرة بمتغيرة أخرى عن 
قيد،  من رالخطي أكث غير كذلك تظهر الصعوبة في تطبيق طريقة التعويض عندما يتضمن البرنامج .غير خطية

 .لاغرانج طريقة مضاعف إستخدام يتم مثل هذه الصعوباتولمعالجة . أو يتكون من العديد من المتغيرات
 ويتم تطبيق طريقة مضاعف لاغرانج كما يلي:

 التالية: دالة الهدفلنفترض 
𝑀𝑎𝑥 𝑍 (𝑀𝑖𝑛 𝑍) = ƒ(X1, 𝑋2, …𝑋𝑛) 

 مع وجود القيود التالية: لها المثلى القيمةونريد إيجاد 
g1(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛) = 𝐾1 
g2(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛) = 𝐾2 . . 

. 
g𝑚(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛) = 𝐾𝑚 (𝑗 = 1,… ,𝑚) 

 كما يلي: Lنرمز لها بو  تُدعى بدالة لاغرانجنقوم بتكوين دالة جديدة 
𝐿 = ƒ(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛) + 𝜆1[𝐾1 − 𝑔1(𝑋1,  𝑋2, … , 𝑋𝑛)] + 𝜆2[𝐾2 − 𝑔2(𝑋1,  𝑋2, … , 𝑋𝑛)] + ⋯+ 𝜆𝑚[𝐾𝑚−𝑔𝑚(𝑋1,  𝑋2, … , 𝑋𝑛)] 

 أو

𝐿(𝑋1,  𝑋2, … , 𝑋𝑛, 𝜆1, … , 𝜆𝑚) = ƒ(𝑋1, 𝑋2 , …𝑋𝑛) +∑𝜆𝑗[𝐾𝑗 − 𝑔𝑗(𝑋1,  𝑋2, …𝑋𝑛)]

𝑚

𝑗=1

 

λ حيث يشير
𝑗

 .j وهو يقيس درجة تغير دالة الهدف عندما تتغير قيمة ثابت القيد ،إلى مضاعف لاغرانج 
 الشرطين التاليين: يتوفروينبغي في مثل هذه الدوال لتكون عند نهايتها العظمى أو الدنيا أن 

 الأولى للدالة ينبغي أن تساوي الصفر، أي:المشتقات الجزئية : الشرط الضروري  -
δL

δ𝑋1
= 0,

δL

δ𝑋2
= 0,… ,

δL

δ𝑋𝑛
= 0,

δL

δ𝜆1
= 0,

δL

δ𝜆2
= 0,… ,

δL

δ𝜆𝑚
= 0 

 Theيتطلب إستخدام محدد هيسين المؤطر إن تطبيق هذا الشرط في حالة تعدد المتغيراتالكافي:  الشرط -

bordered Hessian determinant دنيا. الأو عظمى ال عند نهايتهاالقيم الحرجة  الدالة عند لمعرفة ما إذا كانت
 لقيود البرنامج غير الخطي.طر بالمشتقات الأولى بالمؤطر لكونه مؤ  محدد هيسين ويُدعى

 قيد، فالمحدد الهيسي المؤطر يُكتب كما يلي: mمتغيرة و nإذا إفترضنا أن البرنامج غير الخطي يتكون من 

s/c 
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|𝐻∗| =

|

|

|

|

𝛿2𝐿

𝛿𝜆1
2

𝛿2𝐿

𝛿𝜆1𝜆2
…

𝛿2𝐿

𝛿𝜆1𝜆𝑚

𝛿2𝐿

𝛿𝜆1𝑋1

𝛿2𝐿

𝛿𝜆1𝑋2
…

𝛿2𝐿

𝛿𝜆1𝑋𝑛
. . … . . . . .
. . … . . . . .
. . … . . . . .

𝛿2𝐿

𝛿𝜆𝑚𝜆1

𝛿2𝐿

𝛿𝜆𝑚𝜆2
…

𝛿2𝐿

𝛿𝜆𝑚
2

𝛿2𝐿

𝛿𝜆𝑚𝑋1

𝛿2𝐿

𝛿𝜆𝑚𝑋2
…

𝛿2𝐿

𝛿𝜆𝑚𝑋𝑛

𝛿2𝐿

𝛿𝑋1𝛿𝜆1

𝛿2𝐿

𝛿𝑋1𝛿𝜆2
…

𝛿2𝐿

𝛿𝑋1𝛿𝜆𝑚

𝛿2𝐿

𝛿𝑋1
2

𝛿2𝐿

𝛿𝑋1𝑋2
…

𝛿2𝐿

𝛿𝑋1𝛿𝑋𝑛
. . . . . . . .
. . . . . . . .
. . . . . . . .

𝛿2𝐿

𝛿𝑋𝑛𝛿𝜆1

𝛿2𝐿

𝛿𝑋𝑛𝛿𝜆2
…

𝛿2𝐿

𝛿𝑋𝑛𝛿𝜆𝑚

𝛿2𝐿

𝛿𝑋𝑛𝛿𝑋1

𝛿2𝐿

𝛿𝑋𝑛𝛿𝑋2
…

𝛿2𝐿

𝛿𝑋𝑛
2

|

|

|

|

 

𝑛المتغيرات أكبر من عدد القيود، أي  كان عددإذا  > 𝑚 ، محدد هيسين المؤطر باستخداميتحقق الشرط الكافي 
 :)بالإضافة إلى الشرط الضروري( كما يلي

 الدالةنهاية 
 عظمى دنيا الشرط

δL الضروري 

δ𝑋1
= 0,… ,

δL

δ𝑋𝑛
= 0,

δL

δ𝜆1
= 0,… ,

δL

δ𝜆𝑚
= 0 δL

δ𝑋1
= 0,… ,

δL

δ𝑋𝑛
= 0,

δL

δ𝜆1
= 0,… ,

δL

δ𝜆𝑚
= 0 

 الكافي

)عدد المتغيرات ناقص  n-m نحسب آخر
محيدد رئيسي قطري، وتكون عدد القيود( 

 ارةإش هانفسهي  إشارة جميع هذه المحيددات
(−1)𝑚 

)عدد المتغيرات ناقص  n-mنحسب آخر 
 وتتناوبمحيدد رئيسي قطري، عدد القيود( 

إشارات المحيددات بين الإشارة السالبة 
حيث تكون إشارة المحيدد الأول  ،والموجبة

 هي نفسهامن هذه المحيددات الأخيرة 
 𝑚+1(1−)إشارة

 :6 مثال
 ية:ممثلة في الدالة التال الآلاتالتكلفة الكلية المشتركة لهذه  ،الآلاتتنتج إحدى المؤسسات ثلاثة أنواع من 

𝐶 = 4𝑋1
2 + 2𝑋2

2 + 𝑋3
2 − 2𝑋1𝑋2 + 𝑋2𝑋3 − 30𝑋2 − 30𝑋3 

 وحدة من جميع أنواع الآلات. 100تخطط المؤسسة لإنتاج ما مجموعه 
 ؟ممكنةكلية  بحيث تتحمل أقل تكلفةعدد كل نوع من الآلات يُمكن أن تنتجه المؤسسة  كم المطلوب:

 الحل:
 يُكتب البرنامج غير الخطي كما يلي:

𝑀𝑖𝑛 𝐶 = 4𝑋1
2 + 2𝑋2

2 + 𝑋3
2 − 2𝑋1𝑋2 + 𝑋2𝑋3 − 30𝑋2 − 30𝑋3 

𝑋1 + 𝑋2 + 𝑋3 = 100 
 دالة لاغرانج كما يلي: لتُشكّ 

s/c 



 مدخل للبرمجة غير الخطية بقيود أو بدون قيود                                                                                                                  الفصل الثالث                                                                

 

- 127 - 

𝐿 = 4𝑋1
2 + 2𝑋2

2 + 𝑋3
2 − 2𝑋1𝑋2 + 𝑋2𝑋3 − 30𝑋2 − 30𝑋3 + 𝜆(100−𝑋1 − 𝑋2 − 𝑋3) 

 ونساويها بالصفر كما يلي: Lنقوم بإيجاد المشتقات الجزئية الأولى للدالة  الشرط الضروري:
δL

δ𝑋1
= 8𝑋1−2𝑋2 − 𝜆 = 0 

δL

δ𝑋2
= 4𝑋2−2𝑋1 + 𝑋3 − 30 − 𝜆 = 0 

δL

δ𝑋3
= 2𝑋3+𝑋2 − 30 − 𝜆 = 0 

δL

δλ
= 100 − 𝑋1 − 𝑋2−𝑋3 = 0 

 :التالية الحرجة النقاط بحل المعادلات نجد
𝑋1 = 20,𝑋2 = 30, 𝑋3 = 50, 𝜆 = 100 

  :محدد هيسين المؤطرنجد  الشرط الكافي:

|𝐻∗| = |

0 −1 −1 −1
−1 8 −2 0
−1 −2 4 1
−1 0 1 2

| 

 3( =nعدد المتغيرات )
 1( =mعدد القيود )

𝑛 −𝑚 = 2 
,𝑋1 النقاط الحرجة  نهاية الدالة عند وهذا يعني أنه للتحقق من صنف 𝑋2, 𝑋3 يجب حساب المحيددين الرئيسين

 كما يلي: القطريين الأخيرين

|𝐻3
∗| = |

0 −1 −1
−1 8 −2
−1 −2 4

| = −16 < 0 

 

|𝐻4
∗| = |𝐻∗| = |

0 −1 −1 −1
−1 8 −2 0
−1 −2 4 1
−1 0 1 2

| = −39 < 0 

عند  نهايتها الدنياوهذا يعني أن دالة الهدف تصل إلى  ،𝑚(1−)ويُلاحظ أن إشارة المحيددين هي نفس إشارة 
𝑋1 النقاط الحرجة = 20,𝑋2 = 30, 𝑋3 = آلة من النوع  20بإنتاج  كلية المؤسسة أدنى تكلفة تحقق إذا .50

 ي:ه عند هذا المستوى من الإنتاج الكلية التكلفةوقيمة آلة من النوع الثالث،  50آلة من النوع الثاني و 30الأول، 
 𝑀𝑖𝑛 𝑍 =  وحدة نقدية 𝟑𝟖𝟎𝟎

 rTucke–Kuhn–Karush (KKT:)تاكر -كوهن-كروش شروط -3-2-3
يود مشاكل في شكل معادلات، إلّا أن ق قيوداً  فقط تناولها سابقاً تتضمندة التي تم جميع البرامج غير الخطية المقيّ 

يتم اينات قيود في شكل متبل تضمن البرامج غير الخطيةفي حالة شكل متباينات. و  تكون تحتالأمثلية غالباً ما 
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حل لوتم تقديم هذه الشروط كتعميم لنظرية مضاعف لاغرانج الكلاسيكية  .تاكر-كوهن-شروط كروش إستخدام
 تُعتبر جوهر البرمجة الرياضية في وقتنا الحاضر.  ، وهي مسائلدة بمتبايناتالمقيّ  المسائل
 البرنامج غير الخطي التالي: لنفترض

  
 
 
 
 
 
 

 تُكتب دالة لاغرنج كما يلي:
𝐿(𝑋1, … , 𝑋𝑛, 𝜆1, … , 𝜆𝑚, 𝜇1, … , 𝜇𝑠) = ƒ(𝑋1 , … 𝑋𝑛) −∑𝜆𝑖[𝑔𝑖(𝑋1, …𝑋𝑛) − 𝑏𝑖]

𝑚

𝑖=1

−∑𝜇𝑗[ℎ𝑗(𝑋1, …𝑋𝑛) − 𝑘𝑗]

𝑠

𝑗=1

 

  كما يلي: تاكر-كوهن-كروششروط تُكتب و 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

s/c 

Max (Min)Z = 𝑓(𝑋1, …𝑋𝑛) 

𝑔1(𝑋1, … , 𝑋𝑛) = 𝑏1 
.
.
.
 

𝑔𝑚(𝑋1, … , 𝑋𝑛) = 𝑏𝑚 

ℎ1(𝑋1, … , 𝑋𝑛) ≤ 𝑘1     .
.
.
 

ℎ𝑠(𝑋1, … , 𝑋𝑛) ≤ 𝑘𝑠    

 

δL

δ𝑋1
= 0 

.

.

.
 

δL

δ𝑋𝑛
= 0 

δL

δ𝜆1
= 0 

.

.

.
 

δL

δ𝜆𝑚
= 0 

ℎ1(𝑋1, … , 𝑋𝑛) − 𝑘1 ≤ 0     
.
.
.
 

ℎ𝑠(𝑋1, … , 𝑋𝑛) − 𝑘𝑠 ≤ 0  

𝜇1(ℎ1(𝑋1, … , 𝑋𝑛)− 𝑘1) = 0    
.
.
.
 

𝜇𝑠(ℎ𝑠(𝑋1, … , 𝑋𝑛)−𝑘𝑠) = 0 

𝜇1 ≥ 0,… , 𝜇𝑠 ≥ 0 

 

 الشروط التكميلية
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 أولًا إيجاد مختلف الحلول التي تحقق شروط  يتم للبرنامج غير الخطي الحل الأمثلالقيم التي تحقق لإيجاد و 
د الحل الذي يحقق ثم تحدي الشروط التكميليةالتوليفات التي يُمكن تشكيلها من باستخدم مختلف  تاكر-كوهن-كروش

 في حالة التقليل.لها أعظم قيمة لدالة الهدف في حالة التعظيم أو أدنى قيمة 
 تُكتب الشروط التكميلية كما يلي: .s=2السابقة نفترض أن  تاكر-كوهن-كروشمن شروط  

𝜇1(𝑔1) = 0 
𝜇2(𝑔2) = 0 

 وهي:ممكنة تعطي الشروط التكميلية أربعة توليفات 
𝜇1 = 0, 𝜇2 = 0 
𝜇1 = 0, 𝑔2 = 0 
𝜇2 = 0, 𝑔1 = 0 
𝑔1 = 0, 𝑔2 = 0 
 ة.تكون عند كل توليف تاكر-كوهن-كروشالبحث عن مختلف الحلول التي تحقق شروط  وهذا يعني أن عملية 

 تُكتب الشروط التكميلية كما يلي: .s=3لنفترض الآن أن 
𝜇1(𝑔1) = 0 
𝜇2(𝑔2) = 0 
𝜇3(𝑔3) = 0 

 وهي: ممكنة تعطي الشروط التكميلية ثمانية توليفات
𝜇1 = 0, 𝜇2 = 0, 𝜇3 = 0 
𝜇1 = 0, 𝜇2 = 0, 𝑔3 = 0 
𝜇1 = 0, 𝑔2 = 0, 𝜇3 = 0 
𝜇1 = 0, 𝑔2 = 0, 𝑔3 = 0 
𝑔1 = 0, 𝜇2 = 0, 𝜇3 = 0 
𝑔1 = 0, 𝜇2 = 0, 𝑔3 = 0 
𝑔1 = 0, 𝑔2 = 0, 𝜇3 = 0 
𝑔1 = 0, 𝑔2 = 0, 𝑔3 = 0 

 ة.تكون عند كل توليف تاكر-كوهن-كروشالبحث عن مختلف الحلول التي تحقق شروط  وهذا يعني أن عملية 
يُمكن تشكيلها  التيويُلاحظ أنه كلما إرتفع عدد المتابينات في البرنامج غير الخطي، إرتفعت معه عدد التوليفات 

 من الشروط التكميلية. 
 ملاحظات:

بضرب  وي""أقل من أو تسا متباينة إشارتهاإشارتها "أكبر من أو تساوي" يتم تحويلها إلى  متباينةفي حالة وجود  -
 كما يلي: طرفيها في الإشارة السالبة
 لنتفترض المتباينة التالية:

ℎ(𝑋1, … , 𝑋𝑛) ≥ 𝑘     
 يتم تحويل إشارة المتباينة إلى "أقل من أو تساوي" كما يلي:

−ℎ(𝑋1, … , 𝑋𝑛) ≤ −𝑘     

أربعة توليفات ممكنة الشروط التكميلية:  

ثمانية توليفات ممكنة الشروط التكميلية:  
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في  فضرب دالة الهد هي حالة دالة الهدف في صيغة التقليلمن بين الطرق التي يمكن إستخدامها لمعالجة  -
عملية  نلأ إيجاد نقطة الحل الأمثل بطريقة عادية ثم يتم الإشارة السالبة لتحويلها إلى دالة هدف في صيغة التعظيم

,𝑓(𝑋1عن أدنى قيمة للدالة البحث  …𝑋𝑛)  في مجال معين هي في الحقيقة نفس عملية البحث عن أقصى قيمة
,𝑓(𝑋1−للدالة  … 𝑋𝑛)  .في هذا المجال 
 كما يلي:   هدف في حالة تعظيم إلى دالة تقليليُمكن تحويل دالة هدف في حالة إذا 

Min Z = 𝑓(𝑋1, … 𝑋𝑛) = Max Z = −𝑓(𝑋1, …𝑋𝑛) 
 :يكون القيد محقق أو غير محقق عندما نقطة الحل الأمثل للبرنامج غير الخطي: ∗𝑋لنفترض -
- ℎ𝑗(𝑋

∗) = 𝐾𝑗القيد أكبر من الصفر.يكون مضاعف لاغرانج المرتبط بهذا حيث  : القيد محقق 
- ℎ𝑗(𝑋

∗) < 𝑘𝑗 يكون مضاعف لاغرانج المرتبط بهذا القيد معدوم.حيث  القيد غير محقق 
 :7مثال 

 التالية لمؤسسة ما: الكلي لنفترض دالة الربح
π = 𝑋1

2 + 𝑋2
2 

 نوعين من المنتجات تنتجهما المؤسسة. 2Xو 1Xحيث تمثل كل من 
من المادة الأولية وحدتين  1Xيتطلب إنتاج وحدة واحدة من . مادتين أوليتنين 2Xو 1Xتستخدم المؤسسة لإنتاج 

من المادة الأولية  وحدة واحدةفيتطلب  2X، أما إنتاج وحدة واحدة من ةالأولى ووحدة واحدة من المادة الأولية الثاني
 الأولى ووحدة واحدة من المادة الأولية الثانية.

وحدة بالنسبة  11ووحدة بالنسبة للمادة الأولية الأولى  15ر بو ن الأوليتين يُقدّ تملك المؤسسة مخزون من المادتي
خلص في أسرع تتفالمؤسسة يجب أن  الأولية الأولى المادةصلاحية  تاريخونظراً لقرب إنتهاء  للمادة الأولية الثانية.

  .من هذه المادة مخزونها كامل وقت من
 ؟المؤسسة ربحلتعظيم  2Xو 1Xأوجد قيم  المطلوب:

 الحل:
 من معطيات المسألة يتشكل لدينا البرنامج غير الخطي التالي:

 
 
 

𝐿(𝑋1, 𝑋2, 𝜆, 𝜇) = 𝑋1
2 + 𝑋2

2 − 𝜆(2𝑋1 + 𝑋2 − 15) − 𝜇(𝑋1 + 𝑋2 − 11) 
 
 
 
 
 
 

s/c 

Max π = 𝑋1
2 + 𝑋2

2 

2𝑋1 + 𝑋2 = 15 

𝑋1 + 𝑋2 ≤ 11 
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 :تاكر-كوهن-كروش شروط
δL

δ𝑋1
= 2𝑋1 − 2𝜆 − 𝜇 = 0… .… . . (1) 

δL

δ𝑋2
= 2𝑋2 − 𝜆 − 𝜇 = 0………… . (2) 

δL

δ𝜆
= 2𝑋1 + 𝑋2 − 15 = 0……… . . (3) 

𝑋1 + 𝑋2 − 11 ≤ 0…………………(4) 
𝜇(𝑋1 + 𝑋2 − 11) = 0 
𝜇 ≥ 0 

 تاكر-كوهن-كروشإيجاد مختلف الحلول التي تحقق شروط  
𝝁عندما  = 𝟎: 

 نجد: 2و 1من المعادلتين 
2𝑋1 − 2𝜆 = 0 
2𝑋2 − 𝜆 = 0 

 نجد: 3في  5  نعوض
2(2𝑋2) + 𝑋2 − 15 = 0 ⇒ 𝑋2 = 3 

 ومنه:
𝑋1 = 2(𝑋2) = 2(3) = 6 
2𝑋1 − 2𝜆 = 0 ⇒ 𝜆 = 6 

  :إذا
(X1, X2, 𝜆, 𝜇) = (6,3,6,0) 

 .تاكر-كوهن-وجميع هذه القيم تحقق شروط كروش
𝑿𝟏 عندما + 𝑿𝟐 − 𝟏𝟏 = 𝟎: 

X1 + X2 − 11 = 0 ⇒ X1 = 11 − X2 … . . (5) 
 (:3( في )5نعوض )

2(11 − X2) + 𝑋2 − 15 = 0 ⇒ 𝑋2 = 4 
 ومنه:

X1 = 11 − (4) = 7 
 نجد: 2و 1المعادلتين بحل 

𝜆 = −6 
 ومنه:

𝜇 = 20 
(X1, X2, 𝜆, 𝜇) = (7,4,−6,20) 

 .تاكر-كوهن-وجميع هذه القيم تحقق شروط كروش

توليفتين ممكنتين توجد الشروط التكميلية:  

𝑋1 = 2𝑋2 …… . (5) 
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 لها حلين وهما: تاكر-كوهن-شروط كروشيُلاحظ أن 
(X1, X2, 𝜆, 𝜇) = (6,3,6,0) 

 و
(X1, X2, 𝜆, 𝜇) = (7,4,−6,20) 

 :كما يلي تعطي أكبر قيمة لدالة الهدفالقيم التي ونقطة الحل الأمثل للبرنامج غير الخطي تتمثل في 
Max π = (6)2 + (3)2 = 45 
Max π = (7)2 + (4)2 = 65 

 إذا نقطة الحل الأمثل للبرنامج غير الخطي هي:
𝑋1 = 7, 𝑋2 = 4,Max π = 65 

 4والأول  المنتجوحدات من  7 وحدة نقدية بإنتاج 65والذي قدره  كلي تصل إلى أعظم ربح وهذا يعني أن المؤسسة
 الثاني. المنتج وحدات من

 في حالة وجود قيود عدم السالبية:
 ويتم إعتبار .تتميز العديد من مشاكل الأمثلية في النظرية الإقتصادية باحتوائها على قيود عدم سالبية المتغيرات

كما الخطي  مثل باقي متباينات البرنامج غيريتم التعامل معها حيث  عدم السالبية لكل متغيرة كمتباينة إضافية قيد
ه كلما زاد عدد المتغيرات ستصبح عملية البحث عن الحل الأمثل أكثر صعوبة لأنه سيتم التعامل إلّا أنّ  ،شرحنا سابقاً 

، بالإضافة إلى مضاعفات لاغرانج المرتبطة البرنامج غير الخطي مع مضاعفات لاغرانج عددها بعدد متباينات
شكيل دالة تتمثل في ت مثل هذه العقبة يُمكن إستخدام طريقة ولتجاوز .عدد المتغيراتو  بالقيود في شكل معادلات

 كما يلي:(  modified LagrangeanThe) لةمعدّ اللاغرانج 
 التالي: البرنامج غير الخطي لنفترض

 
 
 
 
   
 
 
 

𝑋1يُلاحظ وجود قيود عدم سالبية المتغيرات  ≥ 0,… , 𝑋𝑛 ≥ 0 
 لة كما يلي:يتم تشكيل دالة لاغرانج المعدّ 

𝑀(𝑋1, … , 𝑋𝑛, 𝜆1, … , 𝜆𝑚, 𝜇1, … , 𝜇𝑠) = ƒ(𝑋1 , …𝑋𝑛) −∑𝜆𝑖[𝑔𝑖(𝑋1, … , 𝑋𝑛) − 𝑏𝑖]

𝑚

𝑖=1

−∑𝜇𝑗[ℎ𝑗(𝑋1, … 𝑋𝑛) − 𝑘𝑗]

𝑠

𝑗=1

 

 .سالبية المتغيراتلة لا تحتوي بشكل صريح على قيود عدم أن دالة لاغرانج المعدّ ويُلاحظ 
 

s/c 

Max Z = 𝑓(𝑋1, … 𝑋𝑛) 

𝑔1(𝑋1, … , 𝑋𝑛) = 𝑏1 
.
.
.
 

𝑔𝑚(𝑋1, … , 𝑋𝑛) = 𝑏𝑚 

ℎ1(𝑋1, … , 𝑋𝑛) ≤ 𝑘1     .
.
.
 

ℎ𝑠(𝑋1, … , 𝑋𝑛) ≤ 𝑘𝑠    

𝑋1 ≥ 0,… , 𝑋𝑛 ≥ 0 
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 كما يلي: تاكر-كوهن-شروط كروش وتُكتب
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

لشروط ل مختلف التوليفات الممكنة تاكر باستخدام-كوهن-من البحث عن القيم التي تحقق شروط كروشوبدلًا 
 أدناه.  8، يتم إستخدام أسلوب آخر كما هو موضح في المثال التكميلية

 :8مثال 
 لديك البرنامج غير الخطي التالي: ليكن

 
 
 

 أوجد الحل الأمثل للبرنامج غير الخطي؟ :المطلوب
 الحل:
، يتم ضربها في الإشارة السالبة لتحويلها إلى دالة هدف في صيغة التعظيم كما أن دالة الهدف في حالة التقليل بما
 يلي:

Min Z = Max Z = −𝑋1
2 − 𝑋2

2 

δM

δ𝑋1
≤ 0 

𝑋1

δM

δ𝑋1
= 0 

.

.

.
 

δM

δ𝑋𝑛
≤ 0 

𝑋𝑛

δM

δ𝑋𝑛
= 0 

δL

δ𝜆1
= 0 

.

.

.
 

δL

δ𝜆𝑚
= 0 

ℎ1(𝑋1, … , 𝑋𝑛) − 𝑘1 ≤ 0     
.
.
.
 

ℎ𝑠(𝑋1, … , 𝑋𝑛) − 𝑘𝑠 ≤ 0  

𝜇1(ℎ1(𝑋1, … , 𝑋𝑛)− 𝑘1) = 0    
.
.
.
 

𝜇𝑠(ℎ𝑠(𝑋1, … , 𝑋𝑛)−𝑘𝑠) = 0 

𝑋1 ≥ 0,… , 𝑋𝑛 ≥ 0, 𝜇1 ≥ 0,… , 𝜇𝑠 ≥ 0 

 

s/c 

Min Z = 𝑋1
2 + 𝑋2

2 
 

𝑋1 + 3𝑋2 ≥ 10 

𝑋1 ≥ 0, 𝑋2 ≥ 0 
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  ما يلي:ك البرنامج غير الخطي من "أكبر من أو تساوي" إلى "أقل من أو تساوي" المتباينة فيأيضاً يتم تحويل إشارة 
−𝑋1 − 3𝑋2 ≤ −10 

 تُكتب دالة لاغرانج كما يلي:
𝐿(𝑋1, 𝑋2, 𝜇) = −𝑋1

2 − 𝑋2
2 − 𝜇(−𝑋1 − 3𝑋2 + 10) 

 لة:دالة لاغرانج المعدّ 
𝑀(𝑋1, 𝑋2, 𝜇) = −𝑋1

2 − 𝑋2
2 − 𝜇(−𝑋1 − 3𝑋2 + 10) 

 :كما يلي تاكر-كوهن-شروط كروشتُكتب 
 

δM

δ𝑋1
= −2𝑋1 + 𝜇 ≤ 0…………… . . . (1) 

𝑋1

δM

δ𝑋1
= 𝑋1(−2𝑋1 + 𝜇) = 0………(2) 

δM

δ𝑋2
= −2𝑋2 + 3𝜇 ≤ 0…………… . . (3) 

𝑋2

δM

δ𝑋2
= 𝑋2(−2𝑋2 + 3𝜇) = 0…… . (4) 

−𝑋1 − 3𝑋2 + 10 ≤ 0……… . . . (5) 
𝜇(−𝑋1 − 3𝑋2 + 10) = 0………… . . (6) 
𝑋1 ≥ 0, 𝑋2 ≥ 0, 𝜇 ≥ 0 

𝑿𝟏 عندما  = 𝟎 
𝑋2:إذا  = 10(: 5من الشرط ) 0 ≤  وهو مرفوض. 0

𝜇: (1من الشرط ) ≤ 0 :𝜇 .لا يُمكن أن تكون سالبة 
𝜇إذا  = 𝑋2 و0 >  (:4من الشرط ): 0

−2𝑋2 + 3𝜇 = 0 ⇒ −2𝑋2 = 0 ⇒ 𝑋2 = 0 
𝑋2وهو ما يتناقض مع  > 0. 

𝑿𝟏 > 𝟎 
 ( نجد:1من الشرط )

−2𝑋1 + 𝜇 = 0 ⇒ 𝜇 = 2𝑋1 …… . . (7) 
 ( نجد:7) المعادلة الإعتبار (، وبأخذ بعين3) من الشرط

−2𝑋2 + 6𝑋1 ≤ 0 
𝑋2إذا  = 𝑋1 يعني أن ا، فهذ 0 ≤ 𝑋1وهو ما يتناقض مع  0 > 0. 
𝑋2إذا  >  (:4يعني أنه من الشرط ) ، فهذا0

−2𝑋2 + 3𝜇 = 0 ⇒ 𝜇 =
2

3
𝑋2 ………(8) 
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 ( نجد:8( و)7) المعادلتين بمساواة
𝑋1 =

1

3
𝑋2 ………(9) 

𝜇بما أن  >  :6(، فمن الشرط 7)كما توضحه المعادلة  0
−𝑋1 − 3𝑋2 + 10 = 0……(10) 

 :لنتحصل على( 10) المعادلة ( في9)المعادلة نعوض 
𝑋1 = 1, 𝑋2 = 3 

 ( فنجد:7في المعادلة ) 𝑋1نعوض 
𝜇 = 2(1) = 2 

 لها حل وحيد وهو: تاكر-كوهن-شروط كروش إذا
(X1, X2, 𝜇) = (1,3,2) 

 :التي تحقق أدنى قيمة لدالة الهدف هيوبالتالي فإن نقطة الحل الأمثل للبرنامج غير الخطي 
𝑋1 = 1 
𝑋2 = 3 

Max Z = −(1)2 − (3)2 = −10 ⇒ Min Z = 10 
د )و/أو زيادة عد كلما زاد عدد متغيرات البرنامج غير الخطي أنهالمثال السابق ومما يُمكن إستنتاجه من حل 

 .الأمثل عملية أكثر تعقيداً تصبح عملية البحث عن الحل  المتابينات(
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 تمارين مقترحة:
 التمرين الأول:
 لمؤسسة صناعية كما يلي: التكلفةليكن لديك دالة 

𝐶 = 3𝑋2 − 122.5𝑋 + 1528.5 
 قيمة التكلفة الكلية عند هذا الحجم منوما هي أدنى تكلفة للمؤسسة، أوجد حجم الإنتاج الذي يحقق  المطلوب:
 ؟الإنتاج

 :الثانيالتمرين 
 ليكن لديك دالة الربح التالية:

 𝜋 = −𝑋1
2 − 𝑋2

2 + 8𝑋1 + 10𝑋2 − 20 
 ؟عند هذا الحجم من الإنتاج الكلي قيمة الربحوما هي ، أوجد حجم الإنتاج الذي يحقق أعظم ربح المطلوب:

 التمرين الثاني:
. دالة صغيرةالكبيرة وال :الجلدية من الحقائبنوعين  الجلديةتُنتج إحدى المؤسسات المختصة في صناعة المنتجات 

 المشتركة الخاصة بهذين المنتجين تتمثل فيما يلي: الكلي الربح
𝑍 = 𝑋1

2 + 𝑋1𝑋2 −
1

2
𝑋2

2 
متر من الجلد الطبيعي، في حين يتطلب إنتاج حقيبة صغيرة واحدة متر  1.5حقيبة كبيرة واحدة يتطلب إنتاج 

 .واحد من الجلد الطبيعي
 .متر من الجلد الطبيعي 52في مخازنها  تملك المؤسسة

لصغيرة لتعظيم ا الجلدية الكبيرة والحقائب الجلدية الكميات التي يُمكن للمؤسسة إنتاجها من الحقائبأوجد  :المطلوب
 ؟ إذا علمت أنها تريد إستخدام كامل مخزونها من الجلد الطبيعي ربحها الكلي

 التمرين الثالث:
نوعين من الألبسة باستخدام نوعين من الأقمشة. يتطلب إنتاج وحدة واحدة من النوع الأول تُنتج إحدى المؤسسات 

شة ، أما النوع الثاني من الأقمالنوع الثاني من الأقمشةمن  ومترينمن النوع الأول من الأقمشة واحد  امن الألبسة متر 
 ومتر من النوع الثاني من الأقمشة. فيتطلب إنتاج وحدة واحدة منه مترين ونصف من النوع الأول من الأقمشة

متر من كل من النوع الاول من الاقمشة والنوع الثاني من الاقمشة  40متر و 35يتوفر مخزون المؤسسة على 
 ثاني من الأقمشة.من مخزونها من النوع ال بسرعة على التوالي، مع العلم أن المؤسسة تريد التخلص

𝑀𝑎𝑥 𝑍لى دالة الربح التالية: بعمليات حسابية دقيقة توصلت المؤسسة إ = 𝑋1 + 𝑋2
2 

ذ بعين )مع الأخ أوجد مختلف الكميات من النوعين من الألبسة التي تنتجهما المؤسسة لتعظيم ربحها المطلوب:
  الإعتبار قيود عدم سالبية المتغيرات(.
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