
CHAPITRE 2

ANALYSE MATRICIELLE
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Qu’est ce qu’une matrice

Exemple 

� = 1 0 53 2 1 application :    

(1,1) → 1 (2,1) → 3(1,2) → 0 (2,2) → 2(1,3) → 5 (2,3) → 1

• Intersection de lignes et colonnes

• Structure de données

• Algèbre �: 1, . . , n × 1, . . , m → K�, �        →  ���1 ≤ � ≤ �1 ≤ � ≤ ���� ∈  Κ coefficients réels ou complexes
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Notations 

• ��� : vecteur min(n,m)x1

�� 

�!�

�."

 

��.
• #$ %1 ≤ � ≤ �     1 ≤ � ≤ �
• ��. : vecteur 1xm
• �∙" : vecteur  nx1

#$,'(%)1 ≤ � ≤ �     1 ≤ � ≤ �
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• (�()�� matrice transposée

de (�)�� (�()( = �
• (�∗)�� matrice adjointe de (�)�� (�∗)��  = (�()�� (�∗)∗ = �
• #*,'(%)
• #$,*(%)
•

�� 

�!�

Notations

�� 

�!�
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Opérations  sur les matrices

Soient A, B, C ∈ #$,'(%),           ∀(�, �) ∈ 1, . . , n × 1, . . , m
• Egalité    ��� = /�� ⇔ � = 1
• Addition   2 = � + 1 ⇔ 4�� = ��� + /��

•0$,'
•� + 1 = 1 + �
• � + 1 ( = � ( + 1 (
• � + 1 ∗ = � ∗ + 1 ∗

5



Opérations  sur les matrices

• Multiplication par un scalaire2 = A� ⟺ 4�� = A ∙ ���  
(A�)(= A�(, (A�)∗= A̅�∗          A � + 1 = A� + A1          A + D � = A� + D� 

6



Produit de matrices

• 2 = � 1  ⟺ 2�� = ∑ ��F ∙ /F�GFH*

2��

j

i
�      .         1    =       2

� ∈ #!,I %       1 ∈ #I, % 2 ∈ #!, %
=
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Matrice identité

• � ∈ #$,I % ,  JG � . J = �
• J$ = K�� = 1 0 … 00 1 … 0⋮ ⋮ ⋱ ⋮0 0 … 1
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Propriétés 

• � + 1 = 1 + � ,     (� + 1)(= �( + 1((� + 1)∗= �∗ + 1∗ 
• � + 1 + 2 = � + 1 + 2
• � . 1   ≠   1. �(� ∙ 1)(= �( ∙ 1((� ∙ 1)∗= �∗ ∙ 1∗
• � . (1. 2) = (� . 1). 2
A.(B+C)=A.B+A.C 
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• � = 0      ou/et     1 = 0         ⇒ � . 1 = 0
• � . 1 = 0 ⇏ � = 0 ST 1 = 0
• �G = � ∙ � ∙  … ∙ �   U fois
• Exemple 

A = 1 0 10 −1 00 0 2 �G = 1 0 2G − 10 (−1)G 00 0 2U .

• �Z = J

Propriétés 
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Inverse d’une matrice

Soit � ∈ #$ % , 
• Existence ∃?  �]* tq     � ∙ �]* = J$
• L’inverse de A est noté  �]*
• Si ∃  �]*alors  � est dite non singulière ou inversible

• Propriétés(�]*)]*= �(�]*)^= (�^)]* (�1)]*= 1]*�]*(_�)]*= *̀ �]*
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Trace d’une matrice

• ab _� + 1 = _ ∙ ab � + ab(1)
• Soient � ∈ ℳ$,'(ℝ), 1 ∈ ℳ',$(ℝ), alorsab � ∙ 1 = ab(1 ∙ �)

ef g = h ���
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Déterminant d’une matrice

det ∶  k#$ % → %(��,") → l
Exemple :

soit  A = 1 20 3  det � = 1 20 3 = 3
� = � /4 m det � = �    /4    m = �. m − /. 4
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Calcul du déterminant� m n/ o ℎ4 q � = ????????
 = �r� + stu + vwx − urv − xt� − �ws 

Méthode de SARRUS
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��� =
� m … y/ o … l⋮ ⋮ ⋱ ⋮4 q … z    ↑   "   

Calcul du déterminant

(���) = Mineur de A d’ordre n-1

Développement  de 
LAPLACE

= (−1)�|�(���)=  det ���2Sq�� = Cofacteur  de (���)
det � = h ���

$
�H* . 2Sq��

� ∈ #$ %
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��� = � m … y  / o … l ← �⋮ ⋮ ⋱ ⋮  4 q … z  
det � =  h ���

$
�H* 2Sq��

Calcul du déterminant

Méthode de LAPLACE

Développement sur une 

ligne
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Propriétés du déterminant

det � ∙ 1 = det � ∙ det 1
det  �]* = 1det �det  �( = det �moa �∗ = det �det J$ = 1
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sre g = ~ pour   3 cas

Propriétés du déterminant

1.  � = 0$
3. Si ∃ � tel que 2F = ∑ A�2���H*��F

En posons : A =
     2* ⋯ 2F ⋯ 2� ⋯ 2$ �** ⋯ ⋮ ⋯ ⋮ ⋯ ⋮   ��* ⋯ ⋮ ⋯ ⋮ ⋯ ⋮⋮ ⋯ ⋮ ⋯ ⋮ ⋯ ⋮  �$* ⋯ ⋮ ⋯ ⋮ ⋯ ⋮

2. Si  ∃  1 ≤ � ≤ � ≤ � tel que 2F = 2�
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Calcul de l’inverse de A

Soient ∶ A ∈ #$ %2 = 2S� � = 2Sq��  tel que 4Sq�� = (−1)�|�  det ��� �]* = 1det � 2(
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Matrices particulières

Matrice diagonale∀(�, �), tel que � ≠ �, ���= 0 ? 0 0 0

0 ? 0 0

0 0 ? 0

0 0 0 ?

 ���� 0 0 0

0 ���� 0 0

0 0 ⋱ 0

0 0 0 ��!!

• Somme est une diagonale

• Produit AxB est une diagonale

• det � = ∏ ���$�H* ,
• ∀�, ���≠ 0 ⟺ � inversible
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Matrices particulières

Matrice triangulaire

Inférieure∀(�, �)|  � < �, ���= 0Supérieure             ∀ �, � | � > �, ���= 0

• det � = ∏ ����H*..$
• �]*
• � ∙ 1

? ? ?~ ? ?~ ~ ?
? ~ ~? ? ~? ? ?
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Matrices particulières
• Matrice a diagonale dominante (≥)

• Matrice a diagonale strictement dominante (>)

par ligne par colonne���≥ h ��"
!

"H���" ���≥ h ��"
!

"H���" ���≥ h ��"
!

"H���"

���≥ h ��"
!

�H���" ���≥ h ��"
!

�H���" ���≥ h ��"
!

�H���" 22



Vecteurs et valeurs propres
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Vecteurs et valeurs propres

q ∈ ℒ �, � : � � → �y*⋮y$ → l*⋮l$
⟺�� = � avec � ∈ #$(%)

   y*⋮y$     �       ��⋮�!

A         C
B

A

3 08 −1 ∙ 12 = 36 = 3 ∙ 12
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3 08 −1 ∙ 12 = 36 = 3 ∙ 12
�� = A�

� = 12 : vecteur propre de A

correspondant a la valeur propre A = 3

Vecteurs et valeurs propres
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Définition

• On dit que A est une valeur propre de la 
matrice A s’il existe un vecteur x non nul 
solution de �y = Ay

• Le vecteur y est alors dit vecteur propre 
associé à A

Vecteurs et valeurs propres



on a Ay = �y
           0 = Ay − �y0 = A�y − �y0 = A� − � y⇛ 1y = 0
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Vecteurs et valeurs propres

•  det AΙ − � = 0 : équation caractéristique de A
• det AΙ − �

polynôme caractéristique de A, noté ��(A)

� =?



Calcul des vecteurs et valeurs propres
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• Les valeurs propres d’une matrice � d’ordre n sont 
les racines dans Κ du polynôme caractéristique 
associé à �

 racines de ��(A) = det AΙ − �
• À toute valeur propre A d’une matrice �, est associé 

au moins un vecteur non nul � tel que �� = A�, 
appelé vecteur propre de la matrice � correspondant 
à la valeur propre A.



Spectre, Rayon spectral, …
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• Si �  � ≠ Φ, le rayon spectrale de � est le réel positif 
défini par ρ � = max A  ∕ A ∈ �  �

• Le spectre de �, noté �  � est l’ensemble des valeurs 
propres de � dans  .

Quelques propriétés

• �  � =  �  �(
• Soit la matrice � d’ordre n à coefficients dans  , et 

possédant toujours n valeurs propres A�, � = 1, … , �
distinctes ou confondues, on a les propriétés suivantes :tr(�) = h A�

$
�H* det(�) = ¤ A�

$
�H*



Rappel 
Notions de l’algèbre
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Application linéaire (rappel)
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Matrice et Application linéaire

q y = l
E

y = h y� . o�
'

�H*

F

l = h l� . /�
$

�H*l* = a** y* + a*� y�+. . +a*' y'l� = a�* y* + a�� y�+. . +a�' y'⋮             ⋱ ⋱ ⋮l$ = a$* y* + a$� y�+. . +a$' y'
�� = h ��" ∙ ¥" 

"H�
32

y*y�⋮y'

l*l�⋮l$
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q y*y�⋮y'
=

l*l�⋮l$]*l$
=

a** a*�          …  a*'a�* a��          …  a�'⋮               ⋱ ⋮a$]**  a$]*�     …  a$]*'a$* a$�  …  a$'

y*y�⋮y'
•

Morphisme(représentation 

matricielle)

� est dite la matrice de l’application q de la base 

canonique o�  de ¦' vers la base canonique /�  de ¦$

x § = g ⋅ §    avecavecavecavec         g ∈ ©!, ª et et et et        § ∈ ª 

�� = h ��" ∙ ¥" 
"H�



Récapitulatif

� matrice 
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(i,j)    ��� (1,1)   �** (1,2)   �*�....

Structure de données

Valeur propre correspondant à un 
vecteur propreg matrice d’une application linéaire x

On étend aux matrices toutes les définitions 

relatives aux applications linéaires



Ayant � et � deux  %-espaces vectoriels et q: � → �  une 
application linéaire, 
Image de x
• q(�) l’image de E par q est
• noté Im (x);  est un sous espace vectoriel de �
Noyau de x
• noté kerkerkerker (x);

Rang de x                   Rg(q) = dim(Im q)
• Pour Im (q) ⊆ � un espace vectoriel de dimension finie,
La dimension de Im q , noté Rg(q) ou rang q
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Application linéaire (rappel)



Pour une famille de � vecteurs de � , °T*, … , T$±⊆ E, 

1. 0≤ rg( T*, … , T$ ) ≤ � : le rang est inférieur ou égal au 
nombre d’éléments dans la famille.2. � est de dimension finie alors rg( T*, … , T$ ) ≤ dim(�) :
le rang est inférieur ou égal à la dimension de �.

3. rg T*, T�, … , T$ = 0 ⟺ T*, T�, … T$ = 0
4. rg T*, T�, … , T$ = � ⟺ T*, T�, … T$  famille libre

5. Théorème du rang 
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Rang de matrice
Calcul
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Synthèse des concepts

Pour g ∈ ©!( )
⟺⟺ ⟺ ⟺

⟺
⟺

� matrice à diagonale dominante ⟺


