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1.1

PRELIMINAIRES

L’outil fondamental en analyse numérique (qui nous fournit des méthodes de calcul pour
I’étude et la solution approchée de problemes mathématiques dont la résolution est généralement
impossible ou impraticable), demeure la formule de Taylor.

Ces solutions approchées sont le plus souvent calculées sur ordinateur au moyen d’algorithmes
convenables. Dans ce qui suit nous rappelons quelques théorémes dont la connaissance est impéra-
tive pour une meilleure compréhension de la suite.

Théoreme 1.1.1 — de la valeur intermédiaire. Soit f une fonction définie sur un intervalle
a,b], on définit m = inf [, 4) f(x) et M = sup [,  f(x). Alors pour tout y dans [m, M], il existe
au moins un point x dans [a, b] pour lequel

fx)=y.

Théoreme 1.1.2 — des accroissements finis. Soit f une fonction définie et continue sur un
intervalle [a, b], diff érentiable sur ]a, b[. Alors il existe au moins un point ¢ dans [a, b] pour lequel

f()—fla)=f'(c)(b—a).

Théoreme 1.1.3 — de la moyenne. Soit w(x) une fonction non négative définie et intégrable
sur un intervalle [a, b], et soit f(x) une fonction continue sur |a,b|. Alors

[ st =1€) [ wiyas

pour & € [a,b].
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Théoreme 1.1.4 — de Taylor. Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle [a, D],
(n+1) fois dérivable sur [a,b] pour n > 0, et soit x,xy € [a,b]. Alors
f(x) = pn(x) + Rup1 (%) (1.1)
Ou
(x - XO) !
pul) = fl)+ ) )
x—xp)"
+...4+ (n‘O)fn(Xo)
Et
Lo n p(n+1)
Ruvi(x) = 0 | (x=1)"f" 0 (t)dr (1.2)
- JXxg
~ B2 e
 (n+1)!
pour & €]

En utilisant la formule de Taylor on obtient par exemple les formules suivantes :

2 n n+1
X X X
=1 — .+ = & 1.3
e tat o+ +n!+(n+l)!e (1.3)
2 2
cosx = 1_ﬁ+ﬂ+'”+(_l)ﬂ+ (1.4)
| 2n+2
+(=1)"" mcos(éx)
+1
(1-x)"! = 1—|—x—|—x2—|—...—|—x"—|—1_x, x#1 (1.5)
De cette derniere formule nous pouvons déduire :
l (e}
=Y <1 1.6
1—x kgz) x| (1.6)

On peut calculer les séries de Taylor de n’importe quelle fonction suffisamment dérivable avec
autant de termes que 1’on veut. Cependant a cause de la complexité de la différentiation de plusieurs
fonctions, il est souvent préférable d’obtenir indirectement leur polynéme d’approximation de
Taylor p,(x) ou leur séries de Taylor, en utilisant I’'un des développement limités connus. Les trois
exemples qui suivent montrent que les erreurs sont plus simples que lorsque 1’on utilise la formule
de I’erreur (1.2).

Exemples
1. f(x)= e, En remplacant x par —x* dans (1.3), on obtient :

4 2 2n+2

-2 _ 2, X nXn n+l X 13
S RS SISV G (G | U S
¢ Py e EDE DT e e
avec &, € [—x2,0].
2. flx)= ﬁ,En posant x = —u? dans le développement de ﬁ ona:
1 2, .4 n, 2n w1 w2
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en intégrant sur [0,x] on aboutit a :

1 X3 XS x2n+l X u2n+2
S ST - / d
a3 s Vg D e

En appliquant le théoreme de la moyenne, on obtient :

X u2n+2 x2n+3 1
du = )
/o 12 T 31y e
avec &, € [0,x].
3. flx)= fol sin(xt)dt, Utilisant le développement de sinx, et intégrant, on écrit :

2j—1 2t

100 = Y0 s [ cos(a

avec &, € [0,xt]. L’intégrale dont le reste est bornée par ﬁ, mais on peut aussi la mettre
sous une forme simplifiée, et en appliquant le théoréme de la moyenne on a :

2j—1 2l

/01 sin(xt)dt = Z(_l)j_l);T + (—1)”m cos(&)

avec &, € [0,x].

ERREURS ABSOLUES et ERREURS RELATIVES

Un nombre approché x est 1égerement différent du nombre exact X, et qui dans les calculs
remplace X.
e Six < X, x est dit valeur par défaut .
e Six > X, x est dit valeur par exceés .
On note généralement x ~ X.

= Exemple 1.1

1,41 < V2 < 1,42

Définition 1.2.1 On appelle erreur Ax d’un nombre approché, la valeur :
Ax=X —x,

C’est-a-dire
X =x+Ax

Définition 1.2.2 On appelle erreur absolue A d’un nombre x la valeur

A=|X —x]| (1.7)

1. Si X est connu, ’erreur absolue est déterminée par (1.7).
2. Si X estinconnu, I’erreur absolue A est impossible a déterminer. Dans ce cas on introduit
la limite supérieure de 1’erreur absolue.
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Définition 1.2.3 On appelle limite supérieure ou borne supérieure de 1’erreur absolue tout
nombre supérieur ou égal a I’erreur absolue de ce nombre. C’est-a-dire :

A=|X —x|< A,
si A, désigne la borne supérieure, donc
x—A <X <x+A,
On note
X =xxA,.
m Exemple 1.2 Trouver la borne supérieure d’erreur absolue de & = 3, 14.
3,14 < <315

Dans ce cas | x — 7 |< 0,01, on peut poser A, = 0,01, comme 3,140 < & < 3,142, une meilleure
estimation de la borne d’erreur absolue est A = 0,002. ]

Définition 1.2.4 On appelle erreur relative notée & d’un nombre x, le rapport suivant :

5= (X#0

C’est-a-dire
A=|X|6.

Définition 1.2.5 La borne supérieure de I’erreur relative d, est un nombre supérieur ou égal a
I’erreur relative de ce nombre. C’est-a-dire :

8 < 6,
c’est-a-dire

A
7§6)C7

donc
A<|X | o

On peut aussi utiliser
A =[ x|

car X ~ x.

R Si I’on connait une borne d’erreur relative 0, on a :
X =x(1+06)

C’est-a-dire
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De méme on obtient :

x0y
A= —2
1—6,
m Exemple 1.3 En cherchant la constante de gaz, on a obtenu R = 29,25, ’erreur relative étant
1°/0o trouver un encadrement de R. On a §, = 0,001, donc A, = RS, = 0,03 , c’est-a-dire :

29,22 <R <29,28.

1.3 PRINCIPALES SOURCES D’ERREURS

Les erreurs commises dans les problemes peuvent étre des :

Erreurs inhérentes au probléme : Erreurs dfies a la position méme du probleme. Le modele
théorique est trés rarement fidele au modele réel. Lors de I’étude d’un phénomene de la
nature on est souvent contraint d’admettre certaines conditions.

Erreurs de la méthode : 11 arrive qu’il soit difficile ou méme impossible de résoudre un probléme
enoncé en termes exacts. On le remplace par un probleme approché.

Erreurs de troncature : Associées aux processus infinis. Les fonctions données dans les formules
le sont sous forme de suites infinies ou de séries, on est donc obligé de mettre fin a un
certain terme de la suite. Par exemple, I’approximation d’une somme infinie par une somme
finie, I’approximation de la limite d’une suite par un terme de “grand indice* ou encore
I’approximation d’une intégrale par une somme finie.

Erreurs initiales : Diies a la présence dans les formules de parametres dont les valeurs sont
approchées.

Erreurs d’arrondi : Dies au systeéme de numérisation.

Erreurs propagées : Les erreurs des données de départ se repercutent sur le résultat des calculs.

1.4 SERIE D’EXERCICES

Exercice 1.1 Trouver une borne de I’erreur absolue du nombre x = 3.14 qui remplace 7(7w =
3.1415926...) dans les deux cas suivants :

1. 3.14 < < 3.142.

2. 3.14 < <3.15.

dans chaque cas la borne supérieure de 1 erreur absolue est €. Montrer que la borne supérieure
de ’erreur de la somme des x;(i = 1,2,...n) est égale a ne.

Exercice 1.3 Donner les bornes des erreurs relatives de a = 1.414 et b = 1.41 qui approchent

‘ Exercice 1.2 Supposons que x1,X2,X3,....X, approchent respectivement Xi,X>,X3,...,X, etque
‘ =1.414214......

Exercice 1.4 En recherchant la constante des gaz de 1’air on a obtenu R ~ 29.25 . La borne de
I’erreur relative de cette valeur étant 19/ , trouver les limites entre lesquelles est comprise R. =






2.1

GENERALITES

Soit X = {x;, i=1,2,...n} un ensemble de n points appartenant a ’intervalle [a,b] C R.

Supposons qu’a chaque x; de X, on sache associer un y; € R , résultat d’une expérience ou
valeur donnée par une table, mais que cette opération soit impossible avec x € [a,b] \ X.

Notons

2 = {(xi,yi), pour x; € X}.

On veut déterminer une fonction, facilement calculable, qui permette d’obtenir une estimation
“raisonnable” de la réponse du phénomene pour la valeur x.

Notons g cette fonction et 4 = {(x;,g(x;)), pour x; € X }. Si on définit une “distance” entre
2 et ¢, nous pouvons chercher une fonction g, d’un type préalablement choisi (un polyndme par
exemple), telle que cette distance soit minimale.

C’est ce qu’on appelle une approximation.

Un procédé général consiste a limiter la représentation de g aux combinaisons linéaires des

n+ 1 fonctions d’une certaine base, choisies a priori.
Si on désigne par
Ui (x)7 u2(x)7 us (x)7 <oy Ungd (x)

les fonctions de la base, les représentations utilisées seront les combinaisons
ajuy (x) + agup (x) + azuz (x) + ... + @y 1ty 1(x) 2.1

qui dépendent des n 4+ 1 coefficients a; que nous devrions calculer pour définir chaque approxima-
tion.

R) Onutilise un procéd€ analogue lorsque on étudie la représentation de fonctions par des séries
de fonctions.
On prend une base infinie u (x),up(x), ..., uy4+1(x),... et on considere les séries

ayuy (x) + axun (x) + azuz (x) + . .. + @y tppr (x) + - .. (2.2)

L’equation (2.1) apparait alors comme la somme partielle des n + 1 premiers termes de (3.2).
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2.2 APPROXIMATION
2.2.1 Meilleure approximation

Soit (E,d) un espace métrique et F C E. Chercher a approcher un élément f de E par un
élément de F, c’est donc déterminer g de F tel que :

d(f.g) = heigd(f, h) (2.3)

S’il existe, cet élément sera appelé meilleure approximation de f dans F au sens de la distance d.

Théoreme 2.2.1 — d’existence. Si F est une partie compacte de E, alors il existe au moins un
élément g de F tel que :

d(f.g) = mind(f.h).

Corollaire 2.2.2 Soit E un espace normé. Si F est un sous espace vectoriel de E de dimension
finie, alors il existe au moins un élément g de F tel que :

—g|l=min|| f—h]|.
£ —gll=mia | £~ 1]

1. Nous supposerons dorénavant que E est I’ensemble des fonctions continues sur un
intervalle [a,b] de R.
2. g estle plus souvent cherchée sous la forme suivante :

g(x) = ajuy (x) + azua (x) + azuz(x) + ... + apg 11 (x)

ol les u;(x) sont des fonctions choisies dans :
— laclasse des mondmes :

— laclasse des fonctions trigonométriques :
1,sinx, sin2x,...,sinnx,cosx,cos2x,...,COSnx.
— la classe des fonctions exponentielles :
1,expx,exp2x,...,expnx

C’est-a-dire que :

n—2

) =a" +a ' +az P+ apx+ang,

ou;
g(x) = c+ajcosx+azcos2x+azcosdx+...+a,cosnx+
+b) sinx + by sin2x+ b3 sin3x+ ...+ b, sinnx,
ou;
g(x) =ajexpbix+arexpbyx+azexpbsx+ ...+ a,expby,x,
ou aussi;

(x) = arxX* +aox" Va4t apx + any
o b1x" 4 box" 1 4 bax2 4 . +bpx+ by ’
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3. L’approximation de f par des polynomes, dite approximation polynomiale, est la plus
fréquente.

Théoreme 2.2.3 Si f est une fonction continue sur |a, b, pour tout € > 0, il existe un polyndme
P, de degré inférieur ou égal a n tel que :

max | f(x) — B, (x) |[< €.

x€(a,b)

2.3  APPROXIMATION AU SENS DES MOINDRES CARRES
Définition 2.3.1 Soit E un espace vectoriel. Pour tout couple (f,g) de E x E, on définit le
produit scalaire noté (f,g) et la norme associée par :

L f 1= VAS5 1)

Pour tout f € E, il existe g € F (F est un sous espace vectoriel de E, de dimension finie) tel que :

!\f—g!\=ggg\!f—h\l-

Théoreme 2.3.1 Une condition nécessaire et suffisante pour que g soit une meilleure approxi-
mation de f est que :

(f—g,h)=0 pour tout heF (2.4)

g est appelée meilleure approximation de f au sens des moindres carrés.

Démonstration. La Condition est nécessaire : Soit g la meilleure approximation de f. Faisons un
raisonnement par 1’absurde. Supposons qu’il existe 7 € F tel que :

<f_g7hl> :C#O
Soit A, € F défini par :

c
=g+ ——7msMmh
|| A [?

on a

Cc
—h = , ——=h
17 =all = \J =8~ et f 8 i)

- \/Hf gl - CH <l f-gl

Ce qui est absurde.
La Condition est suffisante : Soit g; € F tel que : (f — g1,/h) = 0 pour tout & € F on a alors :

W f=hll = V{f=hf—h)
= V{f—sai—h+a,f—a1—h+g)
= s lP+llh—g P
D’ou || f—g1 ||<|| f—h || pour tout i € F et donc g, = g. [
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Théoreme 2.3.2 La meilleure approximation au sens des moindres carrés est unique.

Démonstration. Soient g| et g deux meilleures approximations de f on a donc :
(f—g1,h) =0=(f—go,h) pourtout heF

en particulier pour & = g; — g2, d’ol

| lei—gll=V{g—g+f—f.e—g) =
= \/<f—g1,g1 —g)+(f—g2,81—82)=0

donc g1 = g3. [ |

CARACTERISATION
Il s’agit maintenant de construire le polyndme d’approximation qu’on note Q,(x) défini par :
On(x) =ay +arx+azx* + ...+ app X"

tel que la différence
e(x) = f(x) = On(x)

ait une norme aussi petite que possible.

Soit P, I’ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal a n. Et soit f une fonction continue
sur un intervalle [a, b]. La meilleure approximation de f par un polyndme Q, de P, s’écrit :

n+1

On(x) = bruy(x) +bouy—1(x) + ...+ byt 1up(x) = Z bittn41—i(x).
i=1

(Ou les u; forment une base de P, c’est-a-dire : u;(x) = X i=0,1,...,n), et un polynéme
quelconque P, de P, s’écrit :

n+1

Pn(x) = alun(x) +asxty— (x) +... +an+1u0(x) = Z aiurz+1—i(x)-
i=1

La condition nécessaire et suffisante du théoreme s’écrit :
n+1 n+1
(f =Y bitiny1-1, Y aittni1-7) =0
i=1 i=1
pour tout élément (ay,as,...,a, + 1) de R"*!. Ce qui donne le systeme d’équations :
n+1
Y bilunirisuni1—j) = (frunr—j) j=12,...,n+1 (2.5)
i=1

qui admet une solution unique.
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2.4.1 Norme

p) Sur I’ensemble des fonctions continues ¢’([a,b]), on utilise le produit scalaire suivant :
Soit @ une fonction positive n’ayant qu’un nombre fini de racines sur [a,b] et telle que :

/ f o(x)h(x)dx existe pour tout & € € ([a,b]). On suppose ® continue par morceaux et on
pose :

(f.8) = /abw(x)f(x)g(x)dx.

p) Le plus souvent dans le cas de I’approximation polynomiale on prend @(x) = 1.

La meilleure approximation de f € & ([a,b]) par un polyndéme de P,est donc le polynéme Q,
défini par :
b

[ 0017~ 0t ax = min [ 0(01r0) - P

P.eP, Ja

Ce polyndme existe et vérifie :

/ab o(x)[f(x) — Qu(x)]Py(x)dx = O pour tout P, €P,

Ses coefficients b; sont donnés par le systeme d’équations linéaires :

n+1 b L b .
Z bi/ O (x)x* gy = / o(x)f(x)x" M dx  j=1,....n+1 (2.6)
=1 Ja a

m Exemple 2.1 Le polyndme Q> qui réalise la meilleure approximation au sens des moindres
carrés de la fonction f(x) =x* —x? — Jx+ } sur I'intervalle [—1, 1] avec ®(x) = 1 est donné par la
condition :

° N S YIS L I ST Y IS .
Zb, l.x dx = 1L.(x"—x x+-)x dx j=1,2,3
a=—1 a=—1 4 4

i=1

c’est-a-dire le systeme :

2 2 _ 2,1 7
shitsbs = 545 = —5
2p - 2_1 _ 7
5, 3 2 5,6, 30
qui donne comme solution :
7 1
by =—1iby = 5-1b3 = .
: 272077 4

le polynome cherché est donc :

7 1
_ 2" -
Or(x) = —x METRRE

L’erreur commise pour cette approximation s’évalue comme suit :

1 1 7 1 3
_ _ 32 oo N 2 P Y3 2
& =f(x)—02(x)=(x"—x x+-) < X +20x+ >—x 5%



20 Chapitre 2. APPROXIMATION

m Exemple 2.2 Le polyndme Q, qui réalise la meilleure approximation au sens des moindres
carrés de la fonction f(x) = |x| sur I’intervalle [—1, 1] avec @(x) = 1 est donné par la condition :

3 1 . 1 .
Zb,-/ x6*’*-’dx:/ lx|x*dx j=1,2,3
i=1 /-1 -1
c’est-a-dire le systeme :
2by + 5bs

=
by +2b; =

—_ O MI=

qui donne comme solution :

15 3
by = R’bz =0;b3 = 6

le polyndme cherché est donc :

_15., 3

Qz(x)— 16)C +16.

L’erreur commise pour cette approximation s’évalue comme suit :

1'52+3>_{ %xz—x—% si x<0

X 15.2 5
16 16 —eX tx—qg5 sl x>0

€2 = F(x) — 0alx) = | - (

2.5 SERIE D’EXERCICES

Exercice 2.1 Trouver le polyndme P> qui réalise la meilleure approximation au sens des
moindres carrés de la fonction f(x) = |x— 1| sur I'intervalle [0,2] en prenant ®(x) = 1. n

Exercice 2.2 Trouver le polyndme P, qui réalise la meilleure approximation au sens des
moindres carrés de la fonction f(x) = |3x — 5| sur I'intervalle [—1,2] en prenant @(x) = 1. =

Exercice 2.3 Trouver le polyndme P, qui réalise la meilleure approximation au sens des
moindres carrés de la fonction donnée par le tableau suivant :

x | -1 |—05] 0 [05]1
fx) =075 0 [025] 0 |0




3.1 GENERALITES

Le probleme de I’interpolation peut se poser dans plusieurs situations. Par exemple :
1- Une fonction f n’est pas completement définie. On connait simplement un nombre fini de ses
valeurs sur un intervalle [a,b], (par exemple des données expérimentales) x1,x2, ..., X,+1
supposés tels que :

a<x1 << ... <x<x41<b

et les valeurs de f en ces points

f(XI> :)’I,f(XZ) =Y2y..- 7f(xn) :yn7f(-xn+1) = Yn+1

On peut alors vouloir déterminer une fonction ¢, définie sur tout 'intervalle [a,b] et consti-
tuant une certaine “approximation de f” (dans un sens a préciser). Il est alors souhaitable
que @(x) soit numériquement facile a évaluer

2- f(x) est connu pour tout x, mais son évaluation numérique est complexe. On peut alors vouloir
déterminer une fois pour toutes un nombre fini de valeurs

f(xl)af(XZ)a- .. 7f(xn)af(xn+l)
et pour tout
X F X1,X0, ey Xy Xt 1

approcher f(x) en fonction de ces valeurs.
Cadre général de l’interpolation : Chercher une fonction @(appelé l'interpolant), d’un type
préalablement choisi qui interpole f sur [a,b], ¢’est déterminer cette fonction @ telle que

ox;)=f(x), i=12,....,n+1 (3.1)
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Cela signifie d’un point de vue géométrique, qu’il faut trouver une courbe d’équation y = ¢(x) et
d’un type donné passant par le systeme de points

M; = (x;i,yi) i=1,2,....n+1.

Le probleme ainsi posé peut avoir une infinité de solutions ou ne pas avoir du tout de solution.
Cependant, il admet une solution et une seule si I’on cherche non pas une fonction quelconque ¢ (x)
mais un polyndome de degré inférieur ou égal a n qui vérifie (3.1) et est tel que :

Pn(xl):yh Pn(x2):y27 ~~~~~~ 7Pn<xn+l>:yn+1-
Nous obtenons la formule d’interpolation :
y=(x).

Que nous utiliserons donc pour le calcul approché des valeurs de la fonction donnée f(x) pour des
valeurs de x différentes des points d’interpolation x;, i =1,...n+ 1.

p) Six¢ [x1:x,41] on parle d’une extrapolation.

Proposition 3.1.1 Si x1,x2,...,%,+1 sont (n+ 1) points distincts de R et si y;,y2,...,yn+1 sont
(n+1) réels, alors il existe un et un seul polyndéme réel P de degré inférieur ou égal a n tel que

Pn(xl):yh Pn(xl):y27 """" 7Pn(xn+l):yn+1-

Démonstration. Tout polyndme réel de degré inférieur ou égal a n s’écrit de manicre unique sous
la forme

Po(x) = apx" +aiX" ' + ... +ay,

I’ensemble R [X] de ces polyndmes est donc un espace vectoriel réel de dimension (n+ 1). L’appli-
cation

R[X] — R

P(x1)
P — :
P (xn+l)
est linéaire et injective car un polyndme de degré inférieur ou égal a n qui a (n+ 1) zéros distincts
est nul. Il s’ensuit que cette application est aussi surjective, d’ou la conclusion. |

p) Pour trouver les coéfficients du polynome P, (x) c’est-a -dire déterminer ag,ay, ..., a,, il suffit
de résoudre le systeme linéaire (de Cramer) suivant :

n

1 x x| ag V1
I x4 xZ+1 An Yn+1

La matrice de ce systeme est une matrice de Vandermonde. Cependant, cette méthode de
détermination des coefficients est peu efficace. On préfere des méthodes basées sur des
formules explicites pour le polyndme P, (x) telles que les formules dites de Lagrange et de
Newton établies ci-dessous.
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POLYNOME DE LAGRANGE

Soit {x1,x2,...xp+1}, (n+ 1) valeurs distinctes de [a,b] données. On suppose que que 1’on
connaisse les valeurs correspondantes de y = f(x) c’est-a-dire on a :

f) =y, f(2) =y2,ef (Wns1) = Yns1-
On veut construire un polyndme L, (x) = Y74 p;(x) f(x;), de degré inférieur ou égal a n, vérifiant :
Ln(xi) =y, i=12,..n+1.

ou les fonctions p;(x) sont telles que :

1 si j=i
pi(Xj):aij:{ 0 si ]7&1

Ol §;; est le symbole de Kronecker. Résolution du probléme : Le polyndme a obtenir s’annulant
en (1) points X1, X2...,Xj—1,Xi+1,---,Xnt1, il s’ecrit donc :

pi(x) =Ci(x —x1)(x —x2)...(x —xi—1) (X — Xj1) oo (X — X)), (3.2)

ol C; est une constante. Posant dans (3.2) x = x; et comme p;(x;) = 1, on a donc :

C,'(x,' —xl)(xi —XQ)...(XI' —xi,l)(xi —x,~+1)...(xl~ —xn) =1
c’est-a-dire :
1

Ci - (xi —xl)(xi —xz)...(xi —xi,l)(x,- —xi+1)...(x,' —xn)

en portant cette valeur dans (3.2) on obtient :

() = (x—x1)(x—x2)..(x—xio1) (X —xip1)o (X —x) L (x—x;)
Pilx) = (xi —2x1) (i = x2) (2 = X 1) (X — Xig 1) (X — x) _,-I;[l (xi_xj). s
J#i

Le polyndme L,(x) qui vérifie les conditions L, (x;) = y;, est alors de la forme :
n+1
=Y pi(x)yi (3.4
i=1
En effet, d’une part le polyndme L, (x) ainsi construit est un polyn 6me de degré inférieur ou égal a
n. Et d’autre part comme p;(x;) = 1 si j=iet 0 sinon,ona:
n+1

szxjyz pi)yi=yi  j=12.n+1

En portant la valeur de p;(x) dans (3.4) tirée de (3.3) on obtient :

o (x— x1 (x—x2)o(x—xim)) (X —Xip1) o (X —xn)

S e e e e e e &
B n+l [ ntl x x)
B ; =1 (x, X;) "

J#l
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Le polynéme donné par (3.5) est appel€ le polynéme d’interpolation de Lagrange. et

" (x—x;))

it (i —xj)
J#i

(3.6)

pi(x) =

sont appelés les coeficients de Lagrange.
Proposition 3.2.1 Le polynéme d’interpolation de Lagrange est unique.

Démonstration. Faisons un raisonnement par 1’absurde. Soit L, (x) un polynome de degré inférieur
ou é gal a n, distinct de L, (x) et est tel que :

v

Ly(x)=y; i=1,2,...,n+1
Le polynome

On(x) = Ly(x) — Ln(x)

dont le degré est aussi inférieur ou égal a n, s’annule en n + 1 points {x;,x;....,X,+1 }, ¢’ est-a-dire :

m Exemple 3.1 Construire les coefficients de Lagrange pourn+1=2etn+1=3. "

- Cas n+1 =2 : En appliquant la formule (3.6) on obtient

X=X X=X
p1(X)—xl7x2, p2(x) po—
et alors
X— X2 X—X1
L(x) =
() = 222 )+ 2L ()

- Casn+1 =3 : En appliquant la formule (3.6) on obtient

_ (r—x)(r—x3) _ e—x)(x—x3) _ mx)(x—m)
)= (1 —x2) (x1 —x3) o) = (%2 —x1) (x2 —x3)” %)= (x3 —x1) (x3 —x2)
et alors
 (r—x) (x—x3) (x—x1) (x—x3) (x—x1) (x—x2)
falx) = (x1 —x2) (x1 — x3) *1)+ (2 —x1) (x2 —X3)f %)+ (3 —x1) (x3 —xz)f(x3)'

= Exemple 3.2 Construire le polyndme de Lagrange de la fonction donnée par y = f(x) = sinx

pour les points x; =0, x, = %, x3 =4

7. ||
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On calcule d’abord les valeurs correspondantes aux points d’interpolation de la fonction

y=f(x):

=0 —sing—l —sing—l
=y, y»= 6_27 y3 = 2—
On applique ensuite les formules (3.5), on obtient le polyn6é me de Lagrange de degré inférieur ou
égal a 2 suivant :

7
LQ(X) = —3X2 + EX

» Exemple 3.3 Soit la fonction y = f(x) donnée par le tableau suivant :

X y
321,0 | 2,50651
322,8 | 2,50893
324,2 | 2,51081
325,0 | 2,51188

On demande le calcul de la valeur de f en 323,5. m

On pose x = 323,5; le polyndme de Lagrange sera un polyndéme de degr é inférieur ou égal a
n = 3. D’apres les formules (3.5),on a:

(323,5—-1322,8)(323,5—1324,2)(323,5—325,0)

f323.5) = (321,0—322,8)(321,0 — 324,2)(321,0 — 325,0) -2,50051+

(323,5—321,0)(323,5 —324,2)(323,5 — 325,0)

(322,8 —321,0)(322,8 —324,2)(322,8 — 325,0)

(323,5—321,0)(323,5—322,8)(323,5 — 325,0)

(324,2 —321,0)(324,2 — 322,8)(324,2 —325,0)

(323,5—321,0)(323,5—322,8)(323,5 —324,2)

(325,0—321,0)(325,0—322,8)(325,0 — 324,2)

= —0,07996+1,18794 +1,83897 —0,43708 = 2,50987

2,50893 +

2,51081 +

2,51188

Cas ou les points sont equidistants

Soit {x1,%2....,X,+1}, (n+ 1) points d’interpolation de [a, b], on suppose que :
xy=x1+h, x3=x2+h=x1+2h, .xj=xj_1+h=x1+(j—1)h, .. X1 =%x,+h=x1+nh

Ouh= b%“ représente le pas de la subdivision. Les points d’interpolation x; sont alors dits équidis-
tants. Dans ce cas, les coefficients de Lagrange peuvent étre simplifiés, en posant :

xX=x1+th
on aura :

nh=0, =1, ..t,=n.
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D’ou

n+1

(Xl +th—x; — (]— l)h)

ol

Il
—_

J#i

n+1 [ n+1 (tijJr 1)
Z Hi Yi
Sl (=)

J#i

j=1 (x1+(—=1Dh)—x1+(j—1)h) Vi

3.7

Les coefficients de /,(r) sont donc indépendants du pas & et des points x; ; ils peuvent étre représentés

dans

une table.

m Exemple 3.4 Soit la fonction y = cosx donnée par le tableau suivant :

X

5,0

5.1

52

5,3

5,4

5,5

5.6

5,7

y

0,283662

0,377977

0,468516

0,554374

0,634692

0,708669

0,775565

0,834712

t

1

2

3

4

5

6

7

8

Calculer cos5,34.

Posons

x=0,1r+45

Les valeurs de la nouvelle variable ¢ associées aux points d’interpolation seront alors :

t=0,1,2,3,4,5,6,7

Il faut donc trouver la valeur de y pour x = 5,34, c’est-a-dire pour ¢ = 3,4, les points étant
équidistants, on a donc :

1,(3,4)

8 [ 8 (3,47—j+1)
= Y |\II—F——|»
Sl @-))
J#F
= 0,592864

Donc cos 5,34 = 0,592864.

ESTIMATION DE L’ERREUR DANS L'INTERPOLATION DE LAGRANGE

Soit L, (x) le polyndéme de Lagrange qui interpole la fonction y = f(x) aux points {xj,x2....,X,+1}
c’est-a -dire qui vérifie :

Ly(x1) =y1, Ly(x2) =y2, ...

7Ln(xn+1) = Yn+1-

La question que I’on se pose maintenant est : quelle est I’approximation du polyndme construit par
rapport a la fonction f(x) ? ou en d’autres termes quelle est la grandeur du reste :

Ry(x) = f(x) = Ly(x)

Pour évaluer cette erreur commise dans 1’interpolation par le polynd me de Lagrange, nous suppo-
sons que la fonction f est continue, dé rivable et a dérivées continues jusqu’a ’ordre (n+ 1) dans
le domaine [a, D] contenant x et les points d’interpolation x;. Soit

g(x) = f(x) —Lp(x) —k(x —x1)(x = x2)eeeen(Xx — Xpp11)
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Ou k est une constante. La fonction g posseéde (n+ 1) racines aux points

X13X2yceens Xn+1

Choisissons k de sorte que g(x) ait une (n+2)%" racine en un point quelconque fixé x de [a, b],
autre que les points d’interpolation. II suffit pour cela de poser

F(X) = Ly(X) —k(X—x1)(X—2x2)eeee . (F— x)
D’ou

k=

fEN) —Ly(%)

(F—x1)(X—x2)eeeeee(F—xp) (3.9)

car X n’est pas un point d’interpolation. Pour cette valeur de k, la fonction g(x) admet (n+2)
racines sur [a, b] et elle s’annule aux extrémités de chacun des intervalles suivants :

[X],Xz], [x27~x3]7 [Xi,.f], ['fvxi-i-]]a "'[xnaxn-i-]]a

En appliquant le théoreme de Rolle a chacun de ces intervalles, on voit que la dérivée g’(x) admet
au moins (n+ 1) racines sur [a, b]. De méme, la dérivée seconde g”(x) s annule au moins n fois sur
[a,b] . En opérant de méme pour les dérivées successives de la fonction g, on aboutit a la conclusion
que dans [a,b], la dérivée gt (x) posséde au moins une racine. Notons par & cette racine : on a
donc gtV (€) = 0. Comme

g (x) = F D () — K(n+ 1)1
Pour x = £ on obtient :
0= fr(E) —k(n+1)!

Donc

AR

 (n+1)! (39)

En identifiant les équations (3.8) et (3.9) on obtient :

FO-LE )
(F—x1)(X—=x2) e (X —xp) (n+1)!

C’est-a-dire

(n+1)
F(E) = L(®) = f(n_'_l()é!)(f—xl)(i—xz) ...... (F = %nr1) (3.10)

Comme X est completement arbitraire, 1’équation (3.10) s’écrit :

AR

= (n+1)‘ (x—xl)(x—xz) ...... (X—Xn_H) (311)

Ou ¢ € [a,b] dépend de x.
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p) L’équation (3.11) est vraie pour tout point de [a, ], y compris les points d’interpolation. En
posant

f(n+1)(x)‘

M, = max
x€la,b]

Nous obtenons ’estimation de 1’erreur absolue dans I’interpolation par le polynéme de
Lagrange sous la forme :

Mn—H

IRy (x)| = |f(x) = La(x)| < (it 1)

[(x—x1)(x—x2)weeeec (X = X1 |

m Exemple 3.5 Avec quelle précision peut-on calculer v/115 a I’aide d’une interpolation par le
polyndme de Lagrange de la fonction y = /x si I’on prend les points d’interpolation

x1 =100, x, =121, x3=144.

Comme on a

1 1 3
y/:§x7%7 ”:—fo%7 yng_x*%
11 s’ensuit
" 3 _5 3 _5
M3 = max |y |:§(100) =210 pour 100 <x < 144
Donc
3.1
IR (x)] 810 g\(115—100)(115—121)(115—144)] =
1
= —107°.15.6.29~1,6.1073
16 '

3.4 POLYNOME DE NEWTON

3.4.1 Différences finies
Définition 3.4.1 Soit y = f(x) une fonction donnée. On pose Ax = x;1 — x; = h une valeur

fixée de I’accroissement de x. On appelle différence d’ordre un de la fonction y 1’expression :

Ay =Af(x) = fx+Ax) = f(x)
On définit de fagon analogue les différences d’ordres supé rieurs
Ay =A(A" YY) (n=2,3,...)
nExemple 3.6 A%y =A[f(x+Ax) — f(x)] = [f(x +2Ax) — f(x + Ax)] — [f(x + Ax) — f(x)] = f(x+
2Ax) — 2f (x+ Ax) + f(x). .

» Exemple 3.7 Construire les différences de f(x) = x>, en prenant le pas Ax = 1. Ona Af(x) = (x+
1P —x =32+ 3x+ 1, A2f(x) = B(x+1)>+3(x+ 1)+ 1] = Bx* +3x+1) = 6x+6, A f(x) =
[6(x+1)+6] — (6x+6) =6,A"f(x) =0, pour n > 3. .

Proposition 3.4.1 Si f(x) = B,(x) = apx" +a1x" ' + ... + a, est un polyndme de degré n, alors
A" f(x) = A"P,(x) = nlaph™ = C ou Ax =h et C est une constante.
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Démonstration. En effet, on a :
Af(x) = APR(x)=FBi(x+h)—P(x) =
= ao[(x+h)"—x"+a [(x+h)"" ="+ ..
| [(x+h) — /’l]

En utilisant la formule du bindme de Newton, on voit que Af(x) = AP,(x) est un polyndme de
degré (n—1):

Af(x) =AP,(x) = boX" ' b X"+ 4 by

b() = nhao

Suivant le méme raisonnement la différence seconde A?f(x) = A?P,(x) est un polyndme de degré
(n—2):

Azf(x) = A’P, (x) = coxX" e e
et
co = (n—1)hby = n(n—1)h’ay
En raisonnant ainsi on établit de proche en proche que
A" f(x) = A"P,(x) =n!h"ay
D’ou I’on conclut

A"f(x) =A"P,(x) =0 pour m>n

Rp) Le symbole A (delta) peut étre considéré comme un opérateur qui associe a la fonction
y = f(x) la fonction Ay = f(x+ Ax) — f(x) (Ax étant une constante).

p) Lopérateur A ales propriétés suivantes :
. A(u+v) =Au+Av;
2. A(Ku) = KAu (K est une constante);
3. A™(A"u) = A"ty (m et n entiers non négatifs);
4. On pose par définition Au = u.

3.4.2 Différences divisées

Définition 3.4.2 Soit {xj,x5....,x,41}, (n+ 1) points d’interpolation de [a,b], et :

fx) =y, f(x2)=y2, oo, f(Xnt1) = Ynr1.
on pOSC:

Axi:xiﬂ—xi;éo (i:1,2,....)
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On appelle différences divisées d’ordre 1, les relations données par :

_ Y+l =i

[ i xi] = PP (i=12,..)
= Exemple 3.8 f[x;,x;] = %, fx2,x3] = ﬁ%ﬁé, etc... .

D’une fagon analogue on définit les différences divisées d’ordre 2

Xi 1,X' 2] — X',X' 1 .
[l xip1,xi2] = S i xiva) = X ], (i=1,2,....)
Xi+2 — Xi

_ S =flax]
- flxsx] :

D’une facon générale, les différences divisées d’ordre n s’obtiennent a partir des différences
divisées d’ordre (n— 1) a I’aide de la relation de récurrence suivante :

» Exemple 3.9 f[x;,x2,x3] n

f[xiaxi+lr--xi+n] = f[x,-+1,...x,-+n] _f[Xi’Xi+n71], (
Xi4+n —Xi

n=12,..;i=172,..)

p) Les différences divisées sont symétriques de leurs arguments, ¢’est-a-dire que les différences
divisées ne changent pas avec la permutation des éléments. Plus précisément, pour toute
permutation ¢ de {1,2....,k} ona

I [*o(1)%6(2)s KXoy ] = f 1,22, ..3]

= Exemple 3.10 f[x;,x;] = ﬁ:ﬁ} % = f[x2,x1] "

Théoreme 3.4.2 Soit p, le polyndme d’interpolation de f aux points {xj,x;....,x,+1 }, alors
pour tout k de {1,2....,n} ona:

£y dqt] = f [x1,xx]

f[xl,xz,...xk] = )
Xi+1 — X1

Démonstration. 1idée est de construire une fonction polyndme qui interpole f sur {xj,x;....,xk+1};
puis on identifie les deux expressions disponibles de son coefficient dominant. Soit p défini par
X—X] Xk41 — X
P() X1 — X1 okl F Xk41 — X1 Pi(x)

Ou gy, (respectivement py) désigne le polyndme d’interpolation de f sur {x,x3....,xx41} (respecti-
vement {x;,x;....,x;}). Par définition, p est un polynéme de degré inférieur ou égal a k. Montrons
que p interpole f sur {xj,x;....,x;}. On evalue d’abord p(x;) : la contribution du premier terme
de la somme est nulle; il vient p(x;) = px(x1) soit p(x;) = f(x;) par d éfinition de py. On évalue
alors p(x;) par le méme type de raisonnement, on montre que p(x;) = f(x¢). Puis on conside re x;
pour tout j dans {2,3....,k}. On sait que pi(x;) = gi(xj) = f(x;) grice aux définitions de py et de
gx- Un calcul simple montre que : p(x;) = f(x;); en effet

p;) = ———— [(x —x1) )+ (xesn — ) £x)] (3.12)

Xk+1 — X1
Soit

pxj) = f(x)
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p est le polyndme d’interpolation de f sur {xj,xs....,x¢+1 }. Soit & le coefficient dominant de p;
d’apres ce qui préc ede, o = f[x],...,xx+1]. Sur ’expression (3.12), on voit que le coefficient
dominant de p est donné par

1
o0 = —— [coef dominant (g ) — coef dominant (py)]
X1 — X1

comme (gi) et (p) sont des polyndmes d’interpolation sur {x2,x3...., Xk} €t {x1,x2....,x¢ } res-
pectivement, 1’égalité cherché e en découle. |

p) Les différences divis€es forment généralement un tableau du type suivant :

x| f(x) Différences divisées
Ordre 1 Ordre 2 Ordre 3 Ordre 4
x| [l
f[X] ,Xz}
X2 f[xﬂ f[X],)CZ,Xﬂ
[ 2, %3] F 1,2, %3, x4
x3 | flx] fx2,x3,x4] fIx1,x2,%3,x4,x5]
f %3, x4] f1x2,x3, %4, X5]
xq | f[x4] f[x3,x4,x5]
f[JC4,)C5}
xs | f[xs]

m Exemple 3.11 Donner les différences divisées de la fonction donnée par le tableau suivant :

x 0 0,2 0,3 0,4 0,7 09 |
y | 132,651 | 148,877 | 157,464 | 166,375 | 195,112 | 216,000 |

Les résultats sont portés sur le tableau suivant :

x fx) Différences divisées
Ordre 1 | Ordre 2 | Ordre 3 | Ordre 4
0 | 132,651
81,13
0,2 | 148,877 15,8
85,87 1
0,3 | 157,464 16,2 0
89,11 1
0,4 | 166,375 16,7 0
95,79 1
0,7 | 195,112 17,3
104,44
0,9 | 216,000

3.4.3 Polynome d’interpolation de Newton :

On a par définition

_n—y_ f)—fla)

X|—X X— X

f[xvxl]
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donc

Fx) = fxr) + (e —x1) f[x,x1]
et

flx,x] = f [x1,x0]

X—Xx)

f[xa-xlyxZ] =

donc

Fx) = fn) + (e —x1) fxr,0] + (x —x1) (x —x2) £ [x,%1,%2]

en réitérant le procédé, on obtient :

F&) = fla)+—xi) flxnxe]+ (e —x1) (x—x2) f[x1,02, 23]+ + (3.13)
+(x—x1)(x—xp) - (x —2xn) fx1,22, vy Xt 1]
+(x—x1)(x—x2)----- (x = xn) (X = Xp1) [ 6, X1, X2, « oy X 1]

p) Sifestun polyndme de degré inférieur ou égal anona:

Flexi,x2, 0 X041] =0

p) Le polyndme défini par
Pu(x) = fla)+ G —x0) flx,x]+ (@ —x) (x—x2) flx,x,x5] +- -+
+(x—x1) (x—xp) - (= %) f [¥1,22, o, Xy 1]

est le polyndme d’interpolation de degré inférieur ou égal a n de f pour les points {x,X3....,X,+1}
appelé polynéme d’interpolation de Newton. C’est-a-dire qu’il vérifie :

Pi(xj)=f(x;)) i=1,2,..n+1.

3.4.4 Erreur d’interpolation

En comparant f(x) et P,(x), nous obtenons la formule générale de I’erreur :
e(x) = f(x) = Pa(x) = (x—x1) (x—xp) -+ (= Xnp1) f 2,20, %2, 0 X1 ]
que I’on peut ecrire sous la forme :

n+1
e(x) = (H (x—xi)> Flex1,x2, 0 Xnt1]

i=1

3.4.5 Autre écriture du polynéme d’interpolation de Newton
Cas des points équidistants
En posant le pas du tableau 7 = Ax (Ax; = xj11 —x;, i=1,2,...,n+ 1) ety; = f(x1),y2 =
F(x2)se sy = f(xn),Yn+1 = f(xn+1); alors nous obtenons :

Kk=1) o kk= D) (k=nt )

f(x) =y1+kAy; + X v+ o

A"y1 + Ry (x)

X—X1
k=— et Ay :yz—yl;Azyl :Ayz—Ayl7

et
W k(k—1)...(k—n)
B (n+1)!

f(n—}—l)(éx) ~ k(k _<,,: )—’—l()kv_n) n+1

V15 éx € [x7xi]
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m Exemple 3.12 Sachant que sin26° = 0,43837; sin27° = 0,45399 et sin28° = 0,46947, calculer
sin26°15'. "

Le tableau des valeurs se présente comme suit :

i ] x; yi Ay A%y
126 0,43837
0,01562
2 [ 27 | 0,45399 ~0,00014
0,01548
3| 28 | 0,46947

! /
comme h = 60’ et k = 25 1300" — 1 donc

1 Tl -1
5in26°15' = 0,43837 + 7.0,01562 + 4(42)(—0,00014) =0,44229.

L’erreur

_.
—_
S~—
—~
IS
|
\]
~—

1(,_ T
R <44 4 T~ y~0.2510°°

car comme y = sinx alors ‘y(") ’ <lI.

p) Silon fixe n et que I’on pose

= max |X — X,
hefl n}l k+1 kl

alors pour tout x € [x1,x2], on a
|(x—x1) - (x1 = Xup1)| < h(R)(2R)--- (nh) < K" n!.

Si f est de classe C"! sur [a,b] etsionax; =aeth < b%“, alors

SUPxea,b) ‘f(nJrl)(x) il
sup. ()~ Pa()| < o,

X€E[x1,%0] n+1
Comme le second membre tend vers zéro avec &, on peut donc rendre

sup |/ (x) — Pu(x)]

X€xq 1]

aussi petit que I’on veut (avec s suffisamment petit). Ceci montre que I’interpolation polyno-
miale peut étre utilisée pour approcher les valeurs de f(x).

p) Laremarque précédente n’est en général pas vraie, méme si f est trés réguliere sur [a,b].
Dans le cas o Ut x¢+; — x; ne dépend pas de k, c’est 1a ce qu’on appelle le phénomene de
Runge. Par exmple si

1
F® = 5552
et si [a,b] = [—1, 1], on peut montrer que le polyn 6me P,(x) interpolant f(x) aux points
2k

w=—1+— (k=1..n+1),

ne tend pas vers f lorsque n — oo,
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3.5 SERIE D’EXERCICES

Exercice 3.1 On considére la fonction f(x) donnée par le tableau suivant :

X 1 4 6
f(x) | 1.5709 | 1.5727 | 1.5751

Trouver une approximation de f(3.5) en utilisant le polyndme d’interpolation de Lagrange
du second degré . "

I Exercice 3.2 Ecrire les différences divisées de f(x) = x* et de g(x) = x>. .

Exercice 3.3 1. Construire le polyndme d’interpolation de Newton de la fonction y = f(x)
donnée par le tableau suivant :

X 0 2.5069 5.0154 7.52270
f(x) | 0.3989423 | 0.3988169 | 0.3984408 | 0.3978138

Trouver a I’aide de ce polyndme f(3.7608).

Exercice 3.4 Soit le tableau des valeurs y = logx, trouver log 1005.

X 1000 1010 1020 1030 1040 1050
y | 3.0000000 | 3.0043214 | 3.0086002 | 3.0128372 | 3.0170333 | 3.0211893

N

Exercice 3.5 Trouver sin 14° a partir du tableau des valeurs données ci-dessous de la fonction
y = sinx, le pas étant h = 5°.

x| 15° 20° 25° 30° 35° 40° 45° 50° 55°
y | 0.2588 | 0.3420 | 0.4226 | 0.5000 | 0.5736 | 0.6428 | 0.7071 | 0.7660 | 0.8192

Exercice 3.6 1. En interpolant par un polyndome de degré 3 et en utilisant la formule
appropriée calculer pour x = 1.05, a I’aide de la table donnée ci-dessous, les valeurs de la
fonction y = sinx.

X 1.0 1.1 1.2 1.3
y | 0.841471 | 0.891207 | 0.932039 | 0.963558

2. Donner une majoration de I’erreur.
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4.1.1

INTEGRATION NUMERIQUE

Méthode Générale

Lorsque I'intégrale définie d’une fonction continue sur un intervalle [a,b] ne peut pas étre
évaluée analytiquement ou lorsque I’intégrale n’est pas donnée sous forme analytique mais numéri-
quement en un certain nombre de valeurs discretes, I’intégration numérique peut étre utilisée.

Il existe plusieurs méthodes permettant d’évaluer les intégrales de fonctions bornées sur un
intervalle [a,b]. La présence de singularité dans les fonctions (ou dans certaines fonctions) rend les
calculs parfois difficiles.

Le probleme de I’intégration numérique d’une fonction consiste a chercher la valeur de I’inté-
grale définie a partir de plusieurs valeurs de la fonction sous le signe somme. L’intégrale a évaluer
étant :

I= /bf(x)dx. 4.1)

L’intégration numérique consiste a remplacer 1’intégrale (4.1) par une somme discréte sur un
nombre fini de points :

N
Iy=Y Aif(x)
i=1

ou A; et x; sont des variables a préciser.
Pour que I’évaluation numérique soit correcte, il est nécessaire d’imposer que toute méthode
d’intégration vérifie :
lim Iy =1 4.2)
N—ro0

Au dela de la vérification de ce critere, la qualité d’une méthode sera évaluée par la maniere dont la
convergence vers le résultat exact s’effectue.
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Nous supposerons dorénavant que les fonctions sont de classe C'(continues et 2 dérivées
continues) sur [a,b], mais aussi pour toute fonction f :

f(x) <K VxE€la,b],

ou K est une constante finie.

Ce qui veut dire que la dérivée de f n’est pas singuliere.sur [a,b].

On se propose alors de chercher une approximation de /. On remplace f sur [a,b] par une
fonction d’interpolation ¢ (un polyndme par exemple) pour considérer :

/abf(x)dx = /ab(p(x)dx

Approximation d’une intégrale

Soit @ une fonction positive définie sur [c,d], on veut approcher

I:ilzwﬂf@wx

on suppose que f est connue en (n+ 1) points xj,x7, ....,X,+1. On écrit
n+1

1= Z (Xif(xi) +R
i=1

ou o; seront choisi de telle sorte que R soit nul lorsque f est d’un type déterminé.
Lorsque f est quelconque, on suppose que

n+1

A= ; o f (x;)

est une valeur approchée de I et R est suffisamment petit.
Soient vy, va,...,vu41 (n+ 1) fonctions linéairement indépendantes continues sur [a,b]. On
note %, le sous espace engendré par ces fonctions. Pour que R soit nul, si f € .%,, on obtient :

b n+1
I :/ o(x)v(x)dx = Z ovi(x;); k=1,...,n+1.
a i=1

On suppose que les fonctions ! vi,v,,...,v,41 sont telles que le systéme admette une soultion
unique.
Soit A,, 1a fonction d’interpolation de f dans .%,, vérifiant :

n+1

Ap(x) = Zakvk(x)
k=1
et
An(x)) = f(x;) pour i=1,...,n+1.

nous avons

b n+1
Aw@M@m_;%Mm)

1. vérifient les conditions de Haar.
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si

nous obtenons :

d n+1 d
/C o (x) f(x)dx — ; o f(x:) + / o (x)e(x)dx

Si la fonction d’interpolation A, (x) est le polyndme d’interpolation de f, ¢’est-a-dire que :

{i(x),v2(x)y ey Vg1 (0)} ={1,x,....x"}

On choisira {0y, &, ..., 04,11 } de telle sorte que R soit nul quand f est un polyndéme quelconque de
degré inférieur ou égal a n.

4.1.3 Utilisation de I'interpolation polynomiale
Soit

avec
n+lx_x.
Li(x) = !
i(x) jf:lel ”
J#
d’ou

¢ i=1
p) Sous certaines conditions sur @, {c;} et {x;} P est une approximation de /.

p) Les o; sontindépendants de f, ils peuvent €tre calculés une bonne fois pour toute.

4.1.4 Etude de I'erreur d’intégration

Si f est (n+ 1) fois continument dérivable sur [a, b], on sait qu’il existe &, € [a, D] tel que :

(n+1)
g(x) = f(x) —Au(x) = L(x)]m

avec

n+1
Lx) = 1(x—xz')

en intégrant on obtient :

R=I-P= / A (é‘)dx

n+1)
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si o(x)L(x) est de signe constant dans [c,d] (en particulier si [c,d] ne contient aucun des points
d’interpolation, avec @ de signe constant sur [c,d]) le théoréme de la moyenne donne :

_ f" ()

(n+1)! /cd“’(x)L(x)dxv n € e, d]

si on connait une borne supérieure de £+

My = sup |70 ()|
x€(a,b)
ona

Mn+1
(n+1)!

/< M [ ogorelax

Convergence des méthodes d’intégration
Soit f une fonction continue sur [a,b] et @ une fonction (poids) définie sur [a, b] telle que

b
/a o (x)|dx < M

on approche

= / ’ o) f(x)dx
par
n+1

A= ; o f (x;)

ol ¢ et x; sont a déterminer.
Problem 4.1 Savoir si en augmentant le nombre de points x;, on obtiendrait une valeur de A de
plus en plus proche de /. Plus précisemment a-t-on :

n+1

b
tim ) /() = | osar

La réponse n’est positive que sous certaines conditions sur {¢;} et {x;}.

Théoreme 4.1.1 Lorsque f est une fonction continue sur [a,b] nous avons

n+1

lim Z oif(x;) = /ba)(x)f(x)dx 4.3)
A= a

si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. I’équation (4.3) est vrai pour un polyndme P quelconque

2. Y oy| est borné pour tout .

Démonstration. Soit P un polyndme quelconque. Posons

n+1

b
£r() = [ 0@ (Wax- ¥ af ()



4.1 INTEGRATION NUMERIQUE 39

et
n+1
/ @ (x)P(x)dx — Z o;P(x;)
=1
on a donc
b n+1 n+1
(x) :/ o(x)P dx—i—/ ))dx — Z 0;P(x;) + Z 0 (f(x;) —P(x;))
ou

b n+1
X)+/a @ (x)(f(x) = P(x))dx — ; 04 (f (xi) — P(xi))

soit £ > 0 un nombre déstiné a tendre vers 0. D’apres le théoréme de Weirstrass 2 nous pouvons
prendre un polyndme P tel que

max |f(x) —P(x)| < &
x€la,b]

nous avons alors
b n+1
&0 < ler(v)l +e [ lo@ldr—e ) la
a i=1
c’est-a-dire
n+1
|er ()| < lep(x)|+e(M =Y |ou])
i=1

si lim,,—se. |€p(x)| = O pour tout polyndme P et si Y/ o] < N pour tout n on a

lim |ef(x)| < e(M+N)

n—soo
|
4.1.6 Formules de Newton Cotes
On suppose que f est connue en (n+ 1) points x,x, ....,X,+1 équidistants, et tels que :
X1 = a, x;=x1+Ahn,
xi = xioi+h=a+(i—1)h
Xpt1 = Xpt+h=a+nh
on prend ®(x) = 1, Vx € [a,b].
On pose
Xn+1+k n+l
/ fldx =Y oif(x;)+R (4.4)
X1k i=1

2. Si f est continue sur [a,b], il existe un polyndme de degré inférieur ou égal a n qui approche f.
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— Si k=0, on dit que la formule (4.4) est de type fermé.
— Si k=1, on dit que la formule (4.4) est de type ouvert.
Les coefficients o; sont donnés par

Xn+1+k
o = / L; (x)dx
X

comme les x; sont équidistants on peut poser x =a-+thetona:

Xn-+1+k

o = li(t)dl
X1k
avec
n+1 :
r—j+1
=1 t=J
i
R
n+1
O = Oy 100 = 04,03 = Gy 1. et ) ay=b—a+2kn 4.5)

i=1

p) Les méthodes de Newton Cotes sont convergentes pour les polyndmes mais ne le sont pas
pour une fonction continue quelconque.

En effet si d’apres 1’équation (4.5) Z”ﬂ «; est bien bornée, il n’en est pas de méme de
Y™ oy car les o ne sont pas toujours de méme.

En intégrant les formules d’interpolation on a :

4.1.7 Formule de type fermé : des trapézes et de Simpson
1. fxxff( )dx- 5 (flx) 4+ fx2)) — i’; "(&), & € x1,x2] (formule des trapézes)
2. f;? f(x)dx %( (x1)+4f(x2)+f(X3))—%f”(&) & € [x1,x3] (formule de Simpson)
3. 2 f@)dx = 3 (F(0) +3f(x2) +3f(x3) + f(xa) — B f1(E), & € [vi,x] (formule de

Newton)

4.1.8 Formule de type ouvert :

1. fx3 ()dx—2hf(x2) hif”(é), & € [x1,x3] (formule de Poncelet)

2. [X f(x)dx =3 (f(x2) + flx3)) + 2 f7(E), 5em¢4

3. [ f(x)dx = —h<zf<x2> F(3) +2f (xa)) + ML FO(E), £ € [x),x5]

4, ?f@ﬂ%—MOU@ﬁ+ﬂMHﬁU@+HﬂHD+%ﬁf(@ £ € [x1,xg)

p) Les formules d’intégration données entre x; et x, x3 ....peuvent étre modifiées pour d’autres
points d’interpolation.Exemple : [ f (x)dx = Bf) + f(x3) — %f”(é% & € [x,x3]

5 f()dx = 2hf(x3) + B f1(E), & € [xa,x4]

4.1.9 Intégration par la méthode de Gauss
Polynébme de Legendre
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Définition 4.1.1 On appelle polyndmes de Legendre, les polyndmes qui s’écrivent sous la
forme :

1 9"

Palx) = 2! Ix

((*=1"], (n=0,1,....)

Propriétés : Les polyndmes de Legendre vérifient les propriétés suivantes :

L. P(1)=1 et P(—1)=(-1)" (n=0,1,2,....).

2. fil P, (x)Ok(x)dx =0, (k< n), ou Q(x) est un polyndme de degré k < n.

3. Le polynéme de Legendre P,(x) posséde n racines réelles distinctes dans [—1,1].

s Exemple 4.1

P(x) = 1

P(x) = x

P(x) = %(3;(2—1)

P = 5(5¢° 3
Py(x) = %(35x4—30x2—|—3)

Formule de quadrature de Gauss

Soit y = f(¢) une fonction définie sur [—1,1].
Problem 4.2 Comment choisir t1,1,...,t, et A1,As,...A, pour que la formule de quadrature

1 n
/ S =Y A (0) 4.6)
- i=1

soit exacte pour tout polyndme f(¢) de degré N le plus grand.

Solution : Comme on a 2n constantes #; et A; (i = 1,2,...,n) alors que le polyndéme de degré
2n — 1 est défini par 2n coefficients, ce degré maximal dans le cas général est N = 2n — 1.

Posant [!,t*dr = YL | Aitf (k=0,1,....2n—1) et f(t) = Y2, Ci* alors

1 2n—1 1 2n—1 n n
/lf(t)dt =Y Ck/ltkdt: Y a Y Aif =Y Aif(t)
- k=0 i=1 i=1

- k=0
comme
/1 tkdtzl—(—l)kH _ % si k est pair
-1 k+1 0 si k est impair

pour résoudre le probleme il suffit de déterminer #; et A; & partir du systéme non linéaire de 2n
équations

i1 Ai = 2
YAt = 0
e . 4.7
Yi A" T

n 2n—1  _
i1 Ait; = 0
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Pour résoudre le systéme (4.7), on considere
f6)=1Py(t) (k=0,1,..n—1)

ol P,(¢) est le polyndme de Legendre.
Les degrés de ce polyndme ne dépassant pas 2n — 1, ces polyndmes doivent vérifier :

[ rwar=Y as)

et
1 n
/ t*Py(t)dt = Y Ait{Py(t;) (k=0,1,..n—1)
-1 i=1
comme
1
/ Py(x)Qx(x)dx =0, pour (k < n)
-1
on
1
/ t*P,(x)dx =0, pour (k< n)
—1
et donc

Y AfP.(t) =0 (k=0,1,..n—1) (4.8)
i=1

si ’on pose P,(t;) =0 pour (i=1,2,...,n) les égalités (4.8) sont vérifiées pour tout A;.Si on
connait ¢;, on trouve a partir du systeme linéaire des n premicres équations du systéme, les constantes
A;pour (i=1,2,...,n).

La formule (4.8) ot les #; sont les racines du polyndme de Legendre P, () et ol les A; pour
(i=1,2,...,n) sont définis a partir du systeme, s’appelle formule de quadrature de Gauss.

= Exemple 4.2 Trouver la formule de quadrature de Gauss, dans le cas de trois ordonnées (n = 3).
n

Solution : Comme le polynome de Legendre de degré 3 est le polyndme :
1
Pi(t) = §(5t3 —3t)
en I’annulant on obtient ses racines qui sont données par :

3
n o= 1&:—0,7745

n = 0

3
o= \/;20,7745

pour la détermination des coefficients A; pour (i = 1,2,3), on obtient le systeme :

21'3:1 Ai =
Yo A
Yo Adl =

Il
Wi O N
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c’est-a-dire

Al +Ar+A3 = 2
—\/§A1+\/§A3 = 0
eih -3

dont la solution est : A; = A3 = g, Ay = %.D’oﬁ

3
/llf(t)dt:i;Aif(ti):; SF(— §)+8f(0)+5f(\ﬁ)]

4.1.10 Calcul de [” f(x)dx

Pour calculer [ f f(x)dx, on fait le changement de variable suivant :

b+a+b—at
X =
2 2

on obtient :

b b— 1 b b—
/af(x)dx: 2“/4f( ;a—l— 2at)dt

en appliquant la formule de quadrature de Gauss on a :

b b—al
| r@dx="22 Y Aif )
a i=1

ou

2 + 2
et ol #; sont les racines du polyndme de Legendre P,(t), ¢’est-a-dire P, (#;) = 0.

4.1.11 Ermeur de l'intégration par la méthode de Gauss

Le reste de la formule de Lagrange a n points est donné par

(b—a)* ' (n)* W (&)
1P (2n+1)

R, =

d’ou I’on tire

Ro= (b;a)sf(‘”(é)

135

. 1 b—a7(6)
Bo= et 0@

m Exemple 4.3 Calculer par la méthode de quadrature de Gauss a trois ordonnées, I’intégrale
suivante :

1
/ V14 2xdx
0
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Solution : Comme a =0 et b = 1, d’apres le changement de variable :

b+a b-—a .
Xi = 2 +Tti (1217273)
on obtient :
1 1 1 1 3
X1 = 2+2t1—2+2(—\/g)_0,112
1 1 1 1
Xy = 5+5t2_5+50_0’500
1 1 1 1 3
= —+-fB==+=-.(4/=) >~ 7
X3 5+3h 2+2(\£) 0,88
donc les coefficients C; sont :
b—a 15
¢ = > A1—§.§_0,277
b—a 18
G = 5 A27§_§_07444
b—a 15
C; = Ay =-.—~0,277
3 D) 3 2°9 )

donc
1 1 3
/ f(x)dx:/ VI42xdx =Y Cif(x)=1,398
0 0 i=1

I’erreur commise dans le calcul de cette intégrale s’évalue de la mani¢re suivante :

Ri= 155 (*57) 9@ o e

1

1
2

comme f(©)(x) = —945(1+2x)2 alors max [ 1] \f ©) (x)} = 945 donc

945 1

<2 (1N _p 51073
3= 15750(5) = 0510



4.2 SERIE D'EXERCICES 45

4.2 SERIE D’EXERCICES

Exercice 4.1 1. Soit f une fonction possédant 4 dérivées continues dans I’intervalle [0, 5],
5
donner une évaluation de [ f(x)dx sachant que x; = 1; x; =2 et x3 = 4.
0
2. Soit g une fonction possédant 2 dérivées continues dans ’intervalle [0,2], donner une

2
évaluation de [(x— 1)g(x)dx sachant que x; = 0; x, =2 ..
0

Exercice 4.2 1. Dans I'intervalle [a,b] on prend x; = a, x, =a+h=b, f € C*[a,b], éva-
b
luer la formule des trapezes [ f(x)dx.

a
2. Onprend x; =a,x; =a+h, x3 =a+2h,...x,1 = a+nh = Db, retrouver la formule des
trapezes généralisée.
3. Déduire la valeur approximative de 1’intégrale

1
/ dx
1+x
0

pour n = 6.
4. Calculer la valeur exacte de cette intégrale et déterminer les erreurs absolues et relatives.

Exercice 4.3 On suppose que f est une fonction 3 fois continument dérivable dans [—A, h] et

Vsl (x) continue dans cet intervalle, f est donnée aux points : x; = —h, x, =0, x3 = h.
1. Etablir la formule suivante :
[ 23 — 3hx? 4 5h3 3 = 32— 203
Hdt = —h)———f(0
—h

2x> +3hx? — b?
12h2
On donnera une expression de €(x).
2. On suppose que x € [—h,x] :
a) Montrer que €(x) peut s’écrire sous la forme :

f(h) +&(x)

£(x) = 5 (2~ 12F (D),
avec § € [—h,h].

b) Utiliser le résultat précédent pour donner une valeur approchée de :

dt
1+4¢
1

|

Quelle est la précision obtenue ?
Comparer ce résultat a celui que donnerait la formule des trapezes utilisant les points
xlz—%etxzzO. [
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Exercice 4.4 Déduire la formule de Gauss de la fonction f sur I’intervalle [—1, 1] pour le cas
de trois ordonnées, on prendra pour la fonction poids @(x) = 1.
1. En utilisant la formule de Gauss a trois ordonnées, calculer I’intégrale :

b
/f(x)dx

1
2. En déduire [+/1+ 2x dx.
0

4.3 DERIVATION NUMERIQUE

43.1

Généralités :

Pour résoudre un certain nombre de problemes pratiques (étudier la vitesse d’un changement
a ’intérieur d’un systéme par exemple), il est nécessaire parfois de calculer les dérivées d’une
fonction y = f(x) supposée dérivable mais connue de fagon discréte sur un intervalle [a,b], ou que
I’expression analytique compliquée de cette fonction rende difficile sa dérivation.

Comment fournir une valeur approchée de la dérivée, d’ordre un ou supérieur, de f(x) en un
point de [a, D] .

Le principe est d’approcher la fonction a dériver par un polyndme d’interpolation P, (x) dont on
calcule la dérivée ensuite, c’est-a-dire en posant :

Les dérivées d’ordre supérieur de f(x) s’obtiennent de la méme fagon.
Si I’on connait I’erreur d’interpolation :

Soit f une fonction numérique y = f(x) dérivable (respectivement p fois dérivable), donnée aux
points équidistants {xj,x2,....,x,+1} C [a,b] par

yi = f(x:)
Pour chercher sur [a,b] la dérivée y' = f'(x), (respectivement la dérivée d’ordre p c’est-a-dire

yP) = fp) (x))

Nous allons chercher la valeur de la dérivée sous la forme :

n+1

W () = £V (x) = ; 04 (x).f (xi) +r(x)

les a;(x) seront choisis de telle sorte que la fonction reste r(x) soit nulle si f est d’un type déterminé
(un polymdme).
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Si f est quelconque et r(x) suffisamment petit nous considérons que :
n+1

= ; 04 () f (xi)

est une approximation de f(P)(x).

Soient vi,vy,...,vy+1 (n+ 1) fonctions linéairement indépendantes p fois continument déri-
vables sur [a,b]. On note .%, le sous espace engendré par ces fonctions. Pour que r(x) soit nul, il
faut que les fonctions v(x) vérifient

n+1
Za, X)ve(xi); k=1,..,n+1.

On suppose que les fonctions? vy, va,...,v,. sont telles que le systéme admette une soultion
unique.

Soit P, 1a fonction d’interpolation de f dans .%, vérifiant :

n+1

= Z agvi(x)
k=1

et
P,(x;)) = f(x;) pour i=1,...,n+1.

nous avons

si

nous obtenons :

n+1

ZO‘I fn xl +8()( )

p) Silafonction d’interpolation P, (x) est le polynome d’interpolation de f, c’est-a-dire que :

{vl (x)vv2(x)7"~avn+l(x)} = {laxw"’xn}

On choisira { o (x), 0 (x), ..., 0,1 (x)} de telle sorte que r(x) soit nul quand f est un poly-
ndme quelconque de degré inférieur ou égal a n.

3. vérifient les conditions de Haar.
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4.3.2 Utilisation de l'interpolation polynomiale

Nous pouvons remplacer la fonction f par son polyndéme d’interpolation de Newton (par

exemple)
k(k—1 k(k—1)(k—2
y = f(x)=y1+kAy +(2,)A2)’1 +(3)'()A3y1 T
K> —k k3 — 3k2 + 2k
= yit+kAvi+— A*yi + . Adyi 4.
Ou
k="""1 et b =xip1—x (i=12,..)
Comme
dx dkdx hdk
On obtient
1 2k —1 3k> — 6k +2
Y (%)=~ |Ay + ——A%y + ———— Ay +
h 2 6
D’une fagon analogue, comme
d(y) _d(y)dk
1" _ _ ak
R TR
on a
1
y'(x) = i [A2y) + (k—1)A%y; +---]

R) On procede de la méme maniére pour chercher les dérivées d’un ordre quelconque.

p) Pour chercher les dérivées y'(x),y” (x) en un point fixé x, il faut prendre comme x; la valeur
tabulée de 1I’argument la plus proche de ce point x.

p) Lorsqu’on cherche la valeur de la dérivée ou des dérivées de y aux points d’interpolation x;,
on peut considérer toute valeur tabulée comme €tant une valeur initiale ; on a alors

Vo) = L Ny Ny Aty Ny
Y

A_
[y12+3 4 s

et

Ay, 11 5
" - AZ _ 7 7A4 —*AS
¥ (x1) { Vi 3 T A T At
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4.3.3 Erreur de dérivation
casdee =f —P
Soit P,(x) le polyndme d’interpolation de f. Nous avons

n+1 n+1

Py(x) = ; aivi(x) = ; Li(x) f(x:)

On sait que pour tout x € [a,b], il existe &, € [a,b] tel que

£(x) = () Palx) = — (ﬁ(%m))f‘”“)(éx)-

(n+1)!\
Par ailleurs €(x) = L(x)g(x) avec L(x) = nﬁl (x—x;) etg(x) = G +1 3 FHD(E)), en dérivant nous
i=1 '
obtenons
€'(x) = f'(x) = Pu(x) = L'(x)g(x) + L(x)g'(x)- 4.9)

Le point x pour lequel nous cherchons une approximation peut étre :
- soit I'un des points d’interpolation x;.
- soit un point de [a, b] différent de x; pour tout .
L’erreur commise ne sera pas la méme dans les deux cas.

a) six =x; dans ce cas L(x;) =0et

n+1
]Hl (x_xj) n+1 n+1
/ . = .
L) = lim ————— = lim [T(x—x;) = [J (i =)
i ] [ i1
J.i#i jj#i
d’ou
1 n+1 (nt1)
8/ e . n .
) (n+1)! ]I:Il(xl xj) [ S (6)

i#i
b) six # x; pour tout 7, dans ce cas nous devons connaitre une estimation de g/(x). Si f est (n+2)
fois continument dérivable, pour tout x € [a,b], il existe un élément 7, tel que

g/(x) = mf(”“)(nx)
dans cecasona:
/ _ 1 / n+ 1 n
€'(x) = nt 1)!L (x) £ 1)(§xi)+mL(x)f( 2 (1)

Si on connait des bornes de f"+1) et f("+2) ¢’est-a-dire si on note

M, = max )f(f’)(x)‘

x€la,b]

nous avons alors

€/t < et T
Xi Xi—X
Y= (n+1)! b
JFi
et
M, M ;
€' (x)] < (n—’:rll)' IL'(x)| + (nj+22)l |L(x)| pourx € [a,b];x #xi;i=1,2,...,n
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Si P,,(x) est un polyndme de Newton contenant les différences Ay;, A2y1 ,-.-,Ay1 et si I’erreur
correspondante est donnée par :

comme
(x—x1)(x—x2) - (x—2xp) (m+1) (k(k—1)---(k—m)
€ _ — vt (m+1)
() g )
ol & € [x,x,,]. En supposant que f € C"*2) on obtient :
den(@)dk K" i) g d d
= = k=1 (k— k(k—1)---(k—m)— flm+1l)
) = S = sy |1 ) e 1) )] k(= 1) (k) 7 )
(4.10)
en supposant % (m+1) (&) bornée et tenant compte du fait que % k(k—1)---(k—m)],_y=(—1)"m!,
on en tire avec x = x| et par suite avec k =0,
W )
) — (— 1) m 4.11
()= ()" ) @)
= Exemple 4.4 Calculer y/(50) pour la fonction y = f(x) donnée par le tableau suivant :
X 50 55 60 65
y | 1,6990 | 1,7404 | 1,7782 | 1,8129
n
Solution : Formons le tableau des différences finies comme suit :
X y Azy A3y A4y
50 | 1,6990
0,0414
55 | 1,7404 ~0,0036
0,0378 0,0005
60 | 1,7782 —0,0031
0,0347
65 | 1,8129
cas de ¢(?) = f(r) _pP)
En généralisant 1I’équation (4.9) on obtient :
ro . .
) (x) = Z [Ji)L(P—J)(x)g(J) (x) (4.12)
j=0

en supposant que f soit (n+ 1+ p) continument dérivable, cette equation (4.12) s’écrit

fE)

(n+ 1+ 5 € la,b]

elP)(x) = zp: B{;L(p—j) (x)
J=0
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en réecrivant autrement 1’équation (4.10) on obtient :
aP
ﬁf{xrxla“'rxn-i-]] :f Xy Xy oo Xy X5 oo X1
p+1 fois

ona:

P
(P) () = Jp(p=J)
€ (x)—ZC L () f [ X2, X, X1y ey Xpp ]
j=0 g R
Jj+1 fois

lorsque les points sont équidisants ¢’est-a-dire si : x; = x;_1 +h=x;+ (i —1)h, i > 1 et si nous
posons : x = x| +th, nous avons :

n+1 .
L) = 1) =[] (’li*;l)
g
et
n+1
Py(x) = pa(t) = Z{ li(t) f (xi)
d’ou
n+1
P,(x) = p,(t) = Z{ L) f (x:)
et

p) Les coefficients /;(z), [ (z), li(”) (¢) ne dépendant ni de A ni de x;, peuvent &tre tabulés.

m Exemple 4.5 Trouver I’extremum de la fonction donnée par le tableau suivant :

X 1,80 1,82 1,84 1,86 1,88 1,90
y [ 0,5815170 | 0,5817731 | 0,5818649 | 0,5817926 | 0,5815566 | 0,5811571

Solution : Le tableau des différences est donnée par le tableau suivant :

X y Ay A%y Ay

1,80 | 0,5815170

0,002561
1,82 | 0,5817731 —0,001643

0,000918 0,000002
1,84 | 0,5818649 —0,001641

—0,000723 0,000004
1,86 | 0,5817926 —0,001637

—0,002360 0,000002
1,88 | 0,5815566 —0,001635

—0,003995
1,90 | 0,5811571
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I’extremum est atteint pour f/(x) = 0 ¢’est-a-dire :

0— 0,000918 —0,000723
o 2

3k2 — 1 0,000002 + 0,000004
2

+k(—0,001641) +
ou
3 2
0= k"~ 1641k+97

ou aussi

97 1,
k= 1641 + 1094k

ce qui donne k = 0,05911 d’ol x = x| +kh = 1,84 +0,05911.0,02 = 1,8411822.

Algorithmes de dérivation

Les formules de dérivation numériques déduites au paragraphe précédent pour la fonction
y = f(x) au point x = x; ont I'inconvenient de n’utiliser que des valeurs de la fonction pour x > xj.

Les formules de dérivation qui tiennent compte des valeurs de y = f(x) aussi bien pour x > x;
que pour x < x; sont relativement plus exactes. Ces formules s’ appellent formules de dérivation
par différences centrales.

Soient ...,x_3,X_7,X_1,X0,X1,X2,X3,...un systetme de points équidistants et numérotés symétri-
quement par rapport a xo, & pas x;+1 —x; = h et y; = f(x;) les valeurs correspondantes de y = f(x).
Si on pose

alors si le le polyndme d’interpolation est le polynome de Stirling, on aura :

K (k> —1 K (k*—1
y = f(x):yo+kAyé+2A2y1+(3')A3y3+(4')A4y2+ (4.13)
k> (k> — 1) (k> — 22 k> (k* — 1) (k> — 22
RER-DE=D) 5 RE-DE=2)
5! 2 6!
Ol Ay; = yis1 —yis Ay_y = R0 Ay = Aoty Ny 5= Myatbys efe
En tenant compte de :
dk 1
dx h
on obtient de la formule (4.13) :
1 3k*—1 2> —k
y = f’(x):£(Ay_%+kA2y,l+ A3y_%-|- B Aty o+
Sk* —15k* +4 3k — 10k> + 4k ¢
= A = Ay e
o Y3t 360 y-3t:)
et
" 1" 1 2 3 6k2_1 4
Vo= ) = (A Ry ATy o
23 — 3k 15k* — 30k* + 4
+ Ny s+————Ay 3+)

12 2 360
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en particulier si k=0, on a :

ﬂ@wzém»%—éﬁx%+%¢%%+w» (4.14)
et

" 1 2 1 4 1 6

Vi) = 15 (Ayo1 = A Y2+ oAy 5 ) (4.15)

= Exemple 4.6 Calculer la dérivée y'(1) et la dérivée seconde y”(1) de la fonction donnée par le
tableau suivant :

x| 0,9 0,98 1,00 1,02 1,04
y | 0,7825361 | 0,7739332 | 0,7651977 | 0,7563321 | 0,7473390

Solution : En composant les différences de la fonction y = f(x) on obtient :

X y Ay A%y Ay Aty
0,96 | 0,7825361
—0,086029
0,98 | 0,7739332 —0,001326
—0,87355 0,000025
1,00 | 0,7651977 —0,001301 0,000001
—0,88656 0,000026
1,02 | 0,7563321 —0,001275
—0,89931
1,04 | 0,7473390

et en appliquant (4.14)on a :

1  87355+88656 . ., 125426 . 1 _
(1) = — 1077 — . 1077+ —-.1.1077) =
y() 0.02" 2 6 2 30 )
= —50(88005,5+4,2+0).10~7 = —0,4400485.
et
y'(1) = ;(—1301 07— L 1077) =
0,022 ' 127

= —2500.1301.10~" = —0,325250.

p) Quand les points d’interpolation sont équidistants, les différences divisées sont remplacées
par différences finies.

- On appelle différences finies d’ordre 1 progressives, notées V;, f, 1a fonction définie par :
Vif () = 2 (7l h) — £0)

-On appelle différences finies d’ordre 1 régressives, notées V,,f, la fonction définie par :
() = 1 (Fx) — Flr— )

-On appelle différences finies d’ordre 1 centrales, notées 8, f, la fonction définie par :

81 (x) = 1 (Fr+ 5) ~ fx—3))
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- On définit les différences finies d’ordre k progressives, notées V];, f la fonction définie par :
Vif () = Va(Vy ()

-On appelle différences finies d’ordre 1 régressives, notées @ﬁ f, la fonction définie par :
Vif(x) = Va(Vy f ()

-On appelle différences finies d’ordre 1 centrales, notées 6}: f, la fonction définie par :

8 f(x) = 8(8, ' f(x)

R ) On appelle différences non divisées le produit
k _ gkpk
VE=V.h
pour les différences non divisées progressives,
Tk _ Tkpk
Vi=V,h
pour les différences non divisées régressives, et
k _ skpk
0" =&, h

pour les différences non divisées centrales.

4.3.5 Formules centrales de dérivation

oo " 3
fixo) = 5, (flar) = flxr)) = = f (&), &€ lx_1,x]

4
F/(00) = 33 ((-2) =870 0) 487 (1) ~ f()) + 2 /), €€l

2
F7(00) = (1) ~2f(x0) + S e 1)+ 0 98, & €1,

4
F(50) = 53 (=2 (x2) +32(x1) = 60£(x0) +32£(1) 2 (e2)) + 5 FO(E), £ € [x 2,3

4.3.6 Formules non centrales de dérivation

2

flxo) = i(—3f(X—1)+4f(XO) —f(x1)) — h?fm(f)a § € [x_1,x1]

2
F1) = g (e 1) 47 (0) +37(0) + 5 /OE), &€ e v.]
4
flx)= ﬁ(—25f(m)+48f(x—1)—36f(XO) +16f(x1) = 3f(x2)) +%f<5)(é>, § € x2,x)]

4
F/(x1) = 1y (~ 0 2) + 6£(x 1) = 18 (x0) + 107 (0) +3 () — 2 FO(E), & € [x 2,3

4

F/(02) = 3 (3 (x-2) = 167 (x1) +36£(x0) ~ 48 (1) + 257 () = £ FI(E), & € lv 2]
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4.4 SERIE D’EXERCICES

Exercice 4.5 Soit f une fonction possédant (n+ 2) dérivées continues dans ’intervalle [a,b],

Ierreur d’interpolation polynomiale en (n+ 1) points est donnée par :

x—x1)(x—x2)....(x—x, (n+1)
£(x) = f(x) — pa() = Emllimnllbibns )T ()

1. Calculer g)(x);

2. Donner une évaluation de €/ (x) en un point d’interpolation x;

3. Pour n = 1,x; = a,x, = a+ h, calculer p/ (a) et & (a);

4. Pour n=2,x; = a,x; = a+h,x3 = a+2h, calculer p)(a) et &(a).

Exercice 4.6 Calculer y'(0,97) de la fonction y = f(x) donnée par le tableau suivant :

0,96

0,98

1,00

1,02

1,04

0,7825361

0,7739332

0,7651977

0,7563321

0,7473390

X 50 55 60 65
y | 1,6990 | 1,7404 | 1,7782 | 1,8129
Exercice 4.8 1. Soit f(x) = €, on donne le tableau suivant :
x 0,4 0,6 0,7 1,0
y | 1,491825 | 1,822119 | 2,013753 | 2,718282

2. Calculer f7(0,8) et donner une majoration de I’erreur.
3. Calculer f”(0,8) et donner une majoration de I’erreur.

Exercice 4.7 Calculer y'(50) et y”(50) de la fonction y = log(x) donnée par le tableau suivant :
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5.1 METHODES DIRECTES

5.1.1 Rappel

Rang d’une matrice
Définition 5.1.1 Soit A € M,, ,(R) une matrice de m lignes et de n colonnes. Le rang de A est

égal au nombre maximum de colonnes de A linéairement indépendant et on le note :
rang A

Le rang de A est donc aussi égal a la dimension de I’'image de toute application linéaire représenté
par A.

Proposition 5.1.1 - rang A = rang A" - si A € M, ,(R) alors rang A < inf(m,n) - si A € M,(R)
alors A inversible < rang A = n.

Définition 5.1.2 Soit A € M,, ,(R), on appelle matrice extraite de A une matrice obtenue par
sélection de lignes et de colonnes. Par exemple si / (respectivement J) est un sous ensemble de
{1,2,...m} (respectivement {1,2,...n}) on définit une matrice extraite B de A par :

B = (aij)iel, jel

Théoreme 5.1.2 Soit A € M, ,(R) une matrice de rang r alors :
— le rang de toute matrice extraite de A est inférieur ou égal a r,
— toute matrice carrée inversible extraite de A est d’ordre inf érieur ou égal a r,
— il existe une matrice carrée extraite de A d’ordre r qui est inversible.

5.1.2 Systémes linéaires
I Définition 5.1.3 On appelle syst¢me de m équations a n inconnues xi,xz,...,x, la famille
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d’équations :

ax)+apx+..... +ayx, = b
anxi+anxy+ ... +apx, = b 6.1
X1 +amxy+ ... +aunxn = bn

que I’on peut mettre sous la forme matricielle suivante :
Ax=0b

ol A € My, »(R) est une matrice donnée par ses éléments (a;;), 1 <i<m,1 <j<n ,beR"
de composantes (b;,b, ....,by) et x le vecteur inconnu de composantes (X1,x2, ....,X,).

R) Sib =0, on dit que le systeme (5.1) est homogene. Dans le cas ol m < n, on dit que le
systéme est sous determiné et dans le cas oll » > m on parle d’un systéme sur determiné.

Théoreme 5.1.3 Une condition suffisante pour que le systéme (5.1) admette au moins une
solution est que rang A = m.

Corollaire 5.1.4 Soit A € M,,(R) une matrice carrée, une condition nécessaire et suffisante pour
que le systtme Ax = b admette une solution unique est que A soit inversible. Autrement dit
detA #£ 0 (ou rangA = n). Le systéme (5.1) est alors dit systeme de Cramer.

5.1.3 Résolution d’un systéme triangulaire supérieur
Définition 5.1.4 Soit A € M,,(R) une matrice carrée, A est dite triangulaire supérieure si :

a,-j:O, Vi> j

Dans ce cas le systeme Ax = b est dit triangulaire supérieur.

R) Onne traitera pas le cas des systemes triangulaires inférieurs car la technique de résolution
est identique.

Le systeme d’équations Ax = b triangulaire supérieur a la forme suivante :

anxp+anxy + ...+ apxy by
anxs +..... +awx, = by
AnpXn = by

Théoreme 5.1.5 Soit le systeme triangulaire supérieur Ax = b out A € M,,(R) est une matrice
carrée et b € R", si :

akk;éO, Vk € [l,l’l]
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alors le systeme admet une solution unique et cette solution x* est telle que :

by —Y" . apxt
xi= 2 Ljkil Uy I ok={nn—1,..,1} (5.2)
Akk

Nous allons étudier les méthodes de résolution du systeme de n équations linéaires a n inconnues
Ax = b, par les mé thodes directes. Nous entendons par méthodes directes des méthodes qui menent
a la solution en un nombre fini d’opérations élémentaires. Ces méthodes sont utilisées seulement si
le nombre d’équations du systéme n’est pas trop élevé (généralement n < 100 ). La méthode de
Cramer en est une, mais elle est numériquement inacceptable. Car sa mise en oeuvre demande le
calcul de n+ 1 dé terminants et n divisions. Pour calculer chaque déterminant, nous devons effectuer
n!n multiplications et n! — 1 additions soit un total de (n+ 1)?n! — 1 opé rations élémentaires Par
exemple, pour n = 5 on obtient 4319 opérations él¢ mentaires. Pour n = 10 on obtient a peu pres
4.108 opérations él émentaires Or, dans la pratique, nous aurons a résoudre des systémes d’ordres
n =100, n = 1000 voire méme plus. Il est donc impossible de r ésoudre de tels systeémes par la
méthode de Cramer. Dans ce chapitre, nous présentons essentiellement la méthode d’é liminations
successives de Gauss et son interprétation matricielle, laquelle débouche sur la méthode de Cholesky
pour un systéme a matrice définie positive. Si la matrice A n’est plus triangulaire, nous sommes

amenés a chercher une matrice M inversible telle que la matrice produit MA soit triangulaire. On
résoudra alors le systeme :

MAx = Mb

par I’algorithme (5.2). Nous nous limitons bien entendu a des systeémes Ax = b avec detA # 0.

Méthode de Gauss

Soit A € M,(R) une matrice carrée donnée et b € R". On cherche x* solution du systeéme
linéaire :
Ax=D>

La méthode de Gauss consiste a construire un systeme é quivalent plus facile & résoudre (2 matrice
triangulaire supé rieure par exemple). Deux systémes linéaires définis par deux matrices A € M, (R)
et U € M,(R) sont dits équivalents si leurs solutions sont identiques.

R) - Les transformations élémentaires suivantes appliquées a un systeme lin€aire engendre un
systeme linéaire équivalent : - Une équation peut étre remplacée par cette méme € quation a
laquelle on ajoute ou on retranche un certain nombre de fois une autre ligne. - La multiplication
d’une équation par une constante non nulle. - La permutation de deux lignes ou de deux
colonnes.

La représentation d’un systeme linéaire peut se faire a travers une matrice de dimension n.(n+ 1)
appelé matrice augmentée. La matrice est noté A = [A|b] et a pour forme gé nérale :

apg app -+ aip, | b
_ ay ax - ay | b2
A= |

anpl ap2 -+ App ‘ bn

La résolution du systéme linéaire ayant pour matrice augmenté e A peut se faire en appliquant des
transformations é1é mentaires permettant d’obtenir un systeéme équivalent. L’ objectif de 1’algorithme

de Gauss est la construction d’un systéme triangulaire supérieur équivalent, en annulant au fur et a
mesure les termes en dessous de la diagonale.
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Définition 5.2.1 On appelle pivot de la transformation, 1’élément ay; de la matrice utilisée pour
annuler les termes aji, j > k. La ligne k est alors appel€e ligne pivot.

Théoreme 5.2.1 Soit un systeme linéaire défini par une matrice A d’ordre n et b € R”". Si A est
non singuliere alors il existe une matrice U d’ordre n triangulaire supérieure et y € R”" tels que
Ux =y soit équivalent a Ax = b. La résolution du systeme Ax = b se fait ensuite par résolution
du systeme triangulaire supérieur.

Démonstration. Construisons la matrice augmentée A1) = [A(l) ]b(l)}

() (1)

R | bél)
A0 — ay ay a4y | by
R
QA ) |

I’exposant indiquant le nombre de fois qu’une valeur a été stocké e a la location i, j donnée. La
premiere étape de I’algorithme de Gauss est d’annuler I’ensemble des coefficients de la premi ere
colonne en dessous de la diagonale. Cela s’obtient si a1, # 0 en réalisant la transformation suivante
sur la ligne i > 1:

a. —al(})*gilaglj)v ]6[17n+1]

40

ol gi| = a’{ll) , on obtient le systeme équivalent a I’étape 2 suivant donné par sa matrice augment ée :
11

(m (1) (1) (1)

s b
A0 — 0 ay - ay | b
N

2 2 2

0 aflz) afm) | by )

les étapes suivantes consistent a refaire le méme procédé pour les colonnes suivantes. Ainsi I’étape k
consiste a éliminer I’inconnu x; dans les équations k+ 1, ...,n. Ce qui donne les formules suivantes

définies pour les lignes i = k+ 1,...,n en supposant que le k“" pivot a,(j,? #0:

ait =al) —gual), jelnt] (5.3)

(k)
avec gjx = % A la derniere étape c’est-a-dire a k = n, on obtient le syst éme équivalent suivant :
e

1 1 1 1
TR NN
0 (122 a2n | b2
AW =1 . : | :
n—1 n—1 n—1
0 0 - afz—ln)—l ai—ln) bfl—l :
0 o0 s 0 agl’,’l) | bsl'l)

la matrice U est donc définie comme étant la matrice A" et y le vecteur b, |
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p) - Laligne i de la matrice A® nest plus modifiée par 1’algorithme dés lors que i < k. - A
I’étape k, on pratique I’élimination sur une matrice de taille n — k41 lignes et n —k + 2
colonnes.

p) Silors de I’élimination I’élément a,((i) a I’é tape k est nul alors la ligne k ne peut pas étre

utilisée comme ligne pivot. Dans ce cas, on cherche une ligne j > k telle ay,i) # 0. Si une
telle ligne existe, alors on permute la ligne j et la ligne k sinon le systeéme n’admet pas de
solution.

p) Pour minimiser les erreurs d’arrondi, on choisit la valeur du pivot la plus grande en valeur
absolue. Pour ce faire deux stratégie sont possibles :

1. La méthode dite & pivot partiel : Au k™™ pas de I’élimination, on choisit comme ligne
de pivot celle qui, parmi les n — k+ 1 restantes, a I’élément de module maximum en
colonne et on permute dans A*) la k"‘?’"e ligne naturelle et celle qui réalise ce maximum.

2. La méthode dite a pivot total : Au k’" pas de 1’élimination, on choisit comme pivot
I’élément de plus grand module dans la matrice d’ordre n — k + 1 restante. On permute
donc dans A®) 1a k¢ colonne naturelle et celle du pivot, ce qui modifiera I’ordre des
composantes du résultat. A la fin du processus, il ne faudra pas oublier de remettre dans
I’ordre initial les composantes de la solution x.

5.2.1 Interprétation matricielle de la méthode de Gauss

Supposons que I’on puisse effectuer I’élimination sans permutation des lignes et des colonnes.
Considérons alors les matrices

1 0 e . 0
0
G» = 1 C k=12,...n—1
0 —gk+1k 1 0
0 —8&nk 0 1
avece
(k)
i .
8ik = —(y» Pour i=k+1,...,n.
Ak

le systeme (5.3) peut se mettre sous la forme

Al _ ) 50

ce qui donne

avec
A — [Am),b(n)}

Posons
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U (pour Upper) est une matrice triangulaire supérieure et L (pour Lower) est une matrice triangulaire
inférieure a diagonale unité . Donc nous avons écrit A sous la forme : A = LU ou

1 1 1
1 0 -+ v = 0 051) aéz% (2) aég;
g1 0 ay ay - e ay,
- 8‘31 g?2 1 et U=
-1 -1
: : : : . : : : ar(zn—ln—l “;gn—ln)
Gni e e e e 1 0 o0 e ... 0 agzl)

nous sommes donc amenés a résoudre successivement les deux syst eémes triangulaires :

Ly = b « . (n)
{Ux — ou y=»>b

5.3 Méthodes LU

La premiere phase de la méthode de Gauss consistait a transformer le systeme Ax = b en un
systeme triangulaire Ux = y avec U une matrice triangulaire supérieure. Supposons qu’aucune
permutation n’ait été effectuée, on peut alors montrer que U et y ont été obtenus a partir de A et b
en les multipliant par une méme matrice R triangulaire et inversible, c’est-a-dire

U=RA et y=Rb

on adonc A =R~'U. Etsionpose L=R 'et U =R, on peut donc dé composer A en un produit
de matrice triangulaire inférieure L et une matrice triangulaire supérieure U. La méthode de
Gauss appartient donc a la classe des méthodes dites méthodes LU . Elles consistent a obtenir une
décomposition de la matrice A du type LU et a résoudre le systeme triangulaire Ly = b puis ensuite
le systeme triangulaire Ux =y (L et U étant supposé es inversibles).

Ax:b<:>LUx:b<:>{ Ly =5
Ux =y
5.3.1 Décomposition LU

Définition 5.3.1 Une matrice A non singuliere, admet une factorisation triangulaire si il existe
une matrice L triangulaire inférieure et une matrice U triangulaire supérieure telles que :

A=LU

Théoreme 5.3.1 Soit le systeme linéaire Ax = b, si au cours de 1’élimination de Gauss de la
matrice A, aucun pivot n’est nul alors il existe une matrice L triangulaire inférieure et une matrice
U triangulaire supé rieure telles que :

A=LU

si de plus on impose /i, = 1 alors la factorisation est unique.
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La matrice U s’obtient en appliquant la méthode de Gauss tandis que la matrice L s’écrit de la
maniere suivante :

1 0 0 0

by 1 0 0

L=\ I3 0 0
: 1 0

lnl ln2 T lnnfl 1

(k)
oupouri>lonaly= a’(—’;) Ainsi la matrice L est composée des facteurs multiplicatifs permettant
ek
d’annuler les éléments sous le pivot. Comme il existe des problemes simples pour lesquelles
un des pivots est nul, le théoréeme suivant permet d’étendre la factorisation LU a un cadre plus

général.

Théoreme 5.3.2 Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice A inversible puisse
se factoriser sous la forme A = LU est que det(Ag) # 0, Vk=1,2,..n— 1. OU Ay = (aij)i=12, k-
2 k

J=12,0

Démonstration. 1) Si A= LU, A, = LUy etsi A est inversible, detU = [T, u; = [T, a!” #0.
Donc det(A;) = det(Ly). det(Uy) = det(U;) = [T5, agii) # 0. 2) Supposons que det(A;) #0 Vk =
1,2,...,n—1. Cela est vrai en particulier pour k = 1, donc agll) = det(A;) et la premiere étape de
I’élimination de Gauss est possible. Par récurrence, si on a obtenu A®) pour k < n — 1

AW — gk=1) Gk=2) (k=3) (1) 4(1)

alors de_:t(A,((k)) = det(G,(ckfl))...det(G,(cl))det(A(l)) = det(AN) #£0 A,(ck) étant triangulaire on a
Hf;l al(.l.’) #0donc a,(i) 0, donc la k’eme étape de I’élimination est possible. On obtiendra finalement
A=LU. |

Théoreme 5.3.3 — méthode a pivot partiel. Soit A une matrice carrée d’ordre n inversible,
alors il existe une matrice de permutation P telle que les pivots de PA soient non nuls. Ainsi il
existe deux matrices L et U telles que PA = LU.

R le systeme linéaire Ax = b est équivalent au systtme PAx = Pb et la résolution du systéme se
fait selon les étapes suivantes :

1. Construire U, L et P,

1. Calculer Pb,
2. Résoudre Ly = Pb (systeme triangulaire inférieur),
3. Résoudre Ux = y (systéme triangulaire supérieur).

5.4 Méthode de Cholesky

Certains systemes présentent des propriétés particuli¢ res. Les matrices associées a ces systémes
peuvent Etre sym &triques, a bande, etc...La méthode de cholesky a pour but la r ésolution de
systemes linéaires pour lesquels la matrice associ ée est symétrique définie positive.
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Définition 5.4.1 — Matrice symétrique. Soit A une matrice carrée d’ordre n. On dit que A est
symé trique si on a

A=A

Définition 5.4.2 — Matrice définie positive. Soit A une matrice carrée d’ordre n. On dit que
A est définie positive si elle vérifie la condition suivante :

VxeR" et x#£0, (Ax,x) >0
ot (.,.) désigne le produit scalaire dans R”". C’est-a-dire :
n
<x7y> = inyi’ Vx,y eR"
i=1
On définit la norme induite par :
1
x| = {x,x) 2
Proposition 5.4.1 Si A est une matrice symétrique définie positive alors :
1. a; >0,

2. ajj < ajajj Vi j,
3. max;y |ajk‘ < max; |a;] -

Théoreme 5.4.2 Si la matrice A est une matrice carrée définie positive alors elle est inversible.

Corollaire 5.4.3 Si la matrice A est une matrice carrée définie positive alors le systeme linéaire
Ax = b ou x,b € R" admet une solution et une seule.

Théoreme 5.4.4 Soit M une matrice carrée telle et non singuliere alors la matrice A = MM est
symétrique définie positive.

s Exemple 5.1 Soit

1 00
M=1|1 10
1 1 1
alors
1 11
A=MM' =11 2 2
1 23
est définie positive. "

Factorisation de Cholesky

Théoreme 5.4.5 Soit A une matrice carrée d’ordre n symétrique définie positive, A peut alors se
décomposer et de maniere unique en

A=LL
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ou L est une matrice triangulaire inférieure avec des €é1¢ ments diagonaux positifs.

Ainsi ce théoreme permet de déduire que la méthode de construction des matrices définies positives
engendre en fait ’ensemble des matrices symétriques définies positives. Si A est une matrice
symétrique définie positive alors le syste me Ax = b peut étre décomposé en LL'x = b et ce systeéme
peut se résoudre en résolvant les systémes triangulaires :

Ly = b
L'x =y

Algorithme de décomposition de Cholesky

Soit A une matrice symétrique définie positive alors on a A = LL'. Pour résoudre le systeéme
Ax=b 5.4

le théoréme précédent nous permet d’écrire (5.4 ) sous la forme LL'x = b avec L une matrice
triangulaire inférieure inversible. On est donc amené a résoudre

Ly b
L'x =y

Le probleme consiste donc a construire explicitement la matrice L = (/;;) triangulaire inférieure
telle que

A :LLI ou A= (a,-j)

ce qui équivaut a

J
ajj = Zlikljky Jj<i.

k=1
Soit :
an  ap ain i 0 0 O i Lo - iy
ax axn am | Ly I» 0 0 I»n by,
apl ap2 Apn I In bun 0 0 Lun

en remarquant que a;; est le produit de la ligne i de L et la colonne j de L' alorson a :

ail = ) e =lnli +lpho + -+ lipliy = linln

n
k=1

en particulier pour i = 1, on a l;; = /a1 (/1 est bien positif). la connaissance de /1| permet de
construire la premiere colonne de la matrice L car :
ail
lin=-—
I
En raisonnant de la méme maniere pour la deuxieme colonne de L ,on a :

il = linhoy + il
|

ap =
k

n



66 Chapitre 5. RESOLUTION D’UN SYSTEME LINEAIRE

en prenant i = 2 alors azy = l%l + l%z. D’ou I’on tire

b =1/axn— 13,

ensuite on a :

n— il
lp="22" 120 340
I
On peut généraliser la procédure au calcul de la colonne j en supposant que les (j — 1) colonnes
ont déja été calculé e. Ainsi :
n
a,-j = Z lijllj = lijljl +lijlj2+ T +likljk+ T +linljj
k=1

et seul /;; et [;; ne sont pas connus. Si on pose i = j, on obtient :

et par conséquent

) |
@ Ticihdn 7= 2een

p) Ladécomposition de A symétrique définie positive, sous la forme A = LL' est unique a une
matrice diagonale unité pres. C’est-a-dire si A = LL' = MM", alors M = DL avec D matrice
diagonale telle que d;; = +1.

p) Laméthode de Cholesky permet de calculer detA par

detA =[]
i=1
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5.5 SERIE D’EXERCICES

Exercice 5.1 Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant :

—3X1 — X2 = 5
—2x14+x+x3 = 0
2x1—xp+4x3 = 15

1. En appliquant les formules de Cramer.
2. En triangularisant la matrice du systeme associée par la méthode de Gauss.

Exercice 5.2 Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant :

2x1+x —5x3+x4 = 8
X1 — 3x2 — 6)C4 = 9
2x7 — X3+ 2x4 = -5
X1+4x—Txs+6x4 = O
En appliquant le principe de triangularisation de Gauss. u

Exercice 5.3 Soit le systeme d’équations linéaires suivant :

X1+ 2x3 2
Sxy + 4x3 = 0
2x1+4xy+14x3 = 5

1. Montrer que la matrice associée a ce systeme est définie positive.
2. Résoudre ce systeme en utilisant la méthode de Choleski.

Exercice 5.4 Soit les systemes d’équations linéaires suivants :

X1+x+2x = 1 x1+4x+x3+3x4 = 2
3x1+x+x3 = —2 3x1 +x2 +2x4 = 1
1 2 3 = X1 _2x2+5X3—|—X4 - 9

Effectuer la résolution en mettant, si cela est possible, la matrice associée a chacun de ces
deux systemes, sous forme d’un produit de deux matrices triangulaires de structures différentes.

5.6 METHODES INDIRECTES

Introduction

Les méthodes directes de résolution de systemes linéaires fournissent une solution x au probleme
Ax = b enun nombre fini d’op érations. Si I’ordre n de la matrice A est élevé, le nombre d’opérations
est aussi élevé et de plus, le résultat obtenu n’est pas rigoureusement exact. Par ailleurs, il existe
des cas ou les structures du systeme liné aire ne sont pas tirés a profit par les méthodes directes.
C’est par exemple le cas des systemes ou la matrice A est trés creuse. C’est la raison pour laquelle,
dans ce cas , on préfere utiliser des méthodes itératives. L objectif est de construire une suite de
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vecteurs {x(k) } k—12. , qui tend vers un vecteur ¥, solution exacte du probleme Ax = b. Souvent,

on part d’une approximation {x(o)} de ¥ obtenue en géné ral par une méthode directe.

Les méthodes itératives

L’ objectif est de résoudre un systeme du type Ax = b. Pour cela, nous allons décomposer la
matrice A en

A=M-N
de sorte que M soit inversible. Ainsi, le systeme devient :
Mx=Nx+b

et nous chercherons par récurrence une suite de vecteurs x() obtenu 2 partir d’un vecteur x© et de
la relation

Mx*ED = Nx® 4 p
c’est-a-dire
K& D — ANy +M b

Cette relation est une relation de récurrence du premier ordre. Nous pouvons en déduire une relation

reliant 'erreur e®) = x(0) — g2 ek= D) = xyk=1) _ .
M(x® —5) = N(x* D —5)

puisque M% = Ni+ b et donc e®) = M~ 'Ne*=1 pour k = 1,2, ... Si on pose B =M~'N, nous

avons alors

o) _ Bo0)

La convergence de la suite x%) vers la solution X est donné par le proposition suivant :

Proposition 5.6.1 Le choix de la décomposition de A devra obeir aux regles suivantes :

Proposition 5.6.2 1. Le rayon spectral p(M~'N) doit étre strictement infé rieur a 1.

2. La résiolution de Mx®) = Nx(*=1) 4 p doit étre simple et n écessiter le moins d’opéra-
tions possibles
3. Pour obtenir la meilleure convergence, p(M~'N) doit étre le plus petit possible.

On voit que la convergence dépend de la décomposition.

5.6.2 Différentes décomposition de A

On écrit la matrice A sous la forme
A=D+E+F
avec D la matrice diagonale suivante :

ajg 0 -+ 0
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E la matrice triangulaire inférieure suivante

E_ a; O 0
apy 0 Agpo1 O

et F' la matrice triangulaire supérieure

0 app -+ an
F= 0

0 e petn

0 --- 0 0

Nous obtiendrons donc la décomposition A = M — N a partir de diffé rents types de regroupement
de ces matrices D, E et F'.

Méthode de Jacobi
On pose
M=D et N=—(E+F)
ainsi, B=M"'N =D"'(—E — F), ce qui implique :
D) = p Y —E—F)x® 4D 'p

si on exprime cette relation en fonction des éléments de la matrice A nous avons :

n
b;
xl(kﬂ):fzalxﬁ)qL— i=1,2,...,n
j=1 dii dii
i
Méthode de Gauss-Seidel
Cette méthode utilise
M=D+E e N=-—
D’ou
B=—(D+E)'F,
etalorsona:
XD = —(D4+E) ' FxW + (D+E) b

le calcul de I'inverse de (D + E) peut étre évité. Si on écrit (D + E)x**1) = —FxX 4 b, on obtient

n
k+1
Y a3

j=1 Jj=i+l1

d’ou

k+1 U bi .
— ) dijX; Z al]x —I—— i=12,..,n.
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Méthode de relaxation

On donne un paramétre @ € ]0, 2], appelé facteur de relaxation, et on pose
D J )
M:a—i-E et N=|——|D—-F

et par conséquent

(D +E> KD — <<1_w> DF) * 4 p
(v (v

) i—1 n
xl(kﬂ):(l—a))xgk)—i—; (—Zaijxﬁ-kﬂ)— Z aijxﬁk)—i—b,-) i=1,2,..n
i \ =1 j=it1

d’ou

Comme on peut le constater, la méthode de Gauss-Seidel correspond a la méthode de relaxation
pour @ = 1.

Convergence des méthodes itératives

La convergence des méthodes itératives dépend fortement du rayon spectral de A, Nous étudions
d’abord les propriétés de certaines matrices et la localisation de leurs valeurs propres.

Définition 5.7.1 Soit A € .#,;, ,(R) une matrice. On définit la norme matricielle induite a partir
de la norme vectorielle sur R" par

A
4] = max 1421
0 |||

Proposition 5.7.1 Soit A et B deux matrices telles que leur multiplication soit compatible alors on
a:

IAB| < ||A]l[|B]|

pour toute norme induite.

Théoreme 5.7.2 — Gerschgorin-Hadamard. Les valeurs propres de la matrice A appar-
tiennent a la reunion des n disques Dy pour k = 1,2,...,n du plan complexe (A € U}_, Dy ot Dy,
appelé disque de Gerschgorin, est dé fini par :

|z —au| < Z |k
T

Cas général
On considere une méthode itérative définie comme :

x©  donné
k) = x4 p
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Théoreme 5.7.3 Soit A une matrice carré d’ordre n, pour que limy_..,A* = 0, il faut et il suffit
que p(A) < 1.

Théoreme 5.7.4 Si il existe une norme induite telle que ||C|| < 1 alors la méthode itérative
décrite ci-dessus est convergente quelque soit x(9) et elle converge vers la solution de :

(Id—C)x:D

Théoreme 5.7.5 Une condition nécessaire et suffisante de convergence de la méthode ci-dessus
est que :

p(C) <1

p) lacondition de convergence donnée par le rayon spectral n’est pas dé pendante de la norme
induite, cependant elle peut étre utile car le calcul du rayon spectral peut étre difficile.

Cas des matrices a diagonale dominante
Définition 5.7.2 Une matrice est dite a diagonale dominante si :

n
Vil <i<n, l|ai|> Y |ai|
=1

J#i

Théoreme 5.7.6 Si A est une matrice a diagonale strictement dominante, alors A est inversible
et en outre, les méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel convergent.

Démonstration. si A est une matrice a diagonale strictement dominante, on montre que A est
inversible en démontrant que 0 n’est pas une valeur propre (c’est-a-dire KerA = 0). Posons B =
M~!N estsoit A et v tels que Bv = Av avec v # 0. Puisque 1’on s’interesse & p (B) < 1, on s’interesse
en fait a la plus grande valeur propre de plus grand module de B. Ainsi, on peut supposer que A # 0.
L’équation Bv = Av devient :

(M—iN)v:O

- Pour Jacobi ; I’équation devient :

1 1
(D+AE+AF)VZO

soit C =D+ 1E+ 1F.si|A| > 1, on aurait :

lciil = laiil > ;}%‘\ > ; == ;\Ci/‘\
T o g

donc C serait a diagonale strictement dominante et par conséquent inversible. C inversible implique
que Cv =0donc v=0. Orv # 0, d’o u la contradiction et donc on a bien |A| < 1. - Pour Gauss-
Seidel ; I’équation devient :

(D+E+71LF>VZO
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en posant encore C =D+ E + %F . et en supposant |A| > 1, on aurait :

a;
|C”] = lj

‘le|

J
I ]#1

et on obtient le méme type de contradiction. |

Cas des matrices symétriques définies positives

Théoreme 5.7.7 Si A est une matrice symétrique définie positive, alors les mé thodes de Gauss-
Seidel et de relaxation pour (@ € |0,2]) convergent.

La convergence de la méthode est d’autant plus rapide que p(M~'N) est petit. Or cette matrice
B = M~'N dépend de . Une é tude théorique des valeurs propres de B montre que I’allure de
la courbe p(B) en fonction de B est décroissante entre 0 et @, et croissante entre @, et 2. Par
ailleurs, on a toujours 1 < ®,,; < 2. On a donc intérét a choisir @ le plus proche possible de ®, .

La méthode de correction
Soit le vecteur reste en x défini comme :

r(x) =b—Ax

et {r(k>} le reste en {x(k) } On appelle également I’erreur en k le vecteur

0) 0)

ce qui signifie que e(? est la solution du systéme Ax = —r(¥) et théoriquement, on a & = x(?) — ¢(0),
Pratiquement, en appliquant au systéme Ax = —r(®) la méthode directe qui nous a fourni x(¥), on
n’obtient pas directement ¢(?), mais une approximation y(¥ de e(?). Si on pose x(1) = x(0) — y(0),
x1) est une nouvelle approximation de ¥, en itérant les calculs précédents, on obtient :

AeD =AW —x) =AMy —p = -V

la résolution du systéme Ax = —r(1) donnera une approximation y() de 1), et une nouvelle
approximation x(?) de ¥ :

2) _ (1) _ (1) _ (0

0) _ (1)

%l

= -y —yo=y
Ces calculs peuvent étre itérer autant de fois que nécessaire, pour s’arréter lorsque le reste est
suffisament petit. A la k™ itération, les relations suivantes sont vérifiées pour y*~1) approximation

de ek -
=1
A — 3 1) 0y 0

avec y(i) une approximation de e(i), solution de Ax = —r() et i = 0,1,2,....,k— 1. Si nous nous
arrétons lorsque k = N, il est nécessaire de ré soudre N + 1 systemes linéaires : d’abord Ax = b,
pour obtenir %) puis Ax = —reti=0,1,2,...,N — 1 afin d’obtenir y(i). Une fois la matrice A
décomposée (en LU ou Cholesky), il s’agit donc de résoudre les systemes LUx = —r) ott —r() a
été calculé par la relation r() = b — Ax(®).
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Exercice 5.5 Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant :

1OX1 —2)@ —2X3 = 6
—x1+10x, —2x3 = 7
—x1—x+10x3 = 8

Par 1a méthode des approximations successives. Arréter les calculs des que :

X

(k+1) —x(")) <1072

Exercice 5.6 Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant :

10x; —2xp—2x3 = 6
—x1+10x, —2x3 = 7
—x1—x+10x3 = 8

Par la méthode de Seidel. Arréter les calculs des que :

]

A xl(k) ’ <1072

Exercice 5.7 Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant :

10x; —2xp—2x3 = 6
—x1+10x —2x3 = 7
—x1—x+10x3 = 8

Par 1a méthode de relaxation. Faire les calculs avec deux décimales.

Exercice 5.8 Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant :

10x; +x+x3 = 12
2x1+10x+x3 = 13
2x14+2x+10x3 = 14

Par 1a méthode de relaxation. Faire les calculs avec quatre décimales.
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