
L3 Mathématiques, S5, 2022-2023
Espaces vectoriels normés

Série d�exercices n�1

Exercice1 Soit E un espace vectoriel normé et (xn)n1N une suite d�éléments de E: on suppose que (xn) est de
Cauchy. Montrer qu�elle converge si et seulement si elle admet une sous suite convergente.

Exercice 2 Soit X = ]0;1[ : Pour x; y 2 X; on note

�(x; y) =

���� 1x � 1

y

����
Montrer que � est une distance sur X: L�espace métrique (X; d) est-il complet?

Exercice 3 Soit E l�espace vectoriel des fonctions continues de [�1; 1] à valeurs dans R: On dé�nit une norme sur
E en posant

kfk1 =
Z 1

�1
jf (t)j dt

On va montrer que E muni de cette norme n�est pas complet. Pour cela on dé�nit une suite de fonctions (fn)n2N� par

fn (t) =

8<: �1 si � 1 � t � � 1
n

nt si � 1
n � t �

1
n

1 si 1
n � t � 1

1- véri�er que fn 2 E; 8n � 1:
2- Montrer que

kfn � fpk � sup
�
2

n
;
2

p

�
et en déduire que (fn)n2N� est une suite de Cauchy.
3- Supposons qu�il existe une fonction f 2 E telle que (fn) converge vers f dans (E; kk1) : Montrer qu�alors on a:

lim
n!+1

Z ��

�1
jfn (t)� f (t)j dt = 0 et lim

n!+1

Z 1

�

jfn (t)� f (t)j dt = 0

pour tout 0 < � < 1.

4- Montrer qu�on a alors

lim
n!+1

Z ��

�1
jfn (t) + 1j dt = 0 et lim

n!+1

Z 1

�

jfn (t)� 1j dt = 0

pour tout 0 < � < 1. En déduire que

f (t) = 1 pour tout � 1 � t < 0
f (t) = �1 pour tout 0 < t � 1

Conclure.

Exercice4
Soit X un espace de Banach, Y un espace vectoriel normé et T : X ! Y une application linéaire continue. On suppose

qu�il existe une constante c > 0 telle que:

kTxk � c kxk pour tout x 2 X:

1- Montrer que Im(T ) est fermée dans Y .
2- Montrer que T réalise un isomorphisme entre X et Im(T ):
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Exercice 5 Soit E l�espace vectoriel des fonctions continues de [�1; 1] dans C; muni de la norme sup: kfk1 = Sup jf (t)j
t2[�1;1]

Soit F l�espace vectoriel des fonctions 2��périodique et continues de R dans C; que l�on muni soit de la norme N2
telle que N2 (f) = 1

2�

qR �
�� jf (t)j

2
dt; soit de la norme sup N1 : N1 (f) = Sup

t2R
f (t) :

Soit L : E ! F l�application dé�nie par L (f)(t) = f (cos t) :

1- Montrerque L est bien dé�nie, est linéaire et injective.
2- Montrer que L est continue pour chacune des normes N2et N1 de F; et calculer pour chacune de ces normes kLk2

et kLk1 :
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