L3 Mathématiques, S5, 2022-2023
Espaces vectoriels normés
Série d’exercices n°1

Exercicel Soit E un espace vectoriel normé et (x), . une suite d’éléments de E. on suppose que (z,) est de

Cauchy. Montrer qu’elle converge si et seulement si elle admet une sous suite convergente.

Exercice 2 Soit X =10, 00[. Pour z,y € X, on note

5($,y) =

r oy

Montrer que ¢ est une distance sur X. L’espace métrique (X, d) est-il complet?

Exercice 3 Soit E l'espace vectoriel des fonctions continues de [—1,1] & valeurs dans R. On définit une norme sur

FE en posant
1
I, = [ 17 @l
On va montrer que £/ muni de cette norme n’est pas complet. Pour cela on définit une suite de fonctions (fy.), cn- Par
—1si —1<t<—1
fo®) =4 mtsi —1<t<+
Isi L<t<1

1- vérifier que f, € E, Vn > 1.
2- Montrer que
2
I 5l <sp (2.2)

et en déduire que (f,), - est une suite de Cauchy.
3- Supposons qu'il existe une fonction f € E telle que (f,,) converge vers f dans (E, ||||;). Montrer qu’alors on a:

lim / [ (6) = F(B)]dE =0

—x
Jim [ IR0 - f@la=0 el

pour tout 0 < a < 1.
1

lim / () =1 dt =0
«

—
et
n—-—+00

4- Montrer qu’on a alors
|fn (t) + 1|dt =0
1

lim
n—-+oo | __

pour tout 0 < a < 1. En déduire que
1 pour tout —1<¢t<0

—1l pourtout 0 <t <1

Conclure.

Exercice4
Soit X un espace de Banach, Y un espace vectoriel normé et T': X — Y une application linéaire continue. On suppose

qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que:
pour tout z € X.

[Tz]| > cll«|

1- Montrer que Im(7') est fermée dans Y.
2- Montrer que T réalise un isomorphisme entre X et Im(7T).



Exercice 5 Soit E l'espace vectoriel des fonctions continues de [—1, 1] dans C, muni de la norme sup: || f|| ., = Sup|f ()]
te[—1,1]
Soit F' I'espace vectoriel des fonctions 2r—périodique et continues de R dans C, que 'on muni soit de la norme Ny

telle que Na (f) = 5=+/ /" |f (t)* dt, soit de la norme sup N : Noo (f) = Sup f (t).
teR
Soit L : E — F D'application définie par L (f)(t) = f (cost).
1- Montrerque L est bien définie, est linéaire et injective.

2- Montrer que L est continue pour chacune des normes Naet Ny, de F, et calculer pour chacune de ces normes ||L||,
et || L] -



