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Chapitre 1

Introduction et Motivation

1.1 introduction
Prérequis : Algebre linéaire, le calcul matriciel et la géométrie affine euclidienne.

Note : Dans ce cours, on se focalise sur les techniques d’optimisations (critere d’opti-
malité, démarches et Algorithmes) plutdt que la modélisation qui est aussi une étape

importante dans la chaine des problemes d’optimisation.

L’optimisation vise a résoudre des problémes dont on cherche a trouver une solution sa-
tisfaisant sur un ensemble de contraintes qui minimise ou maximise une fonction donnée.
Souvent les approches ou les méthodes de résolution partent d’un point de domaine des
solutions réalisables S, en suite a base d'une stratégie bien tracée on détermine une valeur
exacte ou approchée de la solution optimale. On générale dans le domaine de la programma-
tion Mathématique, on peut trouver les différents problemes suivants :

e La programmation linéaire : Traite la résolution des probléemes d’optimisation pour
lesquels la fonction objective et les contraintes sont affines.

e La programmation quadratique : est la minimisation d"une fonction objective quadra-
tique sous des contraintes linéaires.

e La programmation non linéaire : est la recherche de l'optimum d’une fonction non
linéaire sur un sous-ensemble convexe ou non d"un espace donné.

Le probleme non linéaire s’écrit sous la forme,

Min f(x)

s.C.
0
0
Ou:x € R", f,het g des fonctions tel que f : R" -+ R, h: R" — R? et g: R" — R™.

Remarque 1.1.1. Depuis les années cinquante, un nombre important des travaux ont été publiés
traitant de problémes tres variés : continus et combinatoires, linéaires et non-linéaires, algébriques ou
dans les graphes, déterministes ou stochastiques.
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FIGURE 1.1 - Ensemble

convexe FIGURE 1.2 - Ensemble

non convexe

1.2 Définitions et vocabulaire
Définition 1.2.1. Une solution x* € S est un minimum global de la fonction f sur S si,
f(x*) < f(x),Vx €. (1.1)
Remarque 1.2.1. Le minimum global x* n’est pas unique mais la valeur f(x*) I'est.
Définition 1.2.2. Une solution x* € S est un minimum local de la fonction f sur S si,
f(x*) < f(x),Vx € S C Be(x*). (1.2)
Tel que : Be(x™) est appelée une boule de rayon € centrée en x* avec,

Be(x*) ={x e R", || x —x" ||[< €}. (1.3)

Définition 1.2.3. Le gradient d'une fonction f : R" — IR, différentiable est un vecteur de IR"

7z .
s'écrivant,

Vi) = (2L, 90 9 e

ox;’ 9xy” " oxy

Si les dérivées secondes existent et sont continues, alors la matrice Hessienne s’écrit,

4 4 4

X1X1 X1xp 7 °° X1Xn
4 4 4
XoX1 Xoxp T XoXp
2 _
Vif(x) =
4 4 4
XnX1 XpXxy 77 XnXn

Exemple 1.2.1. Soit f(x) = e*> — (x3 — 3x2)?. Le gradient et la matrice Hessienne sont :

Vi(x)= (—4x1(x% —3xp),e2 4 6(x% —3x))7,
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—1222 4+ 12x, 121 )

2 _
Vi) = ( 12x; elxy) — 18

Définition 1.2.4. Soit S un ouvert de R" et a € S. On dit que f est differentiable en a s'il
existe une forme linéaire d, f telle que :

fla+h)=f(a)+daf (W)+ [| 1| e(h) =< Vf(a),h >+ | k|| (h),

avec e(h) — Oet || h ||— 0.

Définition 1.2.5. la courbe de niveau k d'une fonction f de deux variables (x,y) — f(x,y),
est I'ensemble des points du plan (x,y) qui vérifient I'équation f(x,y) = k.

FIGURE 1.3 — courbes de FIGURE 1.4 — Courbes de
niveau

niveau

Proposition 1.2.1. Le vecteur gradient V f(xo,yo) est orthogonal a la ligne de niveau de f
passant au point (xg, yo). Il indique la direction de plus forte pente a partir de ce point.

Proposition 1.2.2. L'équation de la tangente a la ligne de niveau de f en (xo,yo) est

%(xozyo)(x — xo) + %(xo,yo)(y —Yo) =0, (1.4)

Définition 1.2.6. Une fonction f : R" — R est coercive si f(x) — +oo lorsque || x ||— +o0

Remarque 1.2.2. A une matrice symétrique carrée, Alors la fonction
f(x) =xTAx +bTx+¢ (1.5)

est coercive, si et seulement si A est une matrice définie positive.
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Définition 1.2.7. Soit A, une matrice symétrique réelle de taille n. On appelle mineurs prin-

cipaux successifs les déterminants des n matrices Ap = (a;;) (1< j<p), pour p=1,...,n.

Théoréme 1.2.1. (Critere de Sylvester)

1. Une forme quadratique A est définie positive (semi-définie positive) si et seulement si
tous les mineurs principaux successifs de la matrice A sont positifs (> 0).

2. Une forme quadratique A est définie négative (semi-définie négative) si et seulement si
tous les mineurs principaux successifs de la matrice A alternent en signe, le premier
étant négatif (< 0).

3. Sinon. La forme quadratique change de signe.

Remarque 1.2.3. (Autre forme de calcul)
1. Toute matrice symétrique est diagonalisable.
2. Une matrice est positive (resp. définie positive), si et seulement si, toutes ses valeurs propres sont

positives (resp. strictement positive).

Définition 1.2.8. Pour tout x € R", on appelle la dérivée directionnelle de f en x de direction
h,

dy = % —< Vf(x),h>;heR"

Et on note g(t) = f(x + th) tel que, g(0) = f(x).
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Lemme 1.2.1. (Farkas) Soient c et a; pour i = {1,...,k} des vecteurs de R". On fait I'hypo-
these suivante,

Vo e R",si < a;,v >> 0,alors < c,v >>0 (1.6)

Donc, il existe des réels A; > 0 tel que,

k
c = Z)\,-ai. (1.7)

i=1

1.3 Rappels de differentiabilité

1. Si f est continue sur S, de classe C! en x. on a

flx+h) = f(x) +def(h)+ | 1 ]| e(h),

avece(h) —» Oet || h |[|— 0.
2. (Formule de Taylor Mac-Laurin) Si f est continue sur S, de classe C! sur |x,x + 6h[C S,

alors

Fx+h) = £x) +duyonf () = f(x)+ < VF(x+6h),h > .

3. (Formule de Taylor-Lagrange) Si f est continue sur S, de classe C? en x. on a

Fx+h) = )+ defh) + 32 () | e | e(h),

avece(h) —» Oet| h||— 0.
4. (Formule de Taylor-Mac-Laurin) Si f est continue sur S, de classe C? en |x,x + 0h[C S.on a

Flrth) = F() + deanf () 58 f ) = F(x)+ < Vf (x+00), 1 > +2 < Vf(xt O h >
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Conditions d’optimalité

2.1 Introduction

L’approche considérée ici pour 1’obtention de ces conditions est basée sur les notions de
descente et de direction admissible. I'étude de ces conditions a permet de développer les al-

gorithmes de résolution et de vérifier la validités des résultats obtenues.

Dans ce chapitre, les fonctions sont toujours supposées différentiables a tout ordre. Si f
est définie sur S C R" et a valeurs réelles, sa différentielle en x € S est I’application linéaire

notée
f(x+h)=f(x)+ < Vf(x),h> +|h|eh), eh)— 0 lorsque h — 0. (2.1)

Rappelons la formule de Taylor a 1’ordre 2

flx+h) = f(x)+ < Vf(x),h > +% < V2f(x),h > h+||h?|e(h), e(h) — 0 lorsque h — 0.
(2.2)
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2.2 Direction admissible

Définition 2.2.1. (Direction admissible). Soit f : S C R" — Ret x € S. d est une direction
admissible si
A >0 telque x+Ad €S, pour 0 <A <A,

FIGURE 2.1 — Directions admissible

Remarque 2.2.1. 1. Cette définition nous montre que tous les vecteurs d de R" sont des direc-
tions admissibles, si le point x 4 Ad est un point intérieur de S.
2. La nature de I'ensemble S intervient dans le formalisme d’équations ou d’inéquations de la
condition d’optimalité, a savoir les points sur la frontiére de S.

2.2.1 Direction admissible a I’'optimum

Théoreme 2.2.1. (condition nécessaire de Peano-Kantorovitch). Soit f : S C R" — R de
classe CL. Si x* est un minimum local ( globale) de f sur S, alors ¥ d direction admissible en x*,
ona

VTf(x*)d > 0. (2.3)

Démonstration. Soit d une direction admissible en x*. Considérons la fonction g(A) = f(x* +
Ad).
Vx € Sona f(x*) < f(x). D'ott A* = 0 est un minimum local de g(A) sur [0,A]. On a

g(A) = g(0) +Ag'(0) +o(A),

et comme x* est un minimum local, alors g(A) — g(0) > 0.
Par conséquent ¢’ (A) = [V f(x* + Ad]Td > 0,
on obtient ¢'(0) = VT f(x*)d > 0. O

2.3 Existence et unicité de la solution

Définition 2.3.1. 1. Une partie U de S est un ouvert de S si pour tout x € U il existe
€ > 0 tel que B(x,€) C U.

2. Une partie F de S est un fermé de S si et seulement si son complémentaire F¢ dans S est
ouvert.
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Remarque 2.3.1. Dans R, les intervalles ouverts sont des ouverts et les intervalles fermés sont des
fermés. Plus généralement, toute boule ouverte est une partie ouverte et toute boule fermée est une
partie fermée.

Théoréme 2.3.1. (Existence : Théoreme de Weierstrass).
1. Si S est un sous-ensemble fermé et borné de R" et f continue, alors f admet au moins
un point extremum.
2. Si S est un sous-ensemble fermé de R" et si f est croissante a l'infini (f est coercive si
f(x) — +oolorsque || x ||— +o0 ), alors f admet un point minimum globale sur S.

Démonstration. 1. S est fermé et borné de IR" alors compact, et comme f est continue alors
elle atteint ses bornes sur S. Donc x* existe.
2. Soit I'ensemble Sy = {x,x9 € S/ f(x) < f(xp)}, on voit que Sy est un compact (fermé
car f est continue, borné car f est coercive). Donc x* existe.
O

Théoréme 2.3.2. (Unicité). Soit le probleme de minimisation (PNL) avec S convexe et S C
R"™ — R convexe. Alors,

1. Tout minimum local de (PNL) est un minimum global de probléme.

2. Si f est strictement convexe, il y a au plus un minimum de probleme.

Exemple 2.3.1. Soit le probleme (PNL) :

Min f(x) = x?
g: x*—-1<0
x € R",

L'ensemble g est fermé (car ¢~V ([—1,1]) est fermé ) et f croissante a l'infinie. Comme f est
continue, elle atteint ses bornes et elle admet un minimum global x*.
2.4 Conditions necessaries d’optimalité

L'idée de cette section est basée sur la recherche d'une expression plus pratique de la
condition (2.3).

2.4.1 Contraintes de type égalité

Soit ’ensemble S définie par,

S={xe€R":h(x) =0,...,hy(x) = 0}.



Chapitre 2. Conditions d’optimalité

- On dit que h réalise p contraintes et x est dit variable de décision.
- Cette ensemble des contraintes d’qualités est un sous-ensemble de IR" et qui représente une

hypersurface.

24.1.1 Plan tangent

Définition 2.4.1. On définit le plan tangent au point x*, tout vecteur y qui est orthogonal avec

les gradients de h;, on écrit
T ={y, Vh(x")y = 0}. (2.4)

Vh(x+)T

Plan tangent

FIGURE 2.2 — Plan tangent.

Exemple 2.4.1. Soit la contrainte h(x1,x2) = x1. Le plan tangent est 'axe des x;, car
(1,0)" (y1,92) = 0= y1 =0.

Définition 2.4.2. On dit que x* est un point réqulier pour la contrainte h(x) = 0 si,
— h(x*) =0,
— Les vecteurs Vh;(x*) sont linéairement indépendants.

Théoréme 2.4.1. (CN1) Soit f : S C R" — R de classe C'. On suppose que f admet en
x* € S un minimum local et que,
La famille (Vhq(x*),...,Vhy(x*)) est libre (%)
Alors il existe des multiplicateurs de Lagrange A1, Ay, ..., Ay € R tel que,
p
Vf(x*)—i-Z/\thi(x*) =0. (%)
i=1

(*x) Est appelée équation de Lagrange.
(x) Condition de qualification des contraintes.
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Remarque 2.4.1.  — La recherche des points stationnaires du probleme se ramene a la résolution
du systeme (si la solution existe) de I'équation (xx).
— Les gradients V f et Vh sont orthogonaux aux courbes de niveau de f et h respectivement.
— Si x* est extremum de f sous la contrainte h et les gradients V f (x*) et Vh(x*) non nuls, les
courbes de niveau de f et h sont tangentes en x*.

NN
*i M SR

‘ ‘ | 1l N | | |
IR RS S At
||”“I||I|ll,l'.lll.'-‘l'-lll.' I".\ | 'K\k\_ \ ‘-\ i\ I'\ II,\I". ‘I'.‘II'.‘Illll'll\':l'.‘:'...'.‘l}

N && — = L

FIGURE 2.4 — Les courbes de niveau de f et & sont tangentes.

Démonstration. On se contente de 'ensemble S = {x € R? : h(x) = 0}. La généralisation sur
R" reste la méme.

La condition (*) indique que Vh(x*) = 0. On suppose que ok /dxy # 0.

Ceci nous permet d’appliquer le théoreme des fonctions implicite,

h(x1,x2) =0 = xp = a(x1), « une fonction continue et dérivable.
Maintenant, appliquant les équations d’Euler sur f et h, pouri = {1,...,n — 1}, on aura

of /0xy(xf, a(x7)) + 9f /oy (x, a(xi17))a (x7) = 0 (2.5)
oh/9x1(xf, a(xy)) +0h/oxp(x], a(x}))a’ (x3) =0 (2.6)
De (2.5) et (2.6) on trouve,

VF(x*) + AVh(x*) =0,
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Tel que,

A = [0h/0xy(x*)] 7! x Oh/dxy(x*).

Exemple 2.4.2. f(x,y,z) = (x —2)2+y? + 2> sous la contrainte ¢ : x>+ 2y*+ 32> = 1.
Le gradient est, Vg(x,y,z) = (2x,4y,62)7,
Vg(x,y,z) # 0 car la contrainte g n’est pas active au point (0,0,0). La contrainte est qualifiée.

Les équations de Lagrange sont,
X2 +2y? +322 =1

X —2=Ax
y =2y
z = 3Az

2.4.2 Interprétation de la valeur du multiplicateur A (analyse de sensibi-

lité)
Soit le probleme (p), (f dif.)
Min f(x)
s.c h(x)=b
x € R"

Considérons la fonction V(b), qui donne la valeur optimale du probléme (p) pour une
valeur b donnée . Si on varie la valeur de b, alors la valeur de la solution optimale varie. A

partir de ¢a, on peut définir la fonction x(b) comme,

V(b) = f(x(b)) et h(x(b)) = b.

Maintenant, Mesurant la variation de V (b),

s %_Z,d d
_ Ti%**vvfd—é
_ A(;_Z%Jr...Jrvvfnd;;”),
P
= A

Conséquence : le multiplicateur A est sensible a la variation de la valeur de b et il donne

I'information sur le taux de variation de la valeur de la fonction objective lorsque b augmente.
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Calcul directe : On peut approcher la fonction V par son polyndme autour deb’,
V(b) = V) + V' () (b—b) = V() +Ab—V).

2.4.3 Contraintes de type inégalité

Soit ’ensemble des contraintes S définit par,
S={xeR":g1(x) <0,...,gm(x) <0}.
Définition 2.4.3. On dit qu’une contrainte g est active en x* si,

— 8(x") =0,

— L’ensemble des indices des contraintes actives est,

I(x*) ={i/gi(x*) = 0}.
— L’ensemble des vecteurs E(x) qui active g est,

E(x) ={x € R",gj(x) =0,j € I}.

Théoréme 2.4.2. (CN1) Soit f : S C R" — R de classe C'. On suppose que f admet en
x* € S un minimum local et qu'il existe une vecteur v € R" tel que,

Vigi(x*) =0 =< Vg;(x*),v >< 0 (%)

Alors il existe des multiplicateurs de Kuhn et Tucker pq, ua, . .., um € R tel que,

m
V") + ZVngj(X*) = 0. (%)
j=1
Avec
ni >0, (Positivité)
1;gj(x*) =0, (Relation d’exclusion).

(xx) Est appelée équation de Lagrange.
(x) Condition de qualification des contraintes.

Démonstration. 1. Les deux relations d’exclusion et (x*) sont une conséquence directe du
théoreme 2.4.1 ( car il suffit de prendre y; = 0 pour j & I).

2. Maintenant, on montre la positivité par absurde :
Supposons qu'il existe i < 0,k € I.
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D’autre part, on définit y € IR" tel que:
Vgi(x)y=0, jel,
Var(xy = -1, j#k

Alors, y est une direction admissible,

m
VIa)Ty = =Y uivgi(x")Ty,
=

= —uVg(x)ly,
= u <0.

Ceci est impossible car x* est un point minimum de f.

Exemple 2.4.3. Soit la fonction f(x,y) = —xy a minimiser sur le domaine S

x>0,y>0etx+y<6.

FIGURE 2.5 — Les lignes de niveau de —xy sur le domaine S

244 Le théoreme de Kuhn-Tucker avec lagrangien généralisé

Dans le cadre général du théoreme de Kuhn et Tucker, la contrainte S est de la forme,
S={xeR"gj(x) <0,h;i(x) = 0}.

On suppose que f admet en x* € X un minimum local et qu’il existe une vecteur v € R" tel

que,

< Vhi(x*),v >=0,

Vi€ I(x*) < Vgi(x*),v ><0.
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Ou I(x*) I'ensemble des indices des contraintes actives au point x*.
Alors il existe des multiplicateurs Ay, A, ..., Ap € Retuy, po, ..., um € R tel que,

p m
Vi) + Y, AVR(x*)+ Y uiVgi(x*) =0.
(i=1) (i=1)

Sous les conditions des deux théorémes 2.3.1 et 2.3.2.

2.5 Conditions suffisantes d’optimalité

Rappelant les deux cas suivants :

Le Lagrangien associé au (PCE) est :

p
L(x,)\) = f(X) + ZAihi(x)-
i=1
Le Lagrangien associé au (PCI) est :

m
L(x,)t) = f(X) + Z /\]g](x)
j=1
Théoreme 2.5.1. Soit x* € R" un point réqulier. Alors il existe A* tel que,
o VL(x*,A*) =0
o dTV2 . L(x*,A*)d > 0,d # 0 direction admissible

Démonstration. Puisque x* est minimum, on a V2, f(x*) > 0 Et donc par les équations d’Eu-

ler,
dTV2 f(x*)d + Vf(x*)Td >o. (2.7)

D’autre part,
dTV2 h(x*)d + Vh(x*)Td = 0. (2.8)

En multipliant par A; la relation 2.8 puis on fait la somme avec la relation 2.7, on aura

AT (V3 (f(x) + f V2hi(x*)A)d + (Vf(x*) + f AVhi(x)T)d > 0.
i=1 i=1

Et comme V£ (x*) + ¥ A;Vh;(x*))T = 0. L'inégalité est vérifiée.
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Théoréme 2.5.2. (CS) pour (PCE)
Soit x* € R" et A* € RP vérifiant,

o Vf(x*)+ Xl AjVhi(x*) =0,
e hi(x*) =0,
o dTV2 L(x*,A*)d >0, d#0.

Alors x* est un point minimum du probleme.

Théoreme 2.5.3. (CS) pour (PCI)

Soit x* € R" et u* € R™ vérifiant,
Vf(x") + L 4 Vgi(x*) =0,
gj(x*) <0,

uigi(x*) =0,
dTV2,L(x*,A*)d >0, d#0.

Alors x* est un point minimum du probleme.
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Chapitre 3

Méthodes de résolution

3.1 Introduction

Les méthodes de résolution de programmes mathématiques non linéaires s’est dévelop-
pée rapidement depuis 1955. Beaucoup de méthodes proposées pour la résolution des pro-
blemes avec contraintes conduisent a remplacer le probleme donné par une suite de pro-
blemes sans contraintes, dont les résolutions utilisent des méthodes classiques. Dans le reste

du chapitre on définit le probléme d’optimisation comme,

Min f(x)
SC.xeS

Avec f une fonction convexe et S convexe et fermé.
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3.2 Notions algorithmiques utiles

Définition 3.2.1. Soit I'application vectoriel M : RN — RN, (x),cy est la suite générée par
cette application comme suit,

X" = M(x™), % est la phase initiale. (3.1)

Définition 3.2.2. On dit qu'un algorithme est convergent s'il atteint son minimiseur x. Leur
efficacité est mesurée par,
— wvitesse de convergence : qui mesure la rapidité d’atteindre x cherché.
— complexité : qui mesure le coilt par chaque itération afin d’obtenir la solution x souhai-
tée, et ca avec une precision € fixée.

Remarque 3.2.1. 1. Le critére d’arrét de I'algorithme peut étre exprimé de la forme suivante,
| V") f<e. (3:2)
2. La convergence est linéaire si,
AC € [0,1], V(0 e RN orp(t4D) < € epr(n), (3.3)

avec err™ =|| x — x(") ||, U'erreur a Uiteration n.

3. La convergence est d’ordre p si elle satisfait la relation,
3C € [0,1, V2@ € RN, err(™+D) < C (errM)P, (3.4)

si p = 2 la vitesse est dite quadratique.

Algorithmes de descente. Les algorithmes que nous allons considérer pour les problemes
d’optimisation ont la forme générale suivante :

x©) gtant donné, calculer x"*1) = x(") ¢, 40 (3.5)

Le vecteur d) s’appelle la direction de descente, et le réel t; > 0 le pas de la méthode a la
n-ieme itération. On pratique, on choisira la direction et le pas afin que 1'inégalité suivante
soit satisfaite :

f(x(n+1)) < f(x(n)).

De tels algorithmes sont appelés algorithmes de descente.
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Jo)

6

FIGURE 3.1 — Descente en gradient

Proposition 3.2.1. (Interprétation géométrique du gradient) f : S C RN — RN de classe C.
— L'opposé du gradient, —V f(x), est une direction de descente en x (si V f (x) # 0).
— La direction du gradient est la direction de plus forte pente (si || d ||= 1, alors la pente
dans la direction d correspond a la dérivée de h en 0).
— Le gradient est orthogonal a la tangente a la courbe en x.

Algorithmes de gradient. Appliquant I'algorithme de descente décrit au dessus. La formule
de Taylor en x(") est,

fED) = fx) 4 < VW), tud(n) > to(tad™).

Pour s’assurer que f(x"t1)) — f(x(") <0,
le choix de d(™) est donc,

d™ = —vf(x™). (3.6)

Remarque 3.2.2. Le pas ty peut étre choisi en tant que pas fix ou pas optimal (vitesse de convergence).

3.3 Méthodes de Linéarisation

Parmi les méthodes de Linéarisation on trouve,
e Méthodes Tangentielle (centres linéarisées, Frank Wolf),
e Méthodes Barycentriques.
Dans cette section on choisit de développer la méthode de Frank Wolf.

3.3.1 Méthode de Frank Wolf (1956)

On applique la méthode pour la résolution des programmes a fonction objective quadra-

tique et a contraintes linéaires.
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3.3.1.1 Principe de la méthode

Le choix de la direction de descente consiste a linéariser en x(¥) la fonction f(x) en construi-
sant une fonction linéaire tel que,

fE) = F(x®) + V)T (D — 2 0), (3.7)

Puis de minimiser cette fonction sur le domaine réalisable S.

3.3.1.2 Construction de 1a Méthode

e Soit x(¥) un point arbitraire et x) € S. Pour construire x**1) on a,

S N R )
= (1—tp)x® 4 5y®.

x+1) est en combinaison linéaire avec x(*¥) et y(¥).
¢ Maintenant, soit le polynome de Taylor de degré 1 autour de x¥),

fly) = )+ VO (y—«W),

Comme x¥) est fixe, alors minimiser f(y) est équivalent & minimiser,
VF(x)Ty. (3.8)
Conséquence : y(¥) est la solution optimale du probléme Py suivant,

Min Vf(x®)y
SC.yeSs

Question : d (k) est-elle une direction de descente?

vf(x(k))Td(k) — Vf(x(k))T(y(k)—x(k)),
= VixTy®) — v Tyxk)
< 0.

Car ) est améliorante.
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e On détermine Le pas t; qu’est une solution du probleme,

£ =£)x® + 5y = min {£((1 - te)x® + 5y )1

0<t <1

e Le critere d’arrét de la méthode est que x(¥) soit solution du probleme P i.e.

V£ (x N T (y®) — x k)Y > 0,
3.3.1.3 Algorithme de Frank Wolfe

1. Soit x(9) € S; point arbitraire.

2. Pourk = 0aN faire

rk) .= Vf(x(k)).

y(k) = argmingeg < y,r(k) > .

g =< x) —y®) p() >

Si g < € alors renvoyer x(),

t = argmin0 < #; < 1f((1 — t)x®) + 1K)
i) = {1 = t;)x(k) + e+ y),

A L

Fin pour.
Exemple 3.3.1. Soit le probleme suivant,

Min f(x) =1/2(x3 + x3)
—X1+x2 <7
X1 +x <5
—xp < =2

Avec x(0) = (=2,3).
Question : calculer x2).
Solution :
¥y = (3,2), to =05 et xM) = (05,25),

yM = (=5,2), t; =013 et x(?) = (—0.215,2.435).

3.4 Méthode de gradient projeté

Pour rechercher la direction admissible en x(¥) Iidée est de projeter le point x

k+1)

(3.9)

(3.10)

sur

I’ensemble S. Si S est particulier (un parallélépipede, une boule), on peut savoir calculer S(x)

et’algorithme de gradient projeté est envisageable. Dans le cas général, on ne sait pas calculer

S(x) etil faut recourir a d’autres méthodes.
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3.4.1 Construction de la méthode (Idée de Rosen)

Théoreme 3.4.1. (théoréme de projection sur un convexe) Soit S un convexe fermé, et soit
v € R", alors il existe un élément unique Ps(v) tel que ,

|v—Py(v) [[=min || v—u| . (3.11)
u€es

On peut définir la suite des approximations x¥) € S par,
xHDY = po(x®) 4 5 d0)) = pg(x®) — £, T F(x0))). (3.12)

La projection essaye de garder x(**1) dans S.
e Déterminer d(*)
Soit I’ensemble des indices des contraintes actives,

I = {i,a;x®) = b;}.
On sait qu’une direction d est admissible si,
Ad =0
Alors on définit le sous-espace,

Py={x e R",alx®™) =0}, iecI

Dénotons Ay la matrice du rang | I;| dont les lignes sont les vecteurs a!.

Le sous espace P, orthogonale a P est,
P, ={x € R",x = Alv}.
Puisque d) est la projection de —V7 f(x()) sur P alors,
—VTF(x®)y = d® 4 AT

—ANVTF(®) = Ad® 4+ A AT

Alors,
o = —Ap(AAD) TIVTF(x9)

Donc,
dp = =V f(x0) — Al = —[1 — A(AA]) TAIVTF(x ™).
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e Détermine t; (pas optimal)

Une fois déterminer d%) alors t; est le pas optimal, c.-a-d.
e = {tw f(x¥ + 1)},

Tel que,

_  bj —axk
tp = min{———",al

(k)

Le critere d’arrét de la méthode est que d k) = 0 et v > 0 (Le critere KKT).

3.4.2 Convergence de la méthode

On dit que f est de gradient supposé Lipchitzien de constante L > 0, si

v,y e RY [ VF(y) = Vi) [SLly—x].

Proposition 3.4.1. 5i 0 < t; < % alors, la suite (xy), générée par l'algorithme du gradient
projeté converge vers un point qui minimise f.

Note : Les méthodes en dessous ont été partagées comme des exposés au étudiants.
3.5 Meéthode des pénalités

3.6 Algorithme d’Uzawa

3.7 Méthode de Newton

3.8 Méthodes Dual
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