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Chapitre 1

Les suites numériques

1.1 Définition

On appelle suite élément de E; toute application définie que:

u: N — F

n — u(n)=u,

tel que E =R ou F =C.

L’image u(n) est notée u, et appelée terme d’indice n ou terme général de la suite

u, et ug est le terme initial.

La suite uy, est elle méme notée (uy), oy 0% (Un),>q -

Le nombre des termes distants est fini ou dénombrable.

Les termes d’une suite ne sont pas forcément distants.

Exemple 1.1.1 :

1) u:N*— R
1
n%un:4n2+1.

2) v:N—R

n
n— v, = g 2k
k=0



Remarque 1.1.1 :

- Si E =R la suite (uy,) est dit réel.

- Si E = C la suite (uy,) est dit compleze.

o La donnée d’une suite compleze (zy,),~q équivaut a celle de deux suites réelles (uy,),~q
et (Un)nzo définies par: ¥Yn € N : z, = wu, + v,i c’est-a- dire u, = Re(z,) et

v, = Im(2,).
o Le terme général en peut étre défini sur deux formes:

- forme explicite:

On donnée ’expression de u, en fonction de n.

1
Ex: u, = n € N.

n+1’
1 1
U,Q:]_, U1:§, UQ:§ ..................

- forme récurrente:

Un se calcul & partir du terme précédent (ou des k premiers termes).

U1:1
Ez: { 1
Vne N v,y =1+ —,
Unp,
1+1=2 1+1 5
g = Uaq = T T T4 escssscens
U2 ’ 3 9 2a

1.2 Opérations sur les suites:
Soit (un),>q €t (Vn),so deuz suites numériques.

b (un)nzo = (Un)nz[) — Up = vn, VTL € N

(un)nzo + (Un)nzo = (un + Un)nzo :

° (un)nzo X (Un)nZO = (up X U”)nZO'

YA ER; A(un),sg = (Atn),sg -

® (Un),>0 < (Vn)yso & Un < v, Vn €N



1.3 Suites périodiques et stationnaires:

Définition 1.3.1 : (suites constantes ou stationnaires)
Soit (un),>, une suite numérique. elle est dite constante s’il eviste a € R tel que
VneN:u, =a.

Elle est dite stationnaire s’il existe a dans R et ng € N tel que Vn > ng, u, = a.

Définition 1.3.2 : (suites périodiques)

Soit (“n)nzo une suite numérique. elle est dite périodique s’il existe un entier positif
p tel que Vn € N : Uy = Uy,

e Si un entier p satisfait o cette propriété, tous ses multiples p' satisfait aussi.

e La période de la suite <un)n20 est alors l’entier positif minimum p qui vérifie cette

propriété on dit alors que la suite <“n)nzo est p-périodique.
Remarque 1.3.1 :

e Les suites constantes sont les suites 1-périodique.

o Sila suite (up),, est p-périodique, alors (un), > = (Un)ocp<p 1

1.4 Suite bornée:
Définition 1.4.1 : Soit (uy),, une suite numérique.

1- La suite (uy),~, est dite majorée, l’ensemble des nombres u, admet un majorant.

autrement dit AM € R,Vn € N; u, < M.

2- La suite (uy),~, est dite minorée si l'ensemble des nombres u,, admet un minorant.

autrement dit 3m € R,Vn € N; u,, > m.
3- La suite (uy),~, est dite bornée s’elle est majorée et minorée au méme temps.

s.e: AM;m e R,Vn € N; m <w, < M.

Exemple 1.4.1 :



1- Soit (uy) <1.

neN*

S|

:un:%, onaVneN:0<
la suite (uy),, est bornée.
2- Soit (Un),en i Un =n, 0naVn € N:n > 0= u, > 0.
(Un),>q €st minoré par 0 mais (un),ey €st non borné.
3- (Un),en © Un = ¢ (¢ =constante)
toute suite constante est bornée.
4- (Un),ey  Un = (—1)" 1
est une suite non magorée et non minorée, donc non bornée.
Remarque 1.4.1 :
Pour montre qu’une suite est bornée on utilise la démonstration par récurrence.
Exemple 1.4.2 :

Vn e N:u, 1 =V, +2
U():O

Montrer que Yn € N : u,, <2
1) Pour n = 0;uy =0 < 2 vérifie.
2) On suppose que: u, < 2 et montre que up11 < 2.

on a:
U, <2 = u,+2<242

= u,+2<4
= Ju,+2<2

donc Yn € N : vy < 2.
Alors ¥Yn € N : u,, < 2.
et on a: u, >0 donc 0 <wu, <2, VneN

la suite (uy), oy est bornée.



1.5 Swuites monotones
Définition 1.5.1 : Soit (u,), oy une suite numérique.
1) La suite (uy),cy est dite croissante (resp strictement croissante) si:

Vn € Naun-i-l Z U, (TGSp Upy1 > un)

2) La suite (un), oy est dite décroissante (resp strictement décroissante) si:

Vn € Naun-i-l S Up (7“65‘[) Upy1 < un)

3) La suite (uy),y est dite monotone s’elle est croissante ou décroissante.

4) La suite (uy),cy est dite constante si: ¥n € N, tppq = up = .o = up.
Remarque 1.5.1 :

1) Il ya des suites ni croissantes ni décroissantes.
Fx: ¥Yne€N:u, = (-1)"
2) Une suite non croissante n’est pas une suite décroissante dans le cas générale.

Exemple 1.5.1 :

1
1) Vne N*:u, = —
n

1 1 n—(n+1) L,
Upi1 — Up = ——= =— :
- n+1l n n(n+1) n(n+1)

Upt1 < Uy, alors la suite (un)neN* est strictement décroissante.
2) Vn € N:u, =n?
Unpr —Up = (n+1)7 —n2=n>4+2n+1-n>=2n+1>0.

Upi1 > Uy, alors la suite (“n)neN est strictement croissante.



3) vneN:u, =(-1)"
Unir =ty = (1) = (=1)" = (=1). (=1)"=(=1)" = (=1)" (-1 = 1) = (=1)" (-2)

e Sin pair (n=2k): Uy —u, =—-2<0

e Sin impair (n=2k+1):up1 —u, =+2>0

Upt1 — Un N'a pas de signe constant donc (uy), .y ni croissante, ni décroissante.

1.6 Suites convergentes

Définition 1.6.1 : Soit (uy), .y une suite numérique on dit que la suite (uy), oy est

convergente et admet pour limite le nombre réel ( lilil Uy = l) S1:
n—-1+00

Ve>0,AN=N(¢);n >N = |u, — | < e
on note alors: w, — | quand n — 400 ou lirf Uy = 1.

2n
3n+1

Exemple 1.6.1 : Vn € N: u,, =

2
Montrer que (uy), oy converge vers —.

2
lim un:§<:>V€>0,3N:N(€);n>N:> <e

n—---4oo

Un—g

2
Up — =| < €

Soit € > 0 tel que: 3

2n 2
n+1 3

6n — 6n — 2
3(3n+1)
=2
3(3n+1)

2

On a

<
<

—_ <
3Bn+1)

—=30Bn+1)e>2

il suffit de prendre N = E (9— — —) +1

donc n > N =

n—-+00

2 <e= i 2
Up — = € im u, ==
3 3



Théoréme 1.6.1 : Siune suite (uy), oy est convergente vers l, alors la limitel est unique.
Démonstration:

Supposons que limite lim u, =1 et lim u, =1 avecl #1'.

n—-+o0o n—-+400

Supposons que : I' <1 et posons ¢ = %1 |l = U] .il est clair que i l—=U|>0=¢>0.
o comme (Uy), oy st convergente vers | alors ANy tel que:
VneNn>N = |u, -] <e.

o comme (Uy), oy st convergente vers l' alors AN, tel que:

VYneNn>Ny = |u, —l'| <e.
Posons Ny = max (Ny, N»)

VneN,n>Ny=|u, —l| <eet|u,—1|<e.

D’autre part, on a:

=V =l —up +u, = U] <|l —up| +|u, —U'| <e+e< 2
1 1

alors|l—l’|§25:>|l—l’|§2><Z|l—l’|§§|l—l’|.

ce qu’est impossible. Donc | =1'.

Remarque 1.6.1 :
Nous déduisons de ce théoréme que pour montrer que la suite (uy), . est divergente il

suffit de montrer qu’elle est tend vers deux valeurs différentes quand n — 4o00.

Exemple 1.6.2 : La suite (uy), oy défini par: ¥n € N : u, = (—1)".

o Sin=2k (npar) = u,=1= lim u,=1=1.

n—-+00

e Sin=2k+1 (nimpair) = u, = —-1= lim u, =-1=1"

n—-+o0o

I # 1" =>la suite (uy), oy est divergente.

Théoréme 1.6.2 : Toute suite convergente est bornée

t.e: (u,) convergente = (u,) est bornée



Preuve. Soit (uy), .y une suite convergente vers | alors

Ve>0,IN eN;n >N = |u, — | <¢

= |u,| < |l| +¢

On pose k = max {|ug|, |u], ....... s S 1)+ e}

il est clair que: Vn € N : |u,| < k donc (uy), oy est bornée. m
Remarque 1.6.2 :

1) (u,) non bornée = (u,) est divergente.
Ez: u, =n non bornée = (u,) est divergente.
2) (un),ey bornée =+ (uy) est convergente.

Ex: u, = (—1)" est bornée Vn € N : |u,| <1 mais (uy), oy est divergente.

1.7 Sous suites

Définition 1.7.1 :

Soit (un) une suite numérique. et soit (ny),cy une suite strictement croissante de
nombres naturels. La suite (u,, ) est dite sous suite (ou suite extraite) de la suite (uy,) .

On montre facilement que toute sous suite d’une suite convergente est une suite con-
vergente vers la méme limite de (uy,) .

e la réciproque n'est pas vrai (une suite divergente peut admettre des sous suites

convergentes).
Exemple 1.7.1 :
1
1) (tn)pens; Un = n
(ugn) est une sous suite de (uy) .

On a (uy,) est une suite convergente vers 0 et (ua,) est une suite convergente vers 0.

2) (un)pen; Un = (=1)"



(u2n) et (Ugns1) sont deux sous suite de (uy,)

On a (uy,) est une suite divergente mais (usy,) et (ugn+1) sont convergents.

1.8 Théoréme des convergences des suites monotones

Théoréme 1.8.1 : une suite (u,) croissante et majorée est une suite convergente vers

[ = sup uy,.
(un) croissante
—> (u,) est convergente.

i.e: _
= (up) majorée

et on a: lim u, =1 =sup (u,)
n—-+oo
Preuve. Soit (u,) croissante et majorée = [’ensemble des nombres (u,,) admet

une bornée supérieure | = sup (u,) donc

Ve >0,Juy € {up};l—e<uy <l=0<l—uy <e.

ces 1néqalités valables pour tout n > N.

on a aussi trouvé un nombre N tel que

Vn>N0<Il—u, <= liIJ’I_l Uy, = 1.

Théoréme 1.8.2 : une suite (u,) décroissante et minorée est une suite convergente vers

[ =inf (u,) .
(un) décroissante
— (uy,) est convergente.

i.e: ,
=  (un) minorée
et on a: lirf (un) =1 =1inf (u,) .

Preuve. : Démonstration analogue que la précédente. m

Exemple 1.8.1 :

1
1) (un)neN* y Un = n

10



(u,) est décroissante et minorée par 0 = (u,,) est suite convergente vers | = 0 =
inf (u,) .

n—1

2) (un)neN*; Up = n

(un,) est croissante et majorée par 1 = (uy,) est suite convergente versl =1 = sup (uy) .

3) (un),en défini par:

{|un] <1
1 2
Up+1 = —;un, Vn € N

par récurrence on montre que la suite (u,) est croissante et majorée par 1 = la suite

(u,) est convergente versl ou l = lirf Upr1 = lirf U,
1+ 72
= lim = lim u, = [ =
Jm i = Jim ;
—2-2l+1=0
— (1-1)>=0

= =1=sup (uy,)

1.9 Théoréme sur les suites convergentes

Théoréme 1.9.1 : Soient (u,) et (v,) deuz suites convergentes versl etl’ respectivement
(l: lim w, ; !'= lim vn)

n—-+o0o n—-+o0o

1) La suite (u, +v,) converge vers | + '
2) La suite (u, X v,) converge vers | X I'.
3) La suite (Au,) converge vers Al; A\ € R.
4) La suite (|u,|) converge vers |l|.
: 1 1
5) Vn € Nju, #0 et | #0, la suite | — | converge vers 7
Uy,

6) Si (u,) converge vers l et u, >0, alors | > 0.

7) Si (u,) converge vers 1 et u, <0, alors | <0.

11



8) SineN (orVn>N), u, <wv, =11

e On remarque que l'inégalité u,, < v, stricte n’entraine pas généralement l’inégalité

stricte lim u, < lm v,.
n—-+o0o n—-+00

1
par exemple: ¥Yn € N* on a: u, = —,v, = —
n n
. -1 . 1
Up <V, mais lim (— | = lim |[— ) =
n—-+oo n n—-+oo n
Donc seules les inégalités larges se conservent par passage a la limite.

Proposition 1.9.1 : Si deuz suites (u,) et (v,) sont convergentes vers la méme limite
(I € R) et si a partir d’un certain rang N, la suite (w,) vérifie linégalité u, < w, < vy,

VYn > N. Alors la suite (w,,) converge vers .

Exemple 1.9.1 :

w_z - == + n + n n n
n_k:1n3+k_n3+1 T T
Ona:VkE{l,Q,& ...... ,n}:>1§k§n

— 3 +1<nd+k<ni+n
1 1 1

— <
n+k " nd+1
n n

IN

n3+n
n
e

IN

<
n+n " n3+k " nd3+1
n 2

n < Z n < n
ntn Ttk T Rt
n? n? " n
On suppose: u, = et v, = donc u, < <w
P "oomd4n " nd4l n_;n?’—l—k_ "
2
. ) n
lim u, = lim =0
n—+400 n—+oon3 + n
On a: et = lim w, = 0.
9 n—-+00
. . n
lim v, = lim =0
n—+o00 n—+oom3 + 1

Théoréme 1.9.2 : Soit (u,) une suite convergente vers 0 et soit (v,) une suite bornée.

Alors la suite (u,, X v,) est convergente vers 0.

Exemple 1.9.2 :
cos (2n + 1)

A N*.
3n y VI E

Wy =

12



U, = cos (2n + 1) est borné

1 } = w,, converge vers 0.
Un = 7 converge vers 0
n

1.10 FExtension aux limaites infinies

Définition 1.10.1 : Soit (u,) une suite numérique.
1. On dit qu’une suite (u,) tend vers 400 si:

VA > 0,dN € N;Vn > N = u,, > A.

c’est- -a- dire lim w, = 400 <= la suite (u,) est divergente.

n—-4o0o

2. On dit qu’une suite (u,) tend vers —oo si:

VA >0,dN e N;Vn > N = u, < —A.

c’est- -a- dire lim w, = —o00 <= la suite (u,) est divergente.

n—-+o0o

Exemple 1.10.1 :

1) u, =2n, VneN

SoitA>O;un>A:>2n>A:>n>§.

A
donc N existe et N = E (E) + 1€ N; alors

‘V’A>O,E|N<N:E(§>+1>EN;un>A

donc lim wu, = +o0.
n—-+o0o

2
2) un:—%, Vn eN

2 2
SoitA>O;un<—A:>—%<—A:>%>A:>n2>2A:>n>\/2A
donc N existe et N = E <\/2A> + 1€ N; alors

VA>0,3N(N=E(M>+1> €N, < —A

donc lim u, = —oo.
n—-+0o

13



1.11 Suites adjacentes

Définition 1.11.1 : Soient (u,) et (v,) deux suites numériques. On dit que (u,,) et (vy)
1) (u,) est croissante

sont adjacentes si et seulement si: { 2) (v,) est décroissante.

3) lim (u, —wv,)=0.

n—-4o0o

Théoréme 1.11.1 : Soient (u,) et (v,) deux suites adjacentes alors (uy) et (v,) sont

convergentes vers la méme limite.

Preuve. Soient (u,) et (v,) deuz suites adjacentes.

On suppose que (u,,) est croissante et (vy,) est décroissante.

Soit la suite (w,) définie par w, = v, — Uy,.

On a: Wpy1 — Wy = (Vg1 — Up) — (Uny1 — up) < 0.

<0 >0

alors (wy,) est décroissante. et minorée par sa limite | = 0.

On suppose que w, > 0= v, —u, > 0= v, > u,.

U < U < S Uy L Upt1 S Upy1 S v, <

On a la suite (u,) est croissante et majorée par vy alors (u,) converge vers l et
| <.

et la suite (v,) est décroissante et minorée par uy alors (v,) converge vers U et

U Z Uug.

Ona: lim (v, —u,) =0'-1=0=10=1[0 m

n—-4o0o

Exemple 1.11.1 :

1 1 1 1 .
unzl—f-?—f—?—i‘ ........ +E:E ﬁ’ Vn € N*.
k=1
1
Up = U, + —; Vn € N,
n
On a:
1) 1+1+ +1+ L 1 ! L L >0
Upyl — Up = -ttt -1-"= - ——=— .
o 22 n?  (n+1)° 22 n?  (n+1)°

donc (u,) est croissante.

1 1
2) Vpp1 — Uy = un+1+m — |\t

14



:un+1—un+<n+1) n

IR N B S SR
(n+ 1)2 (n+1) n n (n+ 1)2

donc (v,,) est décroissante.

n——+oo n—-+oo n—-+oon,

1 1
3) lim (v, —u,) = lim (un + - — un> = lim — =0.
n

alors (u,) et (v,) sont adjacents.

1.12 Swuites récurrentes

Définition 1.12.1 : Soit f une fonction telle que: f : D C R — R on appelle suite

récurrente une suite (u,) définie par la donnée de uq et la relation ¥n € N : u, 1 = f (u,).

ug=a >0

Ezxemple 1.12.1 :
Un4+1 = V 2+ uy

1.12.1 Convergence

Théoréme 1.12.1 : Soit (u,) une suite récurrente définie par ug et un41 = f (u,) avec
f une fonction continue. Si la limite (u,) converge vers | € D alors cette limite vérifie

f(l)=1;1 est un point fize de la fonction.

Preuve. On a: lim u, =1 et f une fonction continue

n——+00
tim £ (u,) = f (ngglwun) — 1.

et on a: lirf f(uy,) = lirf Upyr =1 done f(l)=1. =

1.12.2 Monotone

L’étude de la monotonie de la suite récurrente revient a celle de la fonction.

15



1°*Cas: f croissante:

Soit (u,) une suite récurrente définie par ug et ¥n € Nju, 1 = f (uy) .
Si la fonction f est croissante alors la suite (u,) est monotonie et on a:
o (u,) est croissante si f (ug) > ug (ug > ug) .

o (uy) est décroissante si f (ug) < ug (u1 < up).

Exemple 1.12.2 : uy =1 et upi1 = V2 + uy.
On a: f(z)=v2+z; Df=[-2,+00].
[ est une fonction continue sur Dy et strictement croissante donc (u,) est monotone.

on a: uy = f (up) = f (1) = /3 donc (uy) est croissante.

2¢me Cas: f décroissante:

St f décroissante alors u, 1 — u, est alternativement positif et négatif.

Posons g = f o f, la fonction g est croissante

et on a: Upyo = f (ups1) = [ (f (un)) = g (un) -

Les suites (uo,) et (usni1) sont définies par

{u2n+2 = f (ugny1) = f(f (u2n)) = g (ugn); w2 = f(u1).
Ugniz = [ (Uant2) = f(f (u2nt1)) = g (u2ni1); wr = f(uo)-

donc ce cas (ugy) et (ugni1) sont monotones. Alors (u,) convergente si et seulement

si (ugp) et (ugns1) convergent vers la méme limite.

1.13 Suites de Cauchy

Définition 1.13.1 : Soit (u,) une suite numérique, on dit que (u,) est une suite de

Cauchy si elle posséde la propriété suivante:
Ve > 0,AN e N;Vp,q e N:Vp, g > N = |u, —u,| < e.
Remarque 1.13.1 : On dit que (u,) n'est pas une suite de Cauchy si

de > 0,VN € N;dp,q e N:p, g > N et |u, —uy| >e¢.

16



Théoréme 1.13.1 :
Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

i.e: (uy,) convergente = (u,) suite de Cauchy.

Preuve.

Soit (uy,) une suite numérique convergente vers la limite | (I € R)

= Ve>0,INeN;Vn > N = |u, — | <e¢

5 5
dochp,qEN;p,q>N:|up—l|<§ et |uq—l|<§.
Vp,q € Nt |uy, —uy| = |upy —1—u,+1
< fup = U+ ug =1
-2 2

donc (u,) est une suite de Cauchy. m
Remarque 1.13.2 : (u,) n’est pas une suite de Cauchy = (u,) est divergente.

1
Exemple 1.13.1 : u, = E T Vn € N*
k=1

EIszN,q:N:]up—uq] = ’UQN_UN’
2N1 N1
- -2
k;l k:N N
1 1 1
= Dort 2 i
k=1 k=N-+1 k=1
B QZN: |t o, 1
S N+1' N+2 2N
Ly -+
> ont gy T o
N%is
1 1
> —xN=-=
= N YT

1
donc Je = 3 |u, — ug| > € = (u,) est divergente.

Proposition 1.13.1 : Si (u,) est une suite de Cauchy alors (uy,) est bornée.

17



Preuve. : Soit (u,) est une suite de Cauchy
Ve > 0,3N e N;Vp,g e N:Vp,g > N = |u, —uy| <¢
prendre par exemple € = 1 qui vérifie:
Vp,g e N:ip,g> N = Ju, —u, <1

alors:  Vp>0,3N e N;Vp > N = |u, —un| < 1

On pose k = sup {1, |ug — un/|, |u1 — un|,.coce.... Jun—1 —un|}

alors Yn € N : |u, —uy| < k

mais Yn € N : u,| < |u, —uy + un| < |Jup, — un| + Jun| <k + |un|.

Alors (u,) est une suite bornée. m

Théoréme 1.13.2 : (théoréme de Bolzano- Weierstrass)

Toute suite bornée de nombres réels admet une sous suite convergente.

Théoréme 1.13.3 : (critére de Cauchy)
Une suite numérique (u,) est convergente si et seulement si elle est une suite de
Cauchy.

i.e: (u,) convergente <= (u,) est une suite de Cauchy.

Preuve.

1. =) déja démontré.

=)
Soit (uy,) est une suite de Cauchy alors:
Ve >0,3N e N;Vp,g e N:ip,g> N = |u, —u,| <¢

donc (uy,) est une suite bornée (d’aprés la proposition précédente).

Nous pouvons donc extraire une sous suite convergente;, notons l la limite de cette
sous suite donc dp > N tel que u, soit un terme de cette sous suite vérifiant:
c

-1l <
|up | 5
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Alors

Vn > N :|u, — | Uy, — 1+ up —

IN

|t — Up| + |“p —1

IN
[
+
[
I
™

donc (u,) est convergente. m

1.14 Suite arithmétique et suite géométrique

Suite arithmétique:

Définie par ¥Yn € N : uyq = u, + 1, ’élément donné ugy était son premier terme et le
parameétre v € R est la raison de la suite. Pour les suites arithmétiques on démontre

que:

1) Vn e N:u, =ug+nr.

)
2) Vn,peN:u, =u,+ (n—p)r.
)

1
3 ‘v’nGN:;uk:(uo—f-un)n; :

- -p+1
(VpGN,an:Zuk:(up—i—un)w).

k=p
Suite géométrique:

Définie par Yn € N : u, 1 = q.u,, l’élément donné uqy était son premier terme et le
paramétre q € R est la raison de la suite. Pour les propriétés, rappelons que:

1) Vn e N:u, =ug.q".

2) Vn,p e N:wu, =u,q" P

n 1_qn+1
3) VnGN:Zuk:uo(1—>;
k=0 —4

n 1_qn—p+1

k=p
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