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Objectifs

e Connaitre les notions des ensembles, les fonctions et domaine de définition, limites et continuité,
dérivabilité, les intégrales.

o Définir les fonctions de deux variables et comprend comment trouver ses domaines de définition.
e Calculer les dérivées partielles premiére et deuxiéme ordre.

¢ Calculer les intégrales doubles.

¢ Connaitre |'analyse combinatoire qui étudie comment de nombrer des objets.

e Evaluer les connaissance des apprenants.



Introduction

Ce cours est adressé aux étudiants de lere année licence en sciences de la nature et de la vie. Il se
compose a la fois d'un cours magistral, d'une séance de travaux dirigée et d'une séance de travaux
pratique.

3nTD chaque 15 jours.

Primitives

Intégration rivees partioles o
or Deriveos partilles | ..

Methodss dintégration Intégrales doubles

carte conceptuelle



Pré-requis

1. Quelle que notions sur les ensembles réels et sous-ensembles:
o Lesentier naturels.
o Les entiers relatifs.
o Lesdécimaux.
o Lesrationnels.
o Lesréels.
2. Ordre et opérations algébrique.
3. Quelle que notions sur les fonctions numérique:
o Notions d'une fonction.
o Domaine de déRfinition.
o Le graphe d'une fonction.
o Fonctions monotones.

o Fonctions réciproque.



Pré-Test 1|

[solution n°1 p. 23]

1. Exercice

Indiquer si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses.
1. Tout nombre réel est un nombre rationnel.
. 0,5 est un nombre rationnel.

. Le carré d'un nombre irrationnel n'est jamais rationnel.

. Le quotient de deux nombres décimaux non nuls est également un nombre décimal.

2
3
4. Il n'existe aucun nombre réel qui ne soit pas un nombre décimal.
5
6. L'inverse d'un nombre décimal peut étre un nombre entier.

7

. Il existe deux nombres rationnels dont la somme est un nombre entier.

2. Exercice [solution n°2 p. 23]

Déterminer le domaine de définition de la fonction f définie par: f(x) = 3x% + 5x — 7.

3 ExerCice [solution n°3 p. 23]

2x+1
-2

Le domaine de définition de la fonction g définie par: g(x) = est:

O R-{2}.
O |- 00,2]UJ2, +oo]

4. Exercice

Soit la fonction f définit par:
fJ1-1,1[ — R

X —

X
1—x2

Montrer que f admet une fonction réciproque que l'on déterminera.




Fonction Numérique d'une Variable
Réelle 11

1. Opérations sur les ensembles

1.1. Définitions

q Définition

Un ensemble est une collection d'objets. Ces objets sont appelés éléments de I'ensemble. Pour dire
que x est un élément de l'ensemble E, on écrit x € E. Pour dire que x n'est pas un élément de E, on
écritx ¢ E.

Un ensemble est caractérisé par ses éléments.[1]*

? Exemple

N l'ensemble des nombres naturel, etonnoteN = {0,1,2,--- ,n,--- }. {
On peut décrire un ensemble de deux manieres. Soit en donnant la liste de ses éléments de maniere
explicite, soit en le définissant comme |'ensemble des éléments satisfaisant une certaine propriété.

Par exemple, l'ensemble A des entiers allant de O a 5 inclus peut notamment &tre décrit des trois
manieres suivantes :

A={neN,n<5}=10,1,2,3,4,5}={ne€Z,0<n<5}

L'inclusion de deux ensembles Q Définition

Dans le cas le plus simple, nous définissons l'inclusion par:
ACB & {Vx, sixe Aalors x € B.

C'est a dire pour tout x appartenant a A chacun des ces x appartient 3 B.

AcB

Onditque A = BsiA C BetB C A.



Fonction Numérique d'une Variable Réelle

L'intersection de deux ensembles q Définition

L'intersection des ensembles A et B consiste en ['ensemble des éléments qui se trouvent a la fois dans
AetdansB.i.e:

ANB={x|xe€eAetxeB}
ANB

L'union (la réunion) de deux ensembles q Définition

La réunion ou union des ensembles A et B consiste en l'ensemble des éléments qui se trouvent dans A
eten plusdansB. i.e:

AUB={x|x€ Aouxe B}
AUB

Complémentarité q Définition

Le complémentaire est défini comme en prenant B un ensemble et A un sous-ensemble de B alors le
complémentaire de A dans B est ['ensemble des éléments qui sont dans B mais pas dans A i.e:

YA C B, A ={x|xeB, x¢A).

Une autre notation de la complémentarité: A

AY

[cf. Pdf ]




1.2. Les intervalles

Soienta, b € Rtelquea < b, on appelle:
1. Intervalle ouvert d’extrémité a et b l'ensemble: Ja, b[ = {x € R,a < x < b}.
2. Intervalle fermé d'extrémité a et b l'ensemble:[a, b] = {x e R,a < x < b}.
3. Intervalle semi-ouvert, les ensembles suivantes:
o [a,b[ ={x€eR,a< x<b}.
o la,b] ={xeR,a< x < b}.
4. Intervalle ouvert de centre g l'ensemble: Ja — €,a + €[, avec € > 0.
5. Soient les ensembles:
o [a,+o[ ={x €R, x> al}.
o la,+oo[ ={xeR, x> a}.
o ]-oo,a]l ={xeR, x<al
o ]—oo,al ={x€eR, x<al

1.3. Valeur absolue

Soit x € R, lavaleur absolue de x est le nombre positive | x| définit par:

] = x 1x20
=1 —x : x<o0

Propriétés

SoientX, y € R,ona:
e VxeR, |x| >0, |x|=]|-x]|, et |x| > x.
o lx+yl<Ixl+1yl

o |x.yl = |x|. |yl

Voisinage q Définition

On appelle un voisinage d'une point xo € R, est un intervalle ouvert qui contient xy. i.e:

Vexg) ={xeR, xp+te<x<x+el={xeR, |xp—x <&}
2. Limite et Continuité

2.1. Limite en un point

q Définition

On dit qu'une fonction f définie au voisinage de xy € R, sauf peut étre en xg, admet une limite [ € R

quant x tend vers xg et on écrit: lim f(x) = [ si:
X—X(

Ye >0, 46 > 0, Yx € R, tel que |x — xo| < 6 alors |f(x) — | < &.[2]*

10



Fonction Numérique d'une Variable Réelle

Limite a droite

On définit la limite a droite d'une fonction f comme suit:

lim f(x) =1 si Ve >0, 36 >0, VxR tel que 0 <x—x9 <6 alors |f(x)—1I<e.

X=X

Eton note: lim f(x) = /.

x—)xo

Limite a gauche

On définit la limite & gauche d'une fonction f comme suit:

limf(x) =1 si Ve <0, 36 <0, VxeR tel que 0<xo—x<6 alors |f(x)—1I<e.

XX

Et on note: lim f(x) = L

BN
XXO

Q Remarque

La limite d'une fonction f, lorsqu'elle existe est unique:

hm f(x) =[/= lim f(x) = lim f(x).

X— XO )C—))CO ‘

2.2. Opérations sur les limites

Supposons que lim f(x) = [jet lim g(x) = [, etsoitA € R, alors:
X—X0 X—X0

lim (f(x) + g(0) =l + Lo
}Lrﬂ) (f(x).8(x) = l1.L.
lim ()l = [l

)}gg (Af(x)) = Al

(f(x) l—l, avec, |, #0.
x—”‘O gx)” b

si f > gauvoisinage de xp alors [y > b,

On dit que f tend vers +00 (resp: vers —oo) lorsque x tend vers xg et on note: lim f(x) = +o0
X—X(

(resp: —00).

On dit que f tend vers [ lorsque X tend vers +oo(resp : —oo) et on note lim f(x) = [ (resp:
X—+00

lim f(x) =1).

Forme indéterminées

Les quartes formes indéterminées les plus connus sont:

0 o
-, —, 0 -0, OXOO
0 o

2 Exemple

Calculer: lim

4x* -1
x—1

X— =

11



Fonction Numérique d'une Variable Réelle

ona: i 4x* -1 OFI

na: lim = — Fl
1 2x-1 0
x—>§

Donc lim

45 -1 . 2x-DR2x+1)
= lim =
2x—1 1 2x-1)

X— = X— =

2 2

Théoréme

Soient f, g, et hdes fonction définies sur un voisinage V de xo, alors:

YxeV —{xo}, f(x)<h(x)<g(x)etlimf(x)= limg(x) =1 € R,alors hadmet une limite en
Xoet limh(x) = 1. o o

X—X0
Théoréme
Soient f et g deux fonctions, soient xg, [, " € R, alors:
si lim f(x) = let limg(x) = l'donc limg o f(x) =1’
X—Xp X=X X=X

[cf. Pdf 2]

2.3. Continuité

q Définition

On dit que f est continue en Xy € Rsi:
1. f estdefinie en xg, (xo € Dy).

2. )}g;lof (x) = f(xo)-

e Onditque f est continue a droite en xg i lim+f(x) = f(xp).

x—>x0

e Onditque f est continue a gauche en xysi lim f(x) = f(xo).[3]*
X=Xy

Proposition

f est continue en X si et seulement si elle est continue a droite et a gauche.

Q Remarque

e Une fonction f continue surune partie A C Dssi f est continue en tout point de A.

e Soient f et g deux fonctions continues en X, et soit A € Ralors: (f + g), (1f), (f X 2), |f],

et(=, g(xp) # 0)sontdesfonctions continues en x.
8

Prolongement par continuité

Soit f une fonction définie au voisinage de xg sauf en xo (xo ¢ D) et lim f(x) = . Alors la fonction
X—X0

}"definie par:
ol f0, x#x
1, X = Xo

est continue en xy,.

12



Fonction Numérique d'une Variable Réelle
Théoréme (Valeurs intermédiaires)

Soit f : I = [a,b] — R une fonction continue sur I, alore Ym comprise entre f(a)et f(b), il existe (
) au moinsun C € [a, b]tel que: f(C) = m.

|
]

: \_/

Corollaire
Si une fonction f continue sur I = [a, b], et f(a).f(b) < 0, alors il existe au moins un C € ]a, b[ tel
que f(C) = 0.

3. Dérivabilite

3.1. Fonctions dérivées

Soit f : Dy — Rune fonction continue enxy € Dy.

La dérivabilité m Définition

J(x) = f(xo)
X — X0

X tend vers xg. Lorsque cette existe et finie, elle sera notée f’(x) et elle est appelée la dérivée de f en

X0-

Ondit que f et en X si et seulement si la fonction x — admet une limite finie quand

J(x) = f(xo)

) —
f(x0) = }gfclox——xo _ xli_glof(xo + ]z f(x()),x

:X0+h.

Ax

13



q Définition

On définie la dérivée a droite et la dérivée a gauche d'une fonction f comme suite:

J(x) — f(xo)

e f estdérivable a droite en xysi lim = f;(xo).
x—xg X — X
) x)— f(x
e f estdérivable a gauche en xgsi lim M = fg’(x()).

XX, X — X0

Q Remarque

J est dérivable en X si et seulement si f7(xo) et f; (xo) existent et f7(x0) = f7(x0).

Théoréeme

f estdérivable en xo= f est continue en xy, (l'inverse n'est pas vrai).

Soit f une fonction définie et admet une dérivée sur un intervalle  de R. On
de f eton note f’ la fonction

ff :R—R
x— f(x)

3.2. Opérations sur les fonctions dérivables

Soient f et g deux fonctions dérivables en xy € D N Dy, etsoitd € R, ona:
L(f +8) (x0) = f'(x0) + & (x0).
2.(Af) (x0) = Af"(x0).

3.(f.8) (x0) = f'(x0).8(x0) + f(x0).8" (x0)-
f f'(x0).8(x0) — f(xo)-g'(xo).

q Définition

appelle fonction dérivée

4.8i g(xp) #0, alors (=) (xp) = 5
g g“(xo)
5. Si de plus f est derivable en g(xp), alors:
o (fog) (x0) =g (x0)-f(g(x0)).
, 1
o (£ (x0) = .
) 0= St
? Exemple
, 1 1 B
€= Gogery e =
3.3. Dérivées usuelles
f(x) Df f’(JC) Dfr
X", neN* R nxt! R
x*, aeR par rapport a ax®! parrapportaa — 1

14



COS X R —sinx
sin x R COS X
% 1 *
log x R% - R
X
e’ R e’ R

Régle de I'Hopital

Soient f et g deux fonctions dérivables sur un voisinage de xpavec f(xo) = g(xo) = 0,etg’(xo) # O,
alors:

. f) ()
m—- =1

i 1m .
x—x0 g(X)  x—>x0 g'(x)
? Exemple
. cosx—1
hn%T =0, pour f(x) =cosx— letg(x)=x,ona f(0)=g(0)=0,et g’(0) # 0. Donc
. cosx—1 . f(x)
Im——— = lim =0.
x—0 X x—0 g'(x)

3.4. Dérivées successives

Soit f une fonction dérivable sur I C R. Si f” est dérivable sur I, on note " ou f® la dérivée de f".
f" s'appelle la dérivée second de f. par récurrence sur n € N, n > 2, la dérivée n® de f note
F® = (f®D), lorsque @V est dérivable sur I.

3.5. Variation d'une fonction

Soit f une fonction dérivable sur I C R, alors:
e Si f’(x) > Odonc, f est strictement croissante sur /.

e Sif’(x) < Odonc, f est strictement décroissante sur /.

Théoréme (Rolle)

Soit f : [a,b] — R, (a # b) continue surla, b], et dérivable sur ]a, b[, sion a f(a) = f(b), alors:
AC ela,bl tel que: f'(C)=0.

Corollaire (Formule d'égalité des accroissement finis)

Soit f:la,b] — R, (a # b) continue sur [a,b], et dérivable sur Ja,b[, alore

AC €la,b| tel que: w = f'(O).

15



4. Test d'acquisitions

4.1. Exercice
Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer le domaine de définition :
Lf(x)=x—1Inx.
1
2.2(x) = )
& x3 =1

3.h(x) = Vx2 =3x+ 1.

4.2, Exercice
Etudier la continuité des fonctions suivantes:
1. f(x) = |[4x — 5|surR.
sin4x

2gw={ —x  **0
8(0)=4

au point 0 sur R.

4.3. Exercice

Calculer les dérivées des fonctions suivantes:
1. f(x) = tan x.
2. g(x) = sin(2x + 6) + cos(3x + 1).
3. h(x) = In(In x).

4. k(x) = A/1 + V.

16



Primitives (Calcul Intégrales) IV

1. Primitives

1.1. Primitive d 'une fonction

Soit f une fonction définie sur un intervalle 1.

q Définition

Une fonction F est une primitive de f sur [ si et seulement si elle est dérivable sur I, et pour tout

xeLF'(x)= f(x)

? Exemple

La fonction f : x —> 10x + 3 admet pour primitive sur R la fonction F : x —> 5x% + 3x. ‘

f admet aussi la fonction F; : x —> 5x% + 3x + ¢ pour primitive sur R, ¢ est un constant dans R.

Théoreme

Soit f une fonction continue sur I = [a, b] L'ensemble P = {¢ = F + ¢, ¢ € R} est |'ensemble de
tous les primitives de f sur[a, b], tel que F est une primitive de f sur[a, b].

Théoreme (d'existence)

Tout fonction continue sur[a, b]admet une primitive sur[a, b].

2 Exemple

la fonction f(x) = e ‘

Notation

ff(x) dx = F(x) + ¢, avec F est une primitive de f.
2. Intégration
2.1. Définition

q Définition

Soit f est une fonction continue sur un intervalle I = [a, b}, et F est une primitive de f. La quantité
b
F(b) - F(a) = [F(x)]g est appelée intégrale de f entre a et b et est notée parfa f(x)dx.ie:

7 f(x) dx = [FO01 = F(b) - F(a).[4]-

17



Q Remarque

Sia = b,alorsfab f(x)dx=0. ‘

2.2. Interprétation géométrique

Soit f une fonction continue sur [a, b], et (C) la courbe de f, et x € [a, b]. Soit S (x) est la surface
entrela, x|, [M1, M,], [a, M]et[x, M,].

AY

/ \M M2
-
S
a x b oy

Onasit € [a, x], alors:
e Sif(t) > Osurla, x], donc:
o S(x)>0, sia<x.
o S(x) <0, sia> x.
e Sif(t) <0 sur[a,x], donc:
o S(x) <0, sia< x
o S(x)>0, sia>x.

2.3. Propriétés de l'intégrale

Théoreme

Soit f : I = [a, b] — R une fonction continue, etc € [a, b], alors:
. fabf(x) dx = [ f(x) dx+fcbf(x) dx.
. faaf(x) dx = Oetfabf(x) dx = —fbaf(x)dx.

Linéarité de l'intégrale

Soient f et g deux fonctions continues sur I, et a, 8 € R, alors:

fabozf(x)+ﬁg(x)dx:aLbf(x)dx+ﬁng(x)dx,

Q Remarque

fab f(x).g(x) dx # fab f(x)dx. fab g(x) dx. ‘

18



Positivité de l'intégrale

Soit f : I = [a,b] — R une fonction continue et si f est positive alors:
b
fa f(x)dx > 0.

Croissance de l'intégrale

Soient f : I — Retg : I — R deux fonctions continues.
e Sif(x) < g(x),alorsj;b f(x)dx < fab g(x) dx.
b
| < [J1f @)l dx.

3. Méthodes d'intégration

3.1. Intégration direct

Soit f une fonction continue sur[a, b]

fu'(x).f’ ou(x)dx = f ou(x)+cet fab W (x).f ou(x)dx =|[fo u(x)]z.

? Exemple

. . 3 X
Calculerl’integralsuwant:f2 —— dx.

x2+1
f31 u'(x)
2 2 u(x)

dx:[\/x2+1]2: V10 — 5.

dx, avecu(x) = x> + 1.

ona [} = d -3 «/T
Alors f o u(x) = \/@,doncfz m
x

Tableau des primitives usuelles

f(x) F(x) Domaine de validité
a (a constante réelle) ax R
. R sia entier naturel.
x* aréelleeta # —1 Tx““ R*siaentier negatif,a # —1.
a
10, +oo[ dans les autres cas.
1
- In x 10, +o0o[
X
e* e*
sin x —Cos X
CoS X sin x R
1 n
tan x X# —+kn
cos? x 2
sinh x cosh x
cosh x sinh x R
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1
ol x tanh R

1
ﬁ In(x + V1 + x2) R

+ X

1
— ln|x+ Vx2 - 1' ] = o0, 1[U]1, +o0o[
\/x2_1 )

1 1

! S |—2 R—[-1,1]
1—x2 2 |1-x

1
T arctan x R

1 i 1-11[
o arcsin x —
V1 — x2 ’

3.2. Intégration par parties

Soient i et v deux fonctions de classe Clsur I, et (a, b) € I3, alors:

7 u(x) +v'(0) dx = )@~ [ (0).v(x) dx.

[cf. intégration par partie]

? Exemple

Calculer l'intégrale I} = fol xe* dx.
Soit

ux)y=x — ux)=1
Vi) =e¥ — v(x)=e"

Doncly = [xex]é - fol e dx=¢e' — [ex](l) =1

q Définition

Ondit que f est une fonction de classe C", n € Nsi et seulementsi f est continue et tous les dérivées
d'ordre inférieure ou égale an sont continues.

3.3. Changement de variable

Théoreme

Siu(x)est dérivable avec u’(x) continue sur[a, B], tel que u([a, B]) C [a, b], alors:

12 f 0wty @) dt = ML(‘Q(‘? F(x) dx, avec: x = u(t)etdx = u'(t) dt.

1

Siu bijectivei.ey™ " existe, alors:

\int_{a}*b} f(x)~dx=\int_{ur{-1}a)}{ur{-1}(b)}f \circ u(t)~dt.
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? Exemple

Calculer [ = fabe‘/; dt.

Soitx = V1, doncx? = t, etalors: 2x dx = dt.
Si

tr=0 => x=0
tr=1 => x=1

donc: [ = fol e*2x dx = 2[01 xe* dx = 2.

Proposition

Soit f : I — R une fonction continue, alors:
e Si f est paire, alors: f_aa f(x)dx = ZJ(‘)‘Z f(x) dx.
e Si f estimpaire, alors: f_aa f(x)dx =0.

4. Test d'acquisitions

4.1. Exercice
Calculer les intégrales suivants:

1. f arctan x dx.
2. [(In x)*dx.
3.fx2 cos x dx.
4.fx e’ dx.
S.fxlnxdx.

4.2. Exercice

Faire le changement de variable pour calculer les intégrales suivants:
¢ (In x)"
2 e
3. dx.
f‘ e*+1

1— «t
1. jf \/_dt.
X
4.3, Exercice

Vi
2.f1 dx.

Calculer les intégrales suivants:

tan x
1. | ————dx.
f 1+ cosx

2f” COS X J
) X.
O sin’x —5sinx+ 6
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Test de sortie

1. Exercice

1. Calculer les premiéres et les deuxiéme dérivées de f(x) = x In(/x).

2. Calculer l'intégrale: fle f(x) dx.

2. Exercice

Calculer les intégrales suivants a l'aide d’intégration par partie:
n

1.%2 tsint dt.
T

2. [y% Psint dr.
3. Exercice
1. Etudier la dérivabilité sur R de la fonction f définie par:

1
f(x) = xsin(x) sin(;), si x#0 et 0 si x=0.

2. Calculer 'intégrale suivant:
X

1 e
——dx.
fo ex+1x

4. Exercice

1. Etudier la continuité en (0, 0) de la fonction f défini par:
2

flx,y) = si (x,y) #(0,0), et 0 si (x,y)=1(0,0).

2. Déterminer les dérivées partielles d’ordre 1 et 2 de la fonction g défini par:

X2 +y?

g(x,y) = (x* + y*)(cos x + siny), Y(x,y) € R2.
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Solutions des exercices

[exercice p. 7]

Solution n°1

Indiquer si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses.
1. Tout nombre réel est un nombre rationnel.
. 0,5 est un nombre rationnel.
. Le carré d'un nombre irrationnel n'est jamais rationnel.

2

3

4. Il n'existe aucun nombre réel qui ne soit pas un nombre décimal.

5. Le quotient de deux nombres décimaux non nuls est également un nombre décimal.
6

. L'inverse d'un nombre décimal peut étre un nombre entier.

-

. Il existe deux nombres rationnels dont la somme est un nombre entier.

1. Faux, 2.Vrai, 3.Faux, 4.Faux, 5.Faux, 6. Vrai, 7.Vrai.

[exercice p. 7]

Solution n°2

Déterminer le domaine de définition de la fonction f définie par: f(x) = 3x* + 5x — 7.

Cette fonction est définie pour tout nombre réel et n'admet aucune valeur interdite.

[exercice p. 7]

Solution n°3

2x+ 1
-2

Le domaine de définition de la fonction g définie par: g(x) = est:

® R-{2}
O |- 0,2]U]J2, +oo[
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