Chapitre 2

Systemes discrets et dynamique des

populations

La forme générale d'un systeme discret

Tnt+1 = f(xn>; Tn € R™.

2.1 Point Fixe

Définition 3. Un point fize d’un systéme discret noté x* vérifier

2.2 Stabilités locale d’un point fixe

Nous définissons une variable locale u,, = x,, — * et nous procédons a la linéarisation
(dans le cas de dimension un)
On réalisant un développement limite de la fonction f au voisinage de x* le modele linéa-

risé locale s’écrit :

Upt1 = AlUy.

df (z~)
dz,,
la solution du systeme linéarisé s’écrit :

avec A = le point fixe pour ce systeme est l'origine.

U, = N'ug
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(ug la condition initiale). Plusieurs cas sont possible :

1. (A < —1) dans ce cas : u, = (—1)"|A\|"ug La solution s’éloigne du point fixe, en

prenant des valeurs de signes alternés.

2. (A = —1), la solution s’écrit : u, = (—1)"uy. Donc la solution prend des valeurs

alternées ug et —ug.

3. (=1 < XA <0), la solution s’écrit : u,, = (—1)"|A|"ug. La solution prend des valeurs

de signes alternées et s’approche du point fixe.
4. (A =0), dés la premiere itération on va au point fixe 0.
5. (0 < A < 1), la solution s’écrit : (u, = A\"ug). La solution converge vers 0.

6. (A =1) alors u,, = uy.

7. (A > 1) la solution u,, = A"ug. La solution s’éloigne du point fixe.



CHAPITRE 2. SYSTEMES DISCRETS ET DYNAMIQUE DES POPULATIONS 19

i tiee e .o
5 10 15
n

Figure 4.1 Solutions du modeéle de Verhulst dansle cas p < K (p = 1.75 et K = 2).

2.3 Application a la dynamique des population

2.3.1 Dynamique d’une seul population
Modeéle de Verhulst

L’équation de Verhulst en temps discret s’écrit :

T

5En+1sz +k:f(xn)

ou p est le taux de croissance de la population et k£ un parametre positif et z,, est I'effectif
de la population a l'itération n.

Les points fixes de cette équation sont solution de I’équation :
flx)=x=pr=z(x+k)=2x=00uzxz=p—Fkpour p>k.

Stabilité des points fixes :

x+k)—px T —px
On a f'(z) = p((a—c:-l)c)f = p(ﬁiﬁp = (xi’i)z
donc
7(0) = £
*

si % < 1= |p| <k alors, z = 0 est asymptotiquement stable.

si |p| > k alors, x = 0 est instable.

_ k&
Flo=Fk) = me = o
On a |f'(p — k)| < 1 pour tout p > k et dans ce cas © = p — k est localement asymptoti-

quement stable.
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Figure 4.2 Solutions du modéle de Verhulst dans le cas p > K (p = 3.5 et K = 2), pour deux
conditions initiales différentes.

Figure 4.9 Cycle de vie d'une population structurée en classes d'age.

Modele d’une population structurée : Modele de Leslie

a) Cycle de vie Dans cette section nous considérons une population structurée en
age. Soit x;(t) le nombre de femelles d’age ¢ d’une population au temps ¢, ou i € [1, N]|
avec N le nombre de classes d’age. La figure (4.9) montre un cycle de vie ou les classes
d’age sont représentées par des cercles et les fleches représentent le vieillissement, avec
passage d'une classe d’age a la suivante, ainsi que la reproduction en reliant une classe
d’age a la premieére. Nous supposons que la durée du pas de temps (t — ¢t + 1) est égale
a la durée d’une classe d’age (i — ¢ + 1), par exemple une année. Le modele s’écrit de la

maniere suivante en prenant en compte le vieillissement des individus et la reproduction :

ai(t+1) = %fﬁz(t), (2.1)

avec f; la fécondité de la classe d’age i , ¢’est-a-dire le nombre de jeunes femelles de classe
1 au temps t + 1 engendrées par une femelle d’age 7 au temps ¢, et s; est la survie de la
classe d’age i, c’est-a-dire la proportion des femelles de classe d’age i au temps ¢ survivant

dans la classe d’age i + 1 au temps ¢ + 1. c’est un modele linéaire en temps discret, qui
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s’écrit sous forme matricielle :

1 (t+1) x1(t)
pr— L y
.CL‘N(t + 1) iL‘N(t)
Ou

fl f2 . . fN

S1 0 . . 0

L= 0 s O 0

0 . . SN-1 0

Cette matrice s’appelle une matrice de Leslie. Il s’agit d’'une matrice non négative car
tous ses éléments sont positifs ou nuls.

Dans le cas ou les individus sont classés non pas par age mais par taille, par exemple,
ils sont susceptibles de survivre dans la méme classe de taille 'année suivante, il s’agit

d’une matrice d’Usher qui s’écrit :

fi+p fo . : In
S1 p2 0 . 0

L= 0 So D3 . 0 )
0 .0 sy-1 DN

ou p; représente la proportion d’individus qui survivent dans la classe de taille ¢ entre ¢
et t+ 1.
b) Matrices réductibles, irréductibles, primitives

La solution d’un modele de Leslie dépend de la nature du cycle de vie.

Définition 4. (Irréductibilité)
Un cycle de vie est dit irréductible s’il existe un chemin orienté permettant de passer

de n’importe quelle classe d’age a n’importe quelle autre classe d’age.

La figure (4.10) montre un cycle de vie réductible, car il est impossible d’aller de la
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Figure 4.10 Exemple d'un cycle de vie réductible.
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Figure 4.11 Exemple d'un cyde de vie irréductible et primitif.

classe d’dge 4 aux classes d’age 1, 2 et 3. La figure (4.11) montre au contraire un cycle de
vie irréductible, ou il existe un chemin permettant de relier toutes les classes d’age.
Nous ne considérerons que les cycles de vie irréductibles, car si un cycle de vie est
réductible il est possible de le décomposer en plusieurs composantes irréductibles. Par
exemple dans le cas de la figure 4.10, on peut enlever la classe d’age 4 et le cycle ainsi
constitué devient irréductible (figure 4.11). La solution de la classe d’age 4 se déduirait
des solutions du modele avec les trois premieres classes d’age avec une simple relation de

proportionalité entre la classe 3 et la classe 4.
Définition 5. (Primitivité)
Un cycle de vie est dit primitif s’il est irréductible et si le pged des longueurs de ses

boucles est égal a 1.

Une boucle est définie par un chemin partant d'une classe d’dge et y revenant. La
figure 4.11 montre un cycle de vie primitif avec une boucle de longueur 2 et une boucle
de longueur 3. Par contre, la figure 4.12 montre un cycle de vie imprimitif avec une seule
boucle de longueur 3.

Dans le cas d’une matrice primitive, il existe le théoreme de Perron-Frobenius qui

prédit le comportement asymptotique du modele.
Théoréme 1. (Théoréme de Perron-Frobenius )
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Figure 4.12 Exemple d'un cycle de vie irréductible et imprimitif.
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1. Si L est une matrice de Leslie non négative et primitive, alors il existe une valeur
propre réelle Ay > 0, qui est racine simple de ’équation caractéristique. Cette valeur
propre est strictement plus grande que toutes les autres valeurs propres de la matrice
et le vecteur propre wy qui lui est associé est tel que toutes ses composantes sont
réelles et positives.

2. Si L est irréductible mais non primitive (cyclique) avec un indice d’imprimitivité
d, il existe une wvaleur propre réelle \y > 0, qui est racine simple de [’équation
caractéristique, telle que Yi # 1, A1 > || ; en outre, il existe (d — 1) valeurs propres
complexes dont le module est égal & Ny : Ay = |\|exp(2E2) avec k € [1, d — 1].

Dans ce cas la solution est asymptotiquement périodique avec une période égale a d.

La valeur propre \; a une signification biologique importante : elle représente le taux
de croissance asymptotique de la population (voir la section suivante). Les composantes
du vecteur propre w; ont aussi une signification biologique importante : elles représentent

les proportions d’individus dans les différentes classes d’age dans le régime asymptotique.

Théoreme ergodique

Dans cette section, nous considérons le cas d’une matrice L irréductible et primitive.

L’évolution de la population s’écrit :
n(t+1) = Ln(t) .

Partant de la condition initiale n(0) , il vient :

et ainsi de suite jusqu'a t :

n(t) = L'n(0).

Soient \; les valeurs propres de la matrice L et w; les vecteurs propres associés. Le théoreme
de Perron-Frobenius nous permet d’affirmer qu’il existe une valeur propre réelle Ay > 0
de module strictement plus grand que celui de toutes les autres valeurs propres, et dont
le vecteur propre w; posséde des composantes réelles et positives.

Décomposons la condition initiale sur la base des vecteurs propres de L :
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n(0) = XN | cow;.

En substituant dans les relations précédentes, il vient :

n(2) = Ln(1) = LY, e hw; = 3, ci) 2wy,
et a I'année t :
n(t) = SN e \w;,
ou encore :

N
n(t) = el jwr + Y adjw;.
=2

Divisons par \! cette expression :

t N\
L(t) =cw; + E i(55) wy,
)‘1 =2 /\1

et faisons tendre ¢ — oo :

. n(t)
e = aw,
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car tous les autres termes s’annulent puisque les rapports (/’\\—)t — 0, \; étant la valeur

7
1

propre dominante strictement plus grande que toutes les autres. Ce résultat est connu

sous le nom de théoreme ergodique et il montre que lorsque t — oo :

1) La population s’accroit d'un facteur A\; a chaque pas de temps. A; représente donc

le taux de croissance asymptotique de la population.

2) La distribution d’age stable est donnée par le vecteur propre w; dont les compo-

santes, une fois ce vecteur normalisé, représentent les proportions dans les différentes

classes d’age a l'asymptotique.

Dans le cas d'une matrice de Leslie, le calcul de la distribution d’age stable est immé-

diat car on a :

Lw1 = /\1’11)1,

et en fixant la premiere composante du vecteur wyy, il vient pour la seconde :
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et ainsi de suite :

Wy = 1 W11,

wi étant déterminé par la condition de normalisation du vecteur propre wy.

Dynamique de deux populations

Modele de Nicholson-Bailey
C’est un modele qui décrit la dynamique d’un systeme hote-parasitoide

d’une génération a la suivante. Sa forme est la suivante

Tn+l = azrpe v,

Yn+1 = Ca:n(l — e~ W),

avec T, Y, sont le nombre d’hotes et le nombre de parasitoides a la
génération n, « le taux de croissance intrinseque des hotes.

En I'absence de parasitoide la premiere équation s’ecrit

Tpi1 = Oy,

La fonction

e W < ]

représente la fraction des hétes non parasités qui vont contribuer a la génération suivante
des hotes. Cette fonction réduit la croissance des hotes en présence du parasitoide.

Le parametre a > 0 quantifie 'impact du parasitoide sur son héte. La fonction (1 —
e~ ®n) représente la fraction des hotes qui sont parasités qui vont donc contribuer a la
prochaine génération des parasitoides.

¢ est le nombre moyen de parasitoides viables issus d’un seul hote parasité.

Points fixes et stabilité

Les points fixes de ce systeme sont (z*,y*) tels que

¥ = axrfe W,

y*=cr*(l —e W),

ce qui donne (z*,y*) = (0,0) ou (z*,y*) = (aoé(lz(_al))y lnﬁf“)

), qu'il a du sens si @ > 1 (si le

taux de croissance des hdtes est supérieur a 1).
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Flgure 4.13 Solutions du modéle de Nicholson-Bailey (4.1).a =015, A=2,¢c = 1.
e~ W —aqxr,e”
Calculons la matrice Jacobienne A = , 'equation ca-
c(l—e ™)  acxp,e”®r

racteristique est

A —tr(A)X + det(A) = 0.

Le point fixe (z*,y*) est localement asymptotiquement stable ssi

|Ail] <1pouri=1,2 <= 2>1+det(A) > |tr(A)]
Stabilité de ’origine

On a A(0,0) =

,alors 'origine est stable si a < 1, et instable si o > 1.

0 0
Stabilité du point fixe non trivial (z*, y*)

On a apres sibstitution et simplification

. . 1 —ax*
A(x™,y*) =

acc™

C(l - é) o

dont le déterminant est det(A(z*, y*)) = )

a—1
Ce déterminant est supérieur a 1 pour a > 1. En effet :
det(A(z",y")) > 1< f(a) =aln(a) —a+1>0

Onaf(l):Oetd—J;
det(A(z*,y*)) > 1, d’ou (x*,y*) est instable.

% = In(a) > 0 pour a > 1,En conséquence f(a) > 0, donc





