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Série de T.D N� 1

Exercice 01 :

Soient ' 2 D(Rn); h 2 Rnnf0g: pour t 2 Rnf0g on pose

't(x) =
'(x+ th)� '(x)

t
:

a) Montrer que 't 2 D(Rn) pour t 6= 0:

b) Montrer que lorsque t tend vers 0, 't converge dans D(Rn) vers une fonction de D(Rn) et calculer
cette fonction.

Exercice 02 :

a) Soit ' 2 D(R) telle que supp ' � ]1 ; 2[ ; 0 � '(x) � 1 et '(x) = 1 pour a � x � b où 1 <
a < b < 2: Pour n 2 N� posons

'n(x) = e
�n'(nx):

Montrer que f'ngn2N� converge vers zéro dans D(R):

b) Montrer qu�il n�existe pas de distribution f 2 D0(R) telle que

hf ; 'i =
Z
R

exp(
1

x2
) '(x)dx :

Exercice 03 :

Montrer que les applications suivantes dé�nissent des distributions :

a) D(R) 3 ' 7! hPf 1
x2
; 'i = lim

�!0

264 Z
jxj��

'(x)

x2
dx� 2'(0)

�

375 ;

b) D(R) 3 ' 7! hPf H
x2
; 'i = lim

�!0

24 +1Z
�

'(x)

x2
dx� '(0)

�
+ '0(0) ln �

35 ;
( Pf := partie �nie ; H := la fonction de Heaviside )

c)Dé�nir Pf
1

xm
; Pf

H

xm
pour m entier m � 3:
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Exercice 04 :

a) Montrer que pour � 2 C avec Re� > �1 les fonctions

x�+ =

�
x� ; x > 0
0 ; x � 0 ; x�� =

�
jxj� ; x < 0
0 ; x � 0

dé�nissent des distributions sur R:

b) En remarquant que pour Re� > �1 on a

+1Z
0

x�'(x)dx =

1Z
0

x� ['(x)� '(0)] dx+
+1Z
1

x�'(x)dx+
'(0)

�+ 1
;

montrer que l�on peut dé�nir une distribution x�+ pour Re� > �2 et � 6= �1:

Dé�nir la même chose pour x�� et pour les mêmes valeurs de �:

c) Généraliser ce procédé au cas où Re� > �n� 1 ; � 6= �1; �2; :::;�n:

d) Soient x�+ ; x
�
� les distributions dé�nies pour Re� > �n� 1 ; � 6= �1; �2; :::;�n:

Calculer : x:x�+ ; x: x�� :

Exercice 05 :

a) Soient p; q 2 N ; calculer : f = xp�(q) où �(k) est la dérivée k�eme de la distribution de Dirac sur
R:

b) Soient � 2 C et k 2 N ; calculer f = e�x �(k) :

Exercice 06 :

On considère l�application linéaire f 2 D(R2) dans C dé�nie par

f : D(R2) ! C

' 7! hf ; 'i =
Z
R

'(x ; �x)dx :

a) Montrer que f 2 D0(R2) et qu�elle est d�ordre zéro.

b) Calculer au sens des distributions �
@

@x
� @

@y

�
f :
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Exercice 07 :

On considère l�opérateur di¤érentiel sur R

P =
d2

dx2
+ a

d

dx
+ b ; a; b 2 C:

Soient f et g deux fonctions de classe C2 sur R telles que

(i) Pf(x) = Pg(x) = 0 ; x 2 R ;

(ii) f(0) = g(0) ;

(iii) f 0(0)�g0(0) = 1 :

On pose

h(x) =

�
f(x) ; x � 0
g(x) ; x > 0

;

et on considère la distribution f1 dé�nie par

hf1 ; 'i = �
Z
R

h(x)'(x)dx ; ' 2 D(R):

Calculer Pf1 au sens des distributions.
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Série de T.D N� 2

Exercice 01 :

Pour " > 0 on pose f"(x) =
"
2 jxj

"�1
: Calculer f = lim

"!0
f" dans D0(R) :

Exercice 02 :

Déterminer une suite (fn)n�1 de distributions à support à l�origine telle que la suite de distributions
(gn)n�1 dé�nie, pour tout ' 2 D(R); par :

hgn ; 'i = hfn ; 'i �
nX
k=1

'(
1

k
)

converge dans D0(R):

Exercice 03 :

Pour x 2 R et " > 0 on pose

f"(x) = ln(x+ i") = ln jx+ i"j+ i arg(x+ i"):

a) Montrer que lorsque "! 0; f" converge dans D
0(R) vers la distribution f0 donnée par

f0(x) =

�
ln(x) ; x > 0
ln jxj+ i� ; x < 0

:

b) Calculer
df0
dx

au sens des distributions.

c) En déduire que dans D0(R) on a
1

x+ i0
= lim

"!0+

1

x+ i"
= V P (

1

x
)� i��:

Exercice 04 :

En utilisant le résultat suivant
1

x� i0 = V P (
1

x
) + i�� :

Montrer que

lim
t!+1

exp(ixt)

x� i0 = 2i��:

Indication : utiliser ce qui suit

+1Z
0

sin(x)

x
dx =

�

2
; lim

t!+1

MZ
0

exp(ixt) (x)dx = 0 ; 8 2 C0(R) ( Th�eo de Riemann� Lebesgue):
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Exercice 01 :

Soit a(x) C1(Rm): Montrer que

a(x) [f(x)
 g(y)] = [a(x)f(x)
 g(y)]

où f(x) 2 D0(Rm) ; g(y) 2 D0(Rn):

Exercice 02 :

Montrer que pour f(x) 2 D0(Rm) ; g(y) 2 D0(Rn) on a :

(f 
 g)(x+ h ; y) = [f(x+ h)
 g(y)] :

Exercice 03 :

Soit f(x) 2 E0(R) et g(y) 2 D0(R): Montrer que pour tout k 2 N on a :

xk(f � g) =
kX
j=0

�
k
j

�
(xjf) � (xk�jg) :

Exercice 04 :

Soit f(x) 2 E0(Rn) et g(y) 2 D0(Rn): Montrer que pour tout a 2 Rn on a :

ea:x(f � g) = (ea:xf) � (ea:xg) :

Exercice 05 :

On rappelle qu�une distribution f 2 D0(Rn) est dite homogène de degré � 2 R si

hf ; 'ti = t�(n+�) hf ; 'i ; 8' 2 D(Rn) ; 8t > 0 :

où 't(x) = '(tx):

Montrer que la transformée de Fourier d�une distribution tempérée homogène de degré � est homogène
de degré �n� �:
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Exercice 06 :

Une distribution tempérée f 2 S 0(R) est dite paire ( resp. impaire ) si

hf ; �'i = hf ; 'i ( resp: � hf ; 'i ) ; 8' 2 S(R) où �'(x) = '(�x):

Montrer que si f 2 S 0(R) est paire ( resp. impaire ) alors sa transformée de Fourier est paire ( resp.
impaire ).

Exercice 07 :

1) Calculer la transformée de Fourier de la distribution f = V P (
1

x
) et en déduire la transformée de

Fourier de la distribution H(x); i:e F H(x); et sa transformée de Fourier inverse, F�1H(x); où H(x)
est la fonction de Heaviside :

H(x) =

8<: 1 si x > 0

0 si x < 0
:

2) En utilisant l�identité

jxj = xH(x)� xH(�x) :

Calculer la transformée de Fourier de jxj ; i:e F jxj et en déduire F
�
Pf

1

x2

�
:

Exercice 08 :

Soit la fonction signe sur R dé�nie par :

Si gn (x) =

8<: 1 si x > 0
0 si x = 0
�1 si x < 0

:

Montrer que :

(i)
d

dx
Si gn (x) = 2� ;

(ii) F(Si gn (x) ) = �2i V P ( 1
x
):
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