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A

1.1 METHODES DIRECTES

1.1.1 Rappel

Rang d’une matrice
Définition 1.1.1 Soit A € M,, ,(R) une matrice de m lignes et de n colonnes. Le rang de A est

égal au nombre maximum de colonnes de A linéairement indépendant et on le note :
rang A

Le rang de A est donc aussi égal a la dimension de I’image de toute application linéaire représenté
par A.

Proposition 1.1.1 - rang A = rang A" - si A € My, ,(R) alors rang A < inf(m,n) - si A € M, (R)
alors A inversible < rang A = n.

Définition 1.1.2 Soit A € M,, ,(R), on appelle matrice extraite de A une matrice obtenue par
sélection de lignes et de colonnes. Par exemple si / (respectivement J) est un sous ensemble de
{1,2,...m} (respectivement {1,2,...n}) on définit une matrice extraite B de A par :

B= (aij)iel, jel

Théoreme 1.1.2 Soit A € M, ,(R) une matrice de rang r alors :
— le rang de toute matrice extraite de A est inférieur ou égal a r,
— toute matrice carrée inversible extraite de A est d’ordre inf érieur ou égal a r,
— il existe une matrice carrée extraite de A d’ordre r qui est inversible.

1.1.2 Systémes linéaires
I Définition 1.1.3 On appelle systeme de m équations a n inconnues xp,xz,...,x, la famille
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d’équations :

anxi+apxy+ ... +apmx, = b
ar xy +axyxy+..... “+ dopXn = b (1.1)
A1 X1+ amaxo + ... + aynxn = by

que I’on peut mettre sous la forme matricielle suivante :
Ax=D>

ot A € My, »(R) est une matrice donnée par ses éléments (a;;), 1 <i<m,1 <j<n ,beR"
de composantes (b, by, ....,b,) et x le vecteur inconnu de composantes (x1,x2, ....,Xy).

R) Sib =0, ondit que le systeme (1.1) est homogene. Dans le cas oi m < n, on dit que le
systeme est sous determiné et dans le cas oll n > m on parle d’un systeme sur determiné.

Théoreme 1.1.3 Une condition suffisante pour que le systéme (1.1) admette au moins une
solution est que rang A = m.

Corollaire 1.1.4 Soit A € M,(R) une matrice carrée, une condition nécessaire et suffisante pour
que le systtme Ax = b admette une solution unique est que A soit inversible. Autrement dit
detA £ 0 (ou rangA = n). Le systéme (1.1) est alors dit systeme de Cramer.

1.1.3 Résolution d’un systéme triangulaire supérieur
Définition 1.1.4 Soit A € M,,(R) une matrice carrée, A est dite triangulaire supérieure si :

aij:0, Vi>j

Dans ce cas le systeme Ax = b est dit triangulaire supérieur.

Rp) Onne traitera pas le cas des systemes triangulaires inférieurs car la technique de résolution
est identique.

Le systeme d’équations Ax = b triangulaire supérieur a la forme suivante :

anxy +appxy+..... + dinXn = by
anxy +..... +amx, = by
ppXn = by,

Théoreme 1.1.5 Soit le systéme triangulaire supérieur Ax = b ot A € M,,(R) est une matrice
carrée et b € R”, si:

akk7é0, Vk € [l,n]
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alors le systeme admet une solution unique et cette solution x* est telle que :

by —=Y"_ . apxt
X== Lkt W) k={nn—1,..,1} (12)
Akk

Nous allons étudier les méthodes de résolution du systeme de n équations linéaires a n inconnues
Ax = b, par les méthodes directes. Nous entendons par méthodes directes des méthodes qui meénent
a la solution en un nombre fini d’opérations élémentaires. Ces méthodes sont utilisées seulement si
le nombre d’équations du systéme n’est pas trop élevé (généralement n < 100 ). La méthode de
Cramer en est une, mais elle est numériquement inacceptable. Car sa mise en oeuvre demande le
calcul de n+ 1 déterminants et n divisions. Pour calculer chaque déterminant, nous devons effectuer
n!n multiplications et n! — 1 additions soit un total de (n+ 1)?n! — 1 opérations élémentaires Par
exemple, pour n = 5 on obtient 4319 opérations élémentaires. Pour n = 10 on obtient a peu pres
4.108 opérations élémentaires Or, dans la pratique, nous aurons a résoudre des systémes d’ordres
n = 100, n = 1000 voire méme plus. Il est donc impossible de résoudre de tels systemes par la
méthode de Cramer. Dans ce chapitre, nous présentons essentiellement la méthode d’éliminations
successives de Gauss et son interprétation matricielle, laquelle débouche sur la méthode de Cholesky
pour un systeme a matrice définie positive.

Si la matrice A n’est plus triangulaire, nous sommes amenés a chercher une matrice M inversible
telle que la matrice produit MA soit triangulaire. On résoudra alors le systéme :

MAx = Mb

par I’algorithme (1.2). Nous nous limitons bien entendu a des systémes Ax = b avec detA # 0.

Méthode de Gauss

Soit A € M,(R) une matrice carrée donnée et b € R”". On cherche x* solution du systéme
linéaire :

Ax=0>b

La méthode de Gauss consiste a construire un systeme équivalent plus facile a résoudre (a2 matrice
triangulaire supérieure par exemple). Deux systemes linéaires définis par deux matrices A € M, (R)
et U € M,(R) sont dits équivalents si leurs solutions sont identiques.

Rp) - Les transformations élémentaires suivantes appliquées a un systéme linéaire engendre un
systeme linéaire équivalent : - Une équation peut étre remplacée par cette méme €quation a
laquelle on ajoute ou on retranche un certain nombre de fois une autre ligne. - La multiplication
d’une équation par une constante non nulle. - La permutation de deux lignes ou de deux
colonnes.

La représentation d’un systeme linéaire peut se faire a travers une matrice de dimension n.(n+ 1)
appelé matrice augmentée. La matrice est noté A = [A|b] et a pour forme générale :

ajy app -+ aip, | by
_ ay ax - ay | b
A= ‘

anl ap2 -+ App ‘ by,

La résolution du systéme linéaire ayant pour matrice augmentée A peut se faire en appliquant des
transformations €l¢ mentaires permettant d’obtenir un systeme équivalent.

L’objectif de I’algorithme de Gauss est la construction d’un systeme triangulaire supérieur
équivalent, en annulant au fur et a mesure les termes en dessous de la diagonale.
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Définition 1.2.1 On appelle pivot de la transformation, 1’élément ay; de la matrice utilisée pour
annuler les termes aj, j > k. La ligne k est alors appel€e ligne pivot.

Théoreme 1.2.1 Soit un systeme linéaire défini par une matrice A d’ordre n et b € R”". Si A est
non singuliére alors il existe une matrice U d’ordre n triangulaire supérieure et y € R" tels que
Ux =y soit équivalent a Ax = b. La résolution du systeme Ax = b se fait ensuite par résolution
du systeme triangulaire supérieur.

Démonstration. Construisons la matrice augmentée A(!) = [A(l) ]b(l)]

() (1)

Bl
A0 — | % 92 o | by
T
d ]

I’exposant indiquant le nombre de fois qu’une valeur a été stockée a la location i, j donnée. La
premiere étape de 1’algorithme de Gauss est d’annuler I’ensemble des coefficients de la premiere
colonne en dessous de la diagonale. Cela s’obtient si a;; # 0 en réalisant la transformation suivante
sur la ligne i > 1:

ag) = agjl-) —gilaglj), jE[l,n+1]

m

ol g = Z’(‘l) , on obtient le systeme équivalent a I’étape 2 suivant donné par sa matrice augment ée :
11

(1 1) (1) (1)

s
A0 — 0 ay - ay | b
A

2 2 2

0 aflz) - aSm) | bn )

les étapes suivantes consistent a refaire le méme procédé pour les colonnes suivantes. Ainsi I’étape k

consiste a éliminer I’inconnu x; dans les équations k+ 1, ...,n. Ce qui donne les formules suivantes
Afii : P ieme (k) .

définies pour les lignes i = k+ 1,...,n en supposant que le k" pivot a;,” # 0 :

ayt =al) —gual), jelkn+1] (1.3)

(k)

a; L3N z N . N . s\ z . .
avec gix = 7. A la derniere étape c’est-a-dire a k = n, on obtient le systeme équivalent suivant :
ek

() (1)

1
al] a(lzz) e “ e agg) ‘ bézi
0 a22 Y o« o a2n ‘ b2
A(}’l) = N . |
0 0 ally aly) Y
0 o0 . 0 a;’r’l) | bnn)

la matrice U est donc définie comme étant la matrice A® et y le vecteur o). |
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p) -Laligne i de la matrice A® pest plus modifiée par 1’algorithme des lors que i < k. - A
I’étape k, on pratique I’élimination sur une matrice de taille n — k4 1 lignes et n —k + 2
colonnes.

p) Silors de I’élimination I’élément a,(f a I’é tape k est nul alors la ligne k ne peut pas étre

utilisée comme ligne pivot. Dans ce cas, on cherche une ligne j > k telle ay,i) # 0. Si une
telle ligne existe, alors on permute la ligne j et la ligne k sinon le systeme n’admet pas de
solution.

p) Pour minimiser les erreurs d’arrondi, on choisit la valeur du pivot la plus grande en valeur
absolue. Pour ce faire deux stratégie sont possibles :

1. La méthode dite & pivot partiel : Au k™ pas de I’élimination, on choisit comme ligne
de pivot celle qui, parmi les n — k+ 1 restantes, a I’élément de module maximum en
colonne et on permute dans A*) 1a k%™ ligne naturelle et celle qui réalise ce maximum.

2. La méthode dite a pivot total : Au k’" pas de I’élimination, on choisit comme pivot
I’élément de plus grand module dans la matrice d’ordre n — k + 1 restante. On permute
donc dans A®) 1a k¢ colonne naturelle et celle du pivot, ce qui modifiera I’ordre des
composantes du résultat. A la fin du processus, il ne faudra pas oublier de remettre dans
I’ordre initial les composantes de la solution x.

1.2.1 Interprétation matricielle de la méthode de Gauss

Supposons que 1’on puisse effectuer 1’élimination sans permutation des lignes et des colonnes.
Considérons alors les matrices

1 0 e e 0
0
G» = 1 . k=1,2,..,n—1
0 —8rkrik 1 0
0 —8nk 0 1
avec
(k)
ik .
8ik = (> Ppour i=k+1,...,n.
Dk

le systeme (1.3) peut se mettre sous la forme

Ak _ gk 40

ce qui donne

avece
A — [A<n>|b(n>}
Posons
U = AW
L = (G<"—1>.G<"—2).G("—3> ..... G(l))_]
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U (pour Upper) est une matrice triangulaire supérieure et L (pour Lower) est une matrice triangulaire
inférieure a diagonale unité . Donc nous avons écrit A sous la forme : A = LU ou

1 1 1
1 0 -+ v o 0 051) aéz) (2) aég;
g 1 0 ay ay a,
(n—1) (n—1)
: : : : ann—ln—l ann—ln

nous sommes donc amenés a résoudre successivement les deux systémes triangulaires :

Ly = b « . (n)
{Ux _ ou y=»>b

1.3 Méthodes LU

La premiere phase de la méthode de Gauss consistait a transformer le systeme Ax = b en un
systeme triangulaire Ux = y avec U une matrice triangulaire supérieure. Supposons qu’aucune
permutation n’ait été effectuée, on peut alors montrer que U et y ont été obtenus a partir de A et b
en les multipliant par une méme matrice R triangulaire et inversible, c’est-a-dire

U=RA et y=Rb

onadonc A =R 'U.Etsionpose L=R 'et U =R, on peut donc dé composer A en un produit
de matrice triangulaire inférieure L et une matrice triangulaire supérieure U. La méthode de
Gauss appartient donc a la classe des méthodes dites méthodes LU. Elles consistent a obtenir une
décomposition de la matrice A du type LU et a résoudre le systeme triangulaire Ly = b puis ensuite
le systeme triangulaire Ux =y (L et U étant supposées inversibles).

szb{z}Lszb@{ Ly = b
Ux =y
1.3.1 Décomposition LU

Définition 1.3.1 Une matrice A non singuliere, admet une factorisation triangulaire si il existe
une matrice L triangulaire inférieure et une matrice U triangulaire supérieure telles que :

A=LU

Théoreme 1.3.1 Soit le systéme linéaire Ax = b, si au cours de I’élimination de Gauss de la
matrice A, aucun pivot n’est nul alors il existe une matrice L triangulaire inférieure et une matrice
U triangulaire supérieure telles que :

A=LU

si de plus on impose /i = 1 alors la factorisation est unique.
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La matrice U s’obtient en appliquant la méthode de Gauss tandis que la matrice L s’écrit de la
maniere suivante :

1 0 0 0

by 1 0 0

L= 131 132 0 0
: 1 0

lnl ln2 o lnn—l 1

(k)
oupouri>lonaly= % Ainsi la matrice L est composée des facteurs multiplicatifs permettant
i
d’annuler les éléments sous le pivot. Comme il existe des problémes simples pour lesquelles
un des pivots est nul, le théoréme suivant permet d’étendre la factorisation LU a un cadre plus
général.

Théoreme 1.3.2 Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice A inversible puisse
se factoriser sous la forme A = LU est que det(Ag) # 0, Vk=1,2,..n— 1. OU Ay = (aij)i=12, k-
i=1.2 k

J=12,.

Démonstration. 1) Si A= LU, A, = LUy etsi A est inversible, detU = [T, u; = [T, a\” #0.
Donc det(A;) = det(L;). det(Uy) = det(Uy) = [T5, al(;) # 0. 2) Supposons que det(Ax) #0 Vk =
1,2,...,n—1. Cela est vrai en particulier pour k = 1, donc agll) = det(A;) et la premiere étape de

I’élimination de Gauss est possible. Par récurrence, si on a obtenu A®) pour k < n— 1

AR — g1 G- GE-3) 5 40

alors d«;t(A,((k)) = det(G,(ckfl))...det(G,((l))det(A(l)) = det(AN) #£0 A,((k) étant triangulaire on a
Hfle at(.l.’) =0 donc a,(!,? £ 0, donc la kK’ étape de 1’élimination est possible. On obtiendra finalement
A=LU. |

Théoreme 1.3.3 — méthode a pivot partiel. Soit A une matrice carrée d’ordre n inversible,
alors il existe une matrice de permutation P telle que les pivots de PA soient non nuls. Ainsi il
existe deux matrices L et U telles que PA = LU.

R) lesysteme linéaire Ax = b est équivalent au systeme PAx = Pb et la résolution du systeme se
fait selon les étapes suivantes :

1. Construire U, L et P,

1. Calculer Pb,
2. Résoudre Ly = Pb (systeme triangulaire inférieur),
3. Résoudre Ux =y (systeme triangulaire supérieur).

1.4 Méthode de Cholesky

Certains systemes présentent des propriétés particulieres. Les matrices associées a ces systémes
peuvent étre symetriques, a bande, etc...L.a méthode de cholesky a pour but la résolution de systemes
linéaires pour lesquels la matrice associée est symétrique définie positive.
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Définition 1.4.1 — Matrice symétrique. Soit A une matrice carrée d’ordre n. On dit que A est
symétrique si on a

A=A
Définition 1.4.2 — Matrice définie positive. Soit A une matrice carrée d’ordre n. On dit que
A est définie positive si elle vérifie la condition suivante :

VxeR" et x#0, (Ax,x) >0

ot (.,.) désigne le produit scalaire dans R". C’est-a-dire :

n

<x7y> = inyie vxvy eR"
i=1

On définit la norme induite par :

1
[Ix[| = (x,x)2
Proposition 1.4.1 Si A est une matrice symétrique définie positive alors :
1. a; >0,
2. aij < a;ajj Vl'#j,
3. max; |ajk’ < max; |ajq| .

Théoreme 1.4.2 Sila matrice A est une matrice carrée définie positive alors elle est inversible.

Corollaire 1.4.3 Si la matrice A est une matrice carrée définie positive alors le systeme linéaire
Ax = b ou x,b € R" admet une solution et une seule.

Théoreme 1.4.4 Soit M une matrice carrée telle et non singuliere alors la matrice A = MM est
symétrique définie positive.

s Exemple 1.1 Soit
1 00
M=1|1 10
1 11
alors
1 11
A=MM =11 2 2
1 2 3
est définie positive. "

Factorisation de Cholesky

Théoreme 1.4.5 Soit A une matrice carrée d’ordre n symétrique définie positive, A peut alors se
décomposer et de maniere unique en

A=LL
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ou L est une matrice triangulaire inférieure avec des éléments diagonaux positifs.

Ainsi ce théoréme permet de déduire que la méthode de construction des matrices définies positives
engendre en fait ’ensemble des matrices symétriques définies positives. Si A est une matrice
symétrique définie positive alors le systé me Ax = b peut étre décomposé en LL'x = b et ce systéme
peut se résoudre en résolvant les systemes triangulaires :

Ly = b
L'x =y
Algorithme de décomposition de Cholesky
Soit A une matrice symétrique définie positive alors on a A = LL'. Pour résoudre le systeéme
Ax=0b (1.4)

le théoréme précédent nous permet d’écrire (1.4 ) sous la forme LL'x = b avec L une matrice
triangulaire inférieure inversible. On est donc amené a résoudre

Ly = b

L'x =y
Le probleme consiste donc a construire explicitement la matrice L = (/;;) triangulaire inférieure
telle que

A:LLI ou A= (a,-j)

ce qui équivaut a

J
ajj= Zlikljky Jj<i.

k=1
Soit :
apl an Aain i1 0 0 O I L - Ln
azr axn am | by by -+ 0 0 Ly - Iy
anl an2 ann ll’ll ln2 e lnn 0 0 cee lnn

en remarquant que a;; est le produit de la ligne i de L et la colonne j de L' alors on a :

Lilik = lLinliy +lnho + - 4+ linlin = lin 1y

n
ajl =

k=1

en particulier pour i =1, on a l;; = y/aj; (1 est bien positif). la connaissance de /1| permet de
construire la premiere colonne de la matrice L car :

ail

I =2
il lll

En raisonnant de la méme maniere pour la deuxiéme colonne de L ,on a :

n
ap = Y il = linl1 +1plo
—1

k=
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en prenant i = 2 alors az; = l%l + l%z. D’ou I’on tire

by =\/an —13,

ensuite on a :
ap — il )
lp="2_""12 i34 . .n
b
On peut généraliser la procédure au calcul de la colonne j en supposant que les (j — 1) colonnes
ont déja été calculé e. Ainsi :

n
al-j = Zlijllj:lijljl+lijlj2+"'+likljk+"'+linljj
k=1

et seul /;; et [;; ne sont pas connus. Si on pose i = j, on obtient :

et par conséquent

» |
aj =Yl . j = 2.n

lij = i>j

Ljj

p) Ladécomposition de A symétrique définie positive, sous la forme A = LL' est unique a une
matrice diagonale unité pres. C’est-a-dire si A = LL' = MM", alors M = DL avec D matrice
diagonale telle que d;; = +1.

p) Laméthode de Cholesky permet de calculer detA par

n
detA =[]
i=1
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1.5 SERIE D’EXERCICES

Exercice 1.1 Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant :

—3X1 — X2 = 5
—2x14+x+x3 = 0
2x1 —xp+4x3 = 15

1. En appliquant les formules de Cramer.
2. En triangularisant la matrice du systeme associée par la méthode de Gauss.

Exercice 1.2 Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant :

2x1+x —5x3+x4 = 8
X1 —3xp —6x4 = 9
2x7 — X3+ 2x4 = -5
X1 +4x)—Tx3+6x4s = 0
En appliquant le principe de triangularisation de Gauss. n

Exercice 1.3 Soit le systeme d’équations linéaires suivant :

X1+ 2x3 2
Sxp +4x3 =0
2x1+4xy)+14x3 = 5

1. Montrer que la matrice associée a ce systeme est définie positive.
2. Résoudre ce systeme en utilisant la méthode de Choleski.

Exercice 1.4 Soit les systemes d’équations linéaires suivants :

Xi+x+2x3 = 1 X1+4x+x3+3x4 = 2
—x2+3x3—x4 = 0

5x14+5x; = 3 et
xi+xtxz = -2 3x1+x2+2x4 = 1
1 2 3 = X1—2x+5x3+xy = -2

Effectuer la résolution en mettant, si cela est possible, la matrice associée a chacun de ces
deux systemes, sous forme d’un produit de deux matrices triangulaires de structures différentes.

1.6 METHODES INDIRECTES

Intfroduction

Les méthodes directes de résolution de systemes linéaires fournissent une solution x au probleme
Ax = b en un nombre fini d’op érations. Si I’ordre n de la matrice A est élevé, le nombre d’opérations
est aussi élevé et de plus, le résultat obtenu n’est pas rigoureusement exact. Par ailleurs, il existe
des cas ou les structures du systeme liné aire ne sont pas tirés a profit par les méthodes directes.
C’est par exemple le cas des systemes ol la matrice A est trés creuse. C’est la raison pour laquelle,
dans ce cas , on préfere utiliser des méthodes itératives. L’ objectif est de construire une suite de
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vecteurs {x(k) } —12. , qui tend vers un vecteur ¥, solution exacte du probleme Ax = b. Souvent,

on part d’une approximation {x(o)} de X obtenue en géné ral par une méthode directe.

Les méthodes itératives

L’ objectif est de résoudre un systeme du type Ax = b. Pour cela, nous allons décomposer la
matrice A en

A=M—-N
de sorte que M soit inversible. Ainsi, le systeme devient :
Mx=Nx+b

et nous chercherons par récurrence une suite de vecteurs x() obtenu 2 partir d’un vecteur x() et de
la relation

Mx%) = Nx®) L p
c’est-a-dire
x* D = p TN ® L 1p

Cette relation est une relation de récurrence du premier ordre. Nous pouvons en déduire une relation

reliant erreur e®) = x(®) — g3 e*—1) = x(k=1) _ 5.
M —5) = N*D —5)

puisque Mx = Nx+ b et donc e®) = M~ 'Ne*=1 pour k = 1,2, ... Si on pose B =M~'N, nous

avons alors

o) _ Bo0)

La convergence de la suite x*) vers la solution X est donné par le proposition suivant :

Proposition 1.6.1 Le choix de la décomposition de A devra obéir aux regles suivantes :

Proposition 1.6.2 1. Le rayon spectral p(M~'N) doit étre strictement infé rieur a 1.

2. La résiolution de Mx®) = Nx*=1) 4 b doit étre simple et nécessiter le moins d’opéra-
tions possibles
3. Pour obtenir la meilleure convergence, p(M~'N) doit étre le plus petit possible.

On voit que la convergence dépend de la décomposition.

1.6.2 Différentes décomposition de A

On écrit la matrice A sous la forme
A=D+E+F
avec D la matrice diagonale suivante :

ag; 0 -+ 0
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E la matrice triangulaire inférieure suivante

E— any 0 0
an -+ Quu—1 O

et F la matrice triangulaire supérieure

0 ap - an
F = 0
0 an—1n

Nous obtiendrons donc la décomposition A = M — N a partir de diffé rents types de regroupement

de ces matrices D, E et F.

Méthode de Jacobi

On pose
M=D et N=—(E+F)
ainsi, B=M"'N =D~ (—E — F), ce qui implique :

) =p Y —E-F)x® + Db

si on exprime cette relation en fonction des éléments de la matrice A nous avons :

n
k+1 a; b;
x,( )———E —Jx5)+—
—1 Qii Aijj

j=1

J#i

i=1,2,...,n

Méthode de Gauss-Seidel
Cette méthode utilise

M=D+E et N=-F
D’ou
B=—(D+E)'F,
etalorsona:
XD = —(D4+E)'FxW + (D+E) b

le calcul de I'inverse de (D + E) peut étre évité. Si on écrit (D + E) x*+1) =

Zaux (1) Z a,]x
Jj=i+l1

d’ou

k+1 k-H

—FxK+ b, on obtient



1.6.5

1.7

1.7.1

20 Chapitre 1. RESOLUTION D’UN SYSTEME LINEAIRE

Méthode de relaxation

On donne un parametre @ € ]0,2[, appelé facteur de relaxation, et on pose
D l-w
M=—+4+FE e¢ N=|——|D—-F
(l) (O]

et par conséquent

(D +E> L) <(1—“’> D_F> A0 4 b
(0] (0]

i—1 n
= (- @)+ 2 (—Zaijxﬁk“)— )3 aijxﬁ")+bi> i= 1,20,

d’ou

@i \ =1 j=itl

Comme on peut le constater, la méthode de Gauss-Seidel correspond a la méthode de relaxation
pour @ = 1.

Convergence des méthodes itératives

La convergence des méthodes itératives dépend fortement du rayon spectral de A, Nous étudions
d’abord les propriétés de certaines matrices et la localisation de leurs valeurs propres.

Définition 1.7.1 Soit A € .#,, ,(R) une matrice. On définit la norme matricielle induite a partir
de la norme vectorielle sur R” par

A
4] = max A1
o]

Proposition 1.7.1 Soit A et B deux matrices telles que leur multiplication soit compatible alors on
a:

IAB]| < ||A]l[|B]|

pour toute norme induite.

Théoreme 1.7.2 — Gerschgorin-Hadamard. Les valeurs propres de la matrice A appar-
tiennent a la reunion des n disques Dy pour k = 1,2,...,n du plan complexe (A € U}_, Dy ot Dy,
appelé disque de Gerschgorin, est défini par :

|z —ap| < Z |axj|
o

Cas général
On considere une méthode itérative définie comme :

@ donné
D = ex® 4
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Théoreme 1.7.3 Soit A une matrice carré d’ordre n, pour que limy_,.,A* = 0, il faut et il suffit
que p(A) < 1.

Théoreme 1.7.4 Si il existe une norme induite telle que ||C|| < 1 alors la méthode itérative
décrite ci-dessus est convergente quelque soit x(9) et elle converge vers la solution de :

(Id—C)XZD

Théoreme 1.7.5 Une condition nécessaire et suffisante de convergence de la méthode ci-dessus
est que :

p(C) <1

p) lacondition de convergence donnée par le rayon spectral n’est pas dépendante de la norme
induite, cependant elle peut étre utile car le calcul du rayon spectral peut étre difficile.

Cas des matrices a diagonale dominante
Définition 1.7.2 Une matrice est dite a diagonale dominante si :

n
Vil <i<n, |ag|>Y |aijl
=1

J#

Théoreme 1.7.6 Si A est une matrice a diagonale strictement dominante, alors A est inversible
et en outre, les méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel convergent.

Démonstration. si A est une matrice a diagonale strictement dominante, on montre que A est
inversible en démontrant que 0 n’est pas une valeur propre (c’est-a-dire KerA = 0). Posons B =
M~!N estsoit A et v tels que Bv = Av avec v # 0. Puisque 1’on s’intéresse a p (B) < 1, on s’intéresse
en fait a la plus grande valeur propre de plus grand module de B. Ainsi, on peut supposer que A # 0.
L’équation Bv = Av devient :

(M—iN)v:O

- Pour Jacobi; I’équation devient :

1 1

soit C=D+ 5yE+ 4 F.si|A| > 1, on aurait :

il = lai] > ,Jaij\ > ; 2= ;\Ci/‘\
J!;" JJ;i jj;i

donc C serait a diagonale strictement dominante et par conséquent inversible. C inversible implique
que Cv =0 donc v =0. Or v # 0, d’ou la contradiction et donc on a bien |A| < 1. - Pour Gauss-
Seidel ; I’équation devient :

<D+E+;1LF>v:O
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en posant encore C =D+ E + %F . et en supposant |A| > 1, on aurait :

a;
‘C”’ = lj

‘CU|

]
]#l j#x

et on obtient le méme type de contradiction. |

Cas des matrices symétriques définies positives

Théoreme 1.7.7 Si A est une matrice symétrique définie positive, alors les mé thodes de Gauss-
Seidel et de relaxation pour (@ € ]0,2[) convergent.

La convergence de la méthode est d’autant plus rapide que p(M~'N) est petit. Or cette matrice
B = M~'N dépend de . Une étude théorique des valeurs propres de B montre que 1’allure de
la courbe p(B) en fonction de B est décroissante entre 0 et @, et croissante entre @, et 2. Par
ailleurs, on a toujours 1 < ®,,; < 2. On a donc intérét a choisir @ le plus proche possible de ®, .

La méthode de correction
Soit le vecteur reste en x défini comme :

r(x) =b—Ax

et {r(k>} le reste en {x(k) } On appelle également I’erreur en k le vecteur

ce qui signifie que e(?) est la solution du systtme Ax = —r(¥) et théoriquement, on a & = x(0) — ¢(0)
Pratiquement, en appliquant au systeme Ax = —r(9 la méthode directe qui nous a fourni x© on
n’obtient pas directement ¢(?), mais une approximation y(©) de ¢(?). Si on pose x(!) = x(0) —y(0)
x1) est une nouvelle approximation de %, en itérant les calculs précédents, on obtient :

Ae) = A —g) =AMy —p = -V
la résolution du systtme Ax = —r(!) donnera une approximation y(!) de e(!), et une nouvelle

approximation x() de ¥ :

@ () (1) L 0) _(0) _ (1)

-y -y =y
Ces calculs peuvent étre itérer autant de fois que nécessaire, pour s’arréter lorsque le reste est
suffisament petit. A la k" itération, les relations suivantes sont vérifiées pour y*~1) approximation

de ek -

k—1

K — (k=1) _y(kfl) — 0 _ Zy(i)
i=0
avec y(i) une approximation de e(i), solution de Ax = —r() et i = 0,1,2,....,k— 1. Si nous nous

arrétons lorsque k = N, il est nécessaire de ré soudre N + 1 systemes linéaires : d’abord Ax = b,
pour obtenir %) puis Ax = —rl) et j= 0,1,2,...,N — 1 afin d’obtenir y(i). Une fois la matrice A
décomposée (en LU ou Cholesky), il s’agit donc de résoudre les systemes LUx = —r{) ot —r() a
été calculé par la relation r) =p— Ax1.



1.8 SERIE D'EXERCICES

23

1.8 SERIE D’EXERCICES

Exercice 1.5 Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant :

10x; —2xp—2x3 = 6
—x1+10x, —2x3 = 7
—x1—x+10x3 = 8

Par 1a méthode des approximations successives. Arréter les calculs des que :

(k+1) _x(k)’ <1072

Exercice 1.6 Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant :

10x; —2xp—2x3 = 6
—x14+10xp —2x3 = 7
—x1—x+10x3 = 8

Par la méthode de Seidel. Arréter les calculs des que :

‘xl(kﬂ) —xl(k)’ <1072

Exercice 1.7 Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant :

10x1 —2xp, —2x3 = 6
—x1+10x, —2x3 = 7
—x1—x+10x3 = 8

Par 1a méthode de relaxation. Faire les calculs avec deux décimales.

Exercice 1.8 Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant :

10x; +x +x3 = 12
2x1+10x+x3 = 13
2x1+2x+10x3 = 14

Par 1a méthode de relaxation. Faire les calculs avec quatre décimales.
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