Centre Universitaire de Mila

Département de Mathématiques et Informatique

3%me année Licence Mathématiques

Module : Transformations intégrales dans les espaces LP

Série de TD N-°1
2021-2022

Exercice 1 :

1. Montrer I'inégalité de Holder pour p,q €]1, +o0l.
2. Cette inégalité est-elle vraie pour p=1et ¢ = 400 ?
3. Montrer I'inégalité de Minkouvski.

Exercice 2 :

1. Montrer que si f € LP, g € L9 avec % + % = %, alors fg € L" et

Lfgllr < [1f 1l llgllg-

2. Soient p et ¢ dans [1,400] avec ¢ < p ( pas nécessairement conjugués).
Montrer que si f € LP N L4, alors f € L" pour tout r € [g,p], et on a :

LAl < AIG NI
ou v € [0,1] est définit par + = rias 1_70‘.
3. Montrer que si p est une mesure finie alors

L™ c (L,

p=1

et pour tout f

li [ fllp = 11 lloo-

p—00

Exercice 3 : Considérons I'espace mesuré (R, B(R), \).

1. Soit f : R — R une fonction définie par

(1
L o

o) =
(

st x € [0, 400,

0, stnon.
Montrer que f € L” pour p > 1 et que f & L.
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2. Soit

fR —- R
( —a ~

o x stz e |—1,1
x o= fla) =T« | x| :i‘o | | |

SINon.

Montrer que f € LP ssi ap < 1.

Exercice 4 : Soit f la fonction définie sur |0, +oo[ par

1
)= (1 +|Inz|)?

flz

1. Montrer que f € L'(]0,1]).
2. Soit p €]1, 4o0]. Montrer que f ¢ LP(]0, 1]).
3. Soit p € [1,4o00]. Montrer que f € LP([1, +o0]).

Exercice 5 :(Produit L — L9)
Soit (E, 3, 1) un espace mesuré, p € [1,+o0[ et g le conjugué de p.
Soient

(fn)neN C Lp, (gn)neN C Lq, f e L? et g € L

tels que
fn— [ dans L? et g, — gdans LY.

Montrer que

[ fugndu— [ fgdu.



