Université du Sud Toulon-Var Module M131 : fonctions d'une variable réelle

L1PC 2009-2010

REVISION POUR LE RATTRAPAGE — février 2010

Exercice | - étude d’une fonction réelle de variable réelle

Etudier les variations et donner une représentation graphique de la fonction

[R—-R

x— f(x)=In(x-x°)

en répondant aux questions suivantes :

1.

AT

domaine de définition

comportement aux extrémités du domaine de définition
extrema locaux, sens de variation et tableaux des variations
comportement en —oo (recherche d’asymptotes)

graphe

Solution de I'exercice |

1.

2.

3.

Domaine de définition de f :il faut x — x> > 0 donc
P =]-00,-1[U]0, +1].

Comportement de f aux extrémités du domaine de définition :

Jm f(x) = +oo, xli)r_r}f fx) =—o0,
lim f(x)=—o0, lim f(x)=—oo0.
x—0* x—+1+

Extrema locaux, sens de variation et tableaux des variations de f :1a dérivée de f est ’application
f' 9 —R
1-5x*
!
X—=f(X)=———
Fe x(1-x%)
Dans 9 ona

f'(x)>0ssix €]0;57 4,
fl(x)=0ssix=5"14,
f'(x) <0ssixe]—oo;—1[U]5~ V411

On conclut que

> f eststrictement croissante sur ]0;571/4[,

> f eststrictement décroissante sur | —oo; —1[ et sur |57 1/4; 1],
> xpy=5"*estun point de minimum local et on a f(xp;) <0.
Le tableau des variations est alors le suivant :

x —00 -1 0 5-1/4 +1
f'x) - + -
fo | T — T
—00 o0 —00

4. Comportementde f en —oo (recherche d’'un asymptéte) :

lim m=

xX—-00 X

IIn'y a pas d’asymptotes en —oo.

5. Graphede f :voir la figure 1.
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=

‘ if(xM)

FIGURE 1: f(x) = In(x — x°).
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Exercice Il - continuité, dérivabilité
Soit f,: R — R une application définie par

x“cos}—lc, six#0,

0, six=0.

fa(x) :{

Pour chaque valeur de a indiqué, répondre aux questions suivantes :

f est-elle continueen x =02 | f est-elle dérivableen x=02 | f est-elle de classe €' (R)?

WIN =IOl

Solution de I'exercice |l

1 .
Cas a=0: fo(x):{cos;, s?x;éO,
0, six=0.
> fo n'est pas continue en 0 car limy_.¢ fo(x) =limy_¢ cos% n’existe pas.
> fo n'est pas dérivable en 0 car elle n’est pas continue en 0.
> fo n'est pas de classe € (R) car elle n’est pas continue en 0.
Cas a=1: fl(x):{xcos%, six#0,

0, six=0.

> f] est continue en 0 car lim,_.¢ f1(x) =0 = f1(0) (il suffit d’observer que —x < xcos% < Xx).

> f1 n'est pas dérivable en 0 car lim_.g W =limy_g cos%

> fi n'est pas de classe € (R) car elle n’est pas dérivable en 0.

x?cosl, six#0,

n’existe pas.

Casa=2: fz(x)z{

0, six=0.

> f> est continue en 0 car limy—_ f>(x) = 0 = f>(0) (il suffit d’observer que —x2<x? cos% < x%).

o =limy—o xcos;lc = 0 (il suffit d’observer que —x < xcos% <x).

> f> est dérivable en 0 car lim,_.q
> f> n'est pas de classe € (R) car
2xcos% + sin%, six#0,

frx) = {

0, six=0,
. , y . . R R
etlimy_.g f, (x) n'existe pas (car lim,_.o sin | n’existe pas).

3 1 :
x°cos=, six#0,
Casa=3:f3(x)={ * ?

0, six=0.

> f3 est continue en 0 car limy_q f3(x) = 0 = f3(0) (il suffit d'observer que —x* < x*cos 1 < x*). De plus, elle est
coninue dans tout R.

D> f3 est dérivable en 0 car lim,_.¢

> f; est de classe €' (R) car

f3(x)=f3(0) 2
0

2 2 1 2
X— ).

=limy_gx cos% =0 (il suffit d’observer que —x“ < x“cos L < x

3x2cosi + xsin l, six#0,
fiw = wrsin, s
0, six=0,
etlim,_q fs’(x) =0= f3’(0).
Doncona
a | fest-ellecontinueenx=0? | f est-elledérivableen x=0? | f est-elle de classe €¢I R®)?
0 Non Non Non
1 Oui Non Non
2 Oui Oui Non
3 Oui Oui Oui
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Exercice Ill - calcul de limites avec DLs et/ou régle de L'Hépital

1
1. Calculer la limite lin(l) W
x—’

2. Calculer la limite xliIP Vi +x+1-vVa2+x.
—+00

3. Calculer la limite lim —%=8inx__
x—0 e¥~1-x-%
Qi _ 3
4. Calculer la limite liH(l) w
—
5. Calculer la limite lim smﬁﬂ
X—a

3 s 3 X—XCOSX
6. Calculer la limite )lcli‘% PRl

7. Calculer la limite liII]lT (cos x)%‘x .
-3

fite Jim € —e F—2x

8. Calculer la limite }6133) R

9. On considere la fonction f(x) = x + vV x2 + x.

> Ecrire le développement limité de (l + %) en oo al'ordre 3.

> En déduire le développement asymptotique de f al’ordre 2

(i) en—oo
(ii) en +oo.
> Ecrire les équations des asymptotes pour f en
(i) en—oo
(i) en +oo.
10. Trouver le développement limité de sin x en % al'ordre 3.

Solution de I'exercice Il

1) On serappelle d’abord que
1+0¥=e

En utilisant le développement limité de In(1 + x) en 0 on a

2
X 2
X— 5 +0(x%)

A+x0)5=e =

lim

x—0 X

(1+x)%—e_ e

In(1+x)

X

— el—§+o(x)

2

2) Onnote f(x) = Va3 +x+1—Vx2 + x. On réécrit d’abord la fonction comme

fx)=x

On pose y = % Alors

lim Vx3+x+1-vVx2+x=lim

1+ L lf (Hlf
x2  x8 X

1+y2+ 935 —(1+y)2

X—+00 y—0 y

En utilisant le développement limité de (1+ y)® en 0 on a

1412+ 33 —(1+y)2 l+o(y)-1-%+0(y) 1
T 0 ek P DTNt A A
y—0 ¥y y—0 y 2
3) En utilisant les développements limitéson a:
x—sinx x—x+%3+o(x3)

lim > =lim
=0er—1-x-% T0l4x+

3 2 -
+%5-1-x-5 +o(x%)
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4) En utilisant les développements limités on a :

B, 2x° B X 5 3
. 2(tanx-sinx)-x3 2(x+ 3+t 95 — X+ % — iz to(xX7)|-x
lim = lim =
x—0 x5 x—0 x5
T hox® 1
—1i =
x—0 x° 4

5) lim % = cosa. (On s’apercoit que c’est la définition de la dérivée de sinx en x = a.)
X—a
6) En utilisant les développements limitéson a:

x—x(l—%2+0(xz))

. X—XCcoSXx .
lim - =lim 3 =
x—0 X—SInx x—0 x_x+%+0(x3)

3
L +0(x%)

=lim % =
=02+ 0(x3)

7) Onpose y= 73 - x, alors

/4

lim (cos x) 2~ = lim (cos(Z — y))? =
x—7 y=0

= lim(sin y)” = lim &¥ In(siny) _
y—=0 y=0

A 3 7 2
. yln(y7?+o(y )) . yln(y(lffﬂJ(y )))
=lime =lime
yﬂ() y;»()

2 2
1 Iny Yo l_yT"'o(yz)) T Iny Y —%4—0()/2) _
=lime¥™Ve =lime’™Ve =
y—>0 y—»()

3
= lim e/MYe T o0 — 1,
y—0

8) Pour calculer la limite donnée on peut utiliser les développements limités :

2 3 2 3
ef—eF-2x | l+x+S+Ll+x-T 4L 2x+0(d)
lim - =lim 3 =
x—0 x-—sinx x—0 x—x+ 5 +0(x%)

2%3 +o(x%)
=2

3
=0 = +oxd)

Sinon on peut utiliser la regle de LHopital car

nx)=e*—e*-2x, }Ciir(l) n(x) =0;
d(x) =x-sinx, )lcii%d(x):o.
Ona
n'(x)=e‘+e*-2, }CIL% n'(x) = 0;
d'(x) =1-cosx, )lciir(l)d'(x) =0;
n'(x)=e*-e*, )lclir(l) n'(x) =0;
d" (x) =sinx, }CILI}) d"(x)=0;
n'x)=e*+e7%, )16111(1) n'"(x)=2;
d" (x) = cosx, }lcigg)d”(x) =1
donc
ef-e*-2x . n"(x)

lim = lim =
x—0 x-—sinx x—0d"'(x)
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9) On considere la fonction f(x) = x + v x2 + x. On remarque que

P x(1+,/1+§), si x>0,
X) =
x(1-4/1+1), six<o.
> Pour écrire le développement limité de /1 + % en +oo a I'ordre 3 on commence par se ramener a un développe-

ment limité en 0 en posant y = 1/x : il s’agit alors de calculer le développement limité de \/1+ y en 0 a 'ordre
3

1 1
\/1+y§1+§y—§y2+o(y2)

\/1+1 12— Lo
—=l+—-—+ox
o 2x 8x2

> On en déduit le développement asymptotique de f al’ordre 2

d’ou

(i) en—oo:
fx) = x(—L+L+o(x_2)) ——l+i+o(x_1)
| 2x 8x2 T2 8x
(i) en +oo:

f(x) (2+1 1+(‘2)) 2x+1 1+(‘1)
X)=x ————+to(x ) |=2x+1-—+o(x
+o0 2x 8x? 4x

> On en déduit les équtions des asymptotes pour f en

(i) en —oo:
1
Y =73
(i) en+oo:
y=2x+1.
En effet, le graphe de la fonction est le suivant :
¥
-1 0]
Y. 5= -1

10) Pour calculer le développement limité de sinx en % a I'ordre 3 on utilise la formule de Taylor :

k=n f(k) (a)

fo=Y ——-a'+olx-ab.
“ k=0 :
Icin=3,a= % et f(x) =sinx d’ou
f(x) =sinx, f(d)=§?
f'(x) = cosx, fl@= %;
f"(x)=-sinx, f”(a)z_?;
f’”(x)Z—COSX, f’”(d)Z—%;

donc
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Exercice IV - suites récurrentes

1. Soit (1) nen une suite telle que

a)
b)

c)

Un+1 =V2+Up,
up=1.

Montrer que pour toutn € N, -1 < u, <2.

En supposant que la limite de u,, existe, la calculer.

Montrer que (u,) nen €St une suite monotone et en étudier sa convergence.

2. Soit (uy) nen une suite telle que

a)
b)

c)

— _Un

Up+1 = 1+u% ’
up=1.

Montrer que pour tout n € N, u, > 0.

En supposant que la limite de u,, existe, la calculer.

Montrer que (1) nen €St une suite monotone et en étudier sa convergence.

3. Soit (u#5) nen une suite telle que

a)
b)

c)

Up+1 = @,
o
Montrer que pour toutn € N, 0 < u, < 1.
En supposant que la limite de u,, existe, la calculer.

Montrer que (uy) nen €St une suite monotone et en étudier sa convergence.

Solution de I'exercice IV

1.

a)

b)

c)

a)

b)

c)

a)

b)

c)

Par récurrence :
> —-l<uy=1<2;
> soit—1<u,<2,alors up 1 =vV2+u,<vV2+2=2etup1=vV2+u,>v2-1=1>-1.

Soit £ =lim u,, avec ¢ € R. Alors, en passant a la limite dans la définition,ona ¢ =v¢+2douf=-1ouf =2.

2
. uy—up—2 -
Puisque —1 < u, <2pourtout n €N,ona u,s1—Uy = Vlp + 2— Uy = — \/%m =— (”"u Zl(zufgl) >0, autrement
n n n n

dit la suite u,, est monotone croissante. Etant une suite monotone croissante vérifiant —1 < u,, < 2 pour tout
n € N et puisque les uniques limites réelles possibles sont £ = —1 et £ = 2, on conclut que lim u;, = 2.

Par récurrence :

> uy=1>0;
> soit u, >0, alors U,y = —2 > 0.
1+uy,
Soit £ =lim u, avec ¢ € R. Alors, en passant a la limite dans la définition, on a ¢ = 1 f 72 d'ou ¢ =0.
3
. u . .
Puisque u;, >0 pourtoutneN,ona u,+1—u, = ﬁ —Up=-— 1+Zz < 0, autrement dit la suite u;,, est monotone
n n

décroissante. Etant une suite monotone décroissante minorée par 0 pour tout 72 € N et puisque I'unique limite
réelle possible est £ = 0, on conclut que lim u,, = 0.

Par récurrence :
> 0<uy=1/2<1;

2
. u,+u
> s0it 0 < uy <1, alors uy4; = 45—

w2 +uy,
2

>0et Ups) = <%=1

Soit ¢ =lim u,, avec ¢ € R. Alors, en passant a la limite dans la définition, ona ¢ = @ dot1/=0.oul=1.
Puisque 0 < u, < 1 pour tout n € N, on a u,4+1 — U, = w < 0, autrement dit la suite u, est monotone
décroissante. Etant une suite monotone décroissante minorée par 0 pour tout zn € N et puisque les uniques
limites réelles possibles sont £ =0 et ¢ = 1, on conclut que lim u,, = 0.
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Exercice V - factorisations d'un polynéme

1. On considere le polynéme
P(x) = x5 —5x° +10x* - 12x> + 11x% - 7x + 2.
a) Ecrirelaformule de Taylor de P en 1 ; montrer que 1 est une racine de P et déterminer son ordre de multiplicité.

b) Factoriser P sur R en sachant qu'’il posséde une autre racine réelle évidente (i.e. elle est un diviseur du terme
de degré 0).

c) Factoriser P sur C.

2. On considere le polynéme
Px) =x8+5x" +9x8 +7x° +3x* +5x° + 9x% + 7x + 2.

a) Ecrire la formule de Taylor de P en —1; montrer que —1 est une racine de P et déterminer son ordre de multi-
plicité.

b) Factoriser P sur R en sachant qu'’il posséde une autre racine réelle évidente (i.e. elle est un diviseur du terme
de degré 0).

c) Factoriser P sur C.

Solution de I'exercice V

1. a) Pourun polynéme P de degré 6, la formule de Taylor en 1 s’écrit

k=6 _ 1k
P(x) = Z p(k)(l)u
k=0 k!

On calcul alors les dérivées P*) (x) pour k=0,...,6 etonles évalueen 1:

Px)=x%—5x°+10x —12x3 + 11x% - 7x+ 2 P(1)=0
P'(x) = 6x° —25x% +40x> —36x> +22x -7 P'(1)=0
P"(x) =30x* —100x> +120x? — 72x + 22 P'1)=0
P" (x) = 120x% — 300x% + 240x — 72 P"1)=-12
PV (x) = 360x% — 600x + 240 PVay=o0
PV (x) =720x - 600 PY(1)=120
PV (x) =720 PYI1)=720

La formule de Taylor en 1 s’écrit alors
P(x)=—2(x-1>+(x-1°+(x-1)°=
=(x-D}(x-D°+x-D*-2) =
= (-3 -3x% +3x—1+x*-2x+1-2) =
= (-1 - 222 +x-2)
Ceci implique que 1 est une racine de P de multiplicité 3.

b) On pose Q(x) = x> —2x? + x — 2. Une racine réelle évidente de Q est 2. En effectuant la division euclidienne de
Q par (x —2) on obtient
Qx) = (x—2)(x* +1).

Etant donné que x? + 1 ne se factorise pas sur R, on conclut que la factorisation de P sur R est
P(x)=(x-1*(x-2)(x*+1).

) Pour factoriser P sur C il ne reste que factoriser le polynéme x? + 1 sur C; on a les deux racines complexes
conjuguées x; = —i et x» = +i. On conclut que la factorisation de P sur C est

P(x)=(x—D3(x-2)(x—D(x+1).
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2. a) Pourun polynéme P de degré 8, la formule de Taylor en —1 s’écrit

k=8 k
P(x) = Z p(k)(_l)ﬂ_
k=0 k!

On calcul alors les dérivées P (x) pour k=0,...,8 etonles évalue en —1:

P(x)=x®+5x" +9x8 +7x° +3x* +5x% +9x% + 7x + 2 P(-1)=0
P'(x) =8x" +35x% +54x° +35x% + 12x3 + 15x% + 18x +7 P'(-1)=0
P"(x) =56x° +210x° + 270x* + 140x> + 36x% + 30x + 18 P'-1)=0
P"(x) = 336x° +1050x* + 1080x + 420x> + 72x + 30 P"(-1)=12
PV (x) = 1680x* +4200x% + 3240x% + 840x + 72 PV(-1)=-48
PV (x) =6720x> + 12600x2 + 6480 + 840 PY(-1) =240
PY1(x) = 20160x% + 25200 + 6480 PYI(-1) = 1440
PV (x) = 40320x + 25200 PV (—1)=-15120
PV (x) = 40320 PV (_1) = 40320

La formule de Taylor en —1 s’écrit alors

P(x)=2(x+1°*-2(x+D*+2(x+ 1’ +2(x+ D® -3(x+ D7 + (x+ 1) =
=(x+D32-2(x+D+2(x+ D2 +2(x +1)* -3(x+ D+ (x+ 1)°] =
=(x+ 1) [20% +2x+6+2(x° +3x% +3x+ 1) = 3(x* +4x% + 6x% +4x + 1) + (x° + 5x* +10x° + 10x* +5x + 1)] =

=x+13P +2x  +x+2)

Ceci implique que —1 est une racine de P de multiplicité 3.

b) On pose Q(x) = x° +2x* + x + 2. Une racine réelle évidente de Q est —2. En effectuant la division euclidienne
de Q par (x +2) on obtient
Q) = (x+2)(x* +1).

Etant donné que x* + 1 ne se factorise pas sur R, on conclut que la factorisation de P sur R est
P(x) = (x+ 1’ (x+2)(x* +1).

c¢) Pour factoriser P sur C il ne reste que factoriser le polynéme x* + 1 sur C; on a les quatre racines x; =

1-i —1+i —1-i
X9 = —, X3 = et xy =
2= RTINS 1T A

P(x)=(x+1)*(x+2) (x— ljzi)(x— 1\;§i)(x— _lf;i)(x— _i/%i).

1+i
\/2 ’

. On conclut que la factorisation de P sur C est
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