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Annexe 1            

Formalisme de Lagrange 

 

1. Démonstration de l’équation de Lagrange 

Considérons un système constitué de N points matériels (N masses). Si l’on suppose que 

chaque point a n coordonnées généralisée ( nq ), les vecteurs positions peuvent être s’écrire 

comme, 
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 Le déplacement de l’énième vecteur position ird


est donné par : 
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 et le déplacement virtuel est donné par, 
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De la relation 2 on peut tirer la formule de la vitesse qui sera donner par, 
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Maintenant, si je prends la dérivé du vecteur position (de la relation A1.2) par apport à la 

coordonnée jq j’obtiens, 
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Et si je prends la dérivé du vecteur vitesse (de la relation A1.4) par apport à la vitesse 

généralisée jq j’obtiens, 
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Des relations 5 et 6 on peut écrire, 
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 On peut écrire aussi, 
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, où r


est donné par la relation (A1.1). 
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On constate que le terme entre la parenthèse est la vitesse iv


( A1.4) on peut écrire, 
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 Partons du principe de d’Alembert 
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Ici la force F


est la résultante de toutes les forces agissantes sur le système. 

Remplaçons par ir


 ( A1.3), on obtient 
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On peut écrire le premier terme par : 
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Où jQ est la force généralisé conjugué de la coordonnée généralisée jq . 

j

i
j

q

r
FQ






 

Alors la relation 10 peut être reformulé par : 
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 On cherche à quoi égal le premier terme dans (A1.11).  

Nous avons, 
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Et par suite on obtient, 
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Alors, 
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De la relation (A1.7), on remplace 
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On peut écrire, 
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Et  
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L’énergie cinétique totale du système sera donnée par : 
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Par remplacement des relations (13), (14) et (15) dans (12) on trouve, 
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Remplaçons le premier membre de l’équation par la force généralisée donnée par (A1.11), et 

donc le principe de d’Alembert peut être s’écrire sous la forme suivante. 
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L’équation (A1.18) est connue comme l’équation de Lagrange. 
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Les coordonnées généralisées doivent être indépendantes et par suite on peut récrire cette 

relation pour chaque coordonnée par, 
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2. Cas particuliers 

2.1 Toutes les forces généralisées sont dérivées de potentiel 

Si l’on considère que toutes les forces dérivent d’un potentiel, on peut écrire 
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On remplace (20) dans (19),  
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On peut écrire aussi, 
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Puisque l’énergie potentille ne dépend pas des vitesses jq (elle est fonction des jq ), ça veut 

dire que 0
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La quantité UTL  est connue sous le nom de l’équation d’Euler-Lagrange ou le 

lagrangien du système. Alors la première équation de Lagrange 
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2.2 Les forces généralisées sont des forces dérivées du potentiel plus des forces 

frottements. 
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L’équation de Lagrange peut être s’écrire sous la forme, 

j

jj

qc
q

L

q

L

dt

d



























       (A1.24) 

L’équation (A1.24) est connue comme la deuxième équation de Lagrange. Cette 

équation peut être écrite sous une autre forme. 

2.3 fonction de dissipation  

Lors du frottement dans l’intervalle de temps dt , il y a une quantité de l’énergie dégagée au 

milieu extérieur sous forme de chaleur donnée par, 

dtcvQ 2           (A1.25) 

La puissance de dissipation  P  est définie par : 
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2cv
dt

Q
P 


 

La puissance de dissipation  P  peut être écrite par : 

22

22

jj

j

qcq
q

r
c

dt

rd
cP 






























       (A1.26) 

La fonction de dissipation est définie comme la moitié de la puissance de dissipation. Donc,  

 

22

22

2

1

2
qcq

q

r
c

dt

rd
c

P
D

j































  

On peut écrire le deuxième membre de la deuxième équation de Lagrange (A1.24) par : 

jq

D
qc







           (A1.27) 

En fin la deuxième équation de Lagrange peut s’écrire par la forme : 

0




























jjj q

D

q

L

q

L

dt

d


       (A1.28) 

 

2.1 Les forces généralisées sont des forces dérivées du potentiel plus des forces 

frottements plus des forces dépendent du temps. 

Dans ce cas il reste dans le deuxième membre la force extérieure conjuguée de la coordonnée 

généralisée jq . La troisième équation de Lagrange donnée par : 

ex
q

jjj
j

F
q

D

q

L

q

L

dt

d































       (A1.29) 

 

NB : dans le cas d’un système de n degrés de liberté on trouve n équations de 

Lagrange peuvent être s’écrire par : 
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













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








































































ex
q

nn

ex
q

iii

ex
q

F
q

D

q

L

q

L

dt

d

F
q

D

q

L

q

L

dt

d

F
q

D

q

L

q

L

dt

d

i







1

111

.

.

.

.

1

       (A1.30) 
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Annexe 2 

Equations différentielles linéaires du deuxième ordre 

avec des coefficients constantes 

 

1. Définition 

On dit qu'une équation différentielle est linéaire d'ordre n, si elle est du premier ordre de la 

fonction y et ses dérivations. Elle écrit sous la forme, 

    )()(...)( 1
1 xfyxgyxgy n

nn  

       
 (A2.1) 

 ny : l'énième dérivé de y par rapport à x .  

)(xgi : Fonction de la variable x  (dites coefficients variables). 

)(xf : Fonction de la variable x  (dite deuxième membre). 

2. Equation différentielle homogène du deuxième ordre avec coefficients constantes 

 Si 2n , l'équation différentielle est du deuxième ordre, elle s'écrit sous la forme, 

)()()( 21 xfyxgyxgy         (A2.2) 

 Si 0)( xf  l'équation différentielle est dite homogène, donc l'équation différentielle 

homogène du deuxième ordre s'écrit sous la forme, 

0)()( 21  yxgyxgy         (A2.3) 

 Si bxg )(1  et cxg )(2 , l'équation différentielle est dite avec coefficients 

constantes, donc l'équation différentielle homogène du deuxième ordre avec 

coefficients constantes s'écrit sous la forme, 

0 cyyby          (A2.4) 
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Théorème 1 : si 21 yety sont deux solutions particulières de l'équation (A2.4), 

21 yy  est aussi une solution. Nous avons, 

0111  cyyby
 

0222  cyyby  

0)()()( 2112121  yycyybyy
 

    000222111  cyybycyyby
 

Donc, 21 yy 
est une solution pour l'équation (A2.4

.
). 

Définition : on dit que les solutions 21 yety sont linéairement indépendantes si 

c
y

y


2

1

 
 

dans le cas contraire, les deux solutions sont linéairement dépendantes. 

Exemple :  

0 yy           (A2.5) 

On peut proposer 
xxx eyeyey 3,, 321  

comme des solutions particulières pour 

l'équation (5). Il est claire que, 

  ce
y

y x  2

1

2 , on dit que 21 yety sont linéairement indépendantes. 

 c
y

y
 3

1

3 , on dit que 21 yety sont linéairement dépendantes. 

Théorème 2 : si les solutions particulières 21 yety sont linéairement indépendantes, la 

solution générale de l'équation (4) est:   

2211 ycycy           (A2.6) 

1c et 2c , sont des constantes peuvent être trouver des conditions initiales. 
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2. 1. Solution de l'équation différentielle homogène du deuxième ordre avec coefficients         

constantes 

  On cherche une solution de la forme 
xey  .  

Nous avons 
xey   et 

xey 2 , par remplacement dans l'équation (A2.4) on trouve, 

    00 22  cbcbe x 
. Donc la solution proposée 

xey  est une 

solution de l'équation (4) seulement si  est une solution de l'équation caractéristique

02  cb . 

les solutions de l'équation caractéristique sont : 

















c
bb

c
bb

42

42

2

2

2

1





 

On distingue trois cas : 21  et  sont racines réelles, 21  et  sont des racines imaginaires et 

21   racine réelle double. 

1
ier

 cas 21  et racines réelles 0  

Si on met conste
y

y

ey

ey

x

x











 )(

1

2

2

1 12

2

1







, les deux solutions sont linéairement 

indépendantes.  

 

Selon la théorème 2, la solution générale est de la forme 2211 ycycy  . Donc, 

xx
ececy 21

21


          (A2.7) 

Exemple : 

02  yyy , 








2

1

c

b
, L'équation caractéristique correspond est : 022   . 
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acb 42  , 9

2

2

1
















c

b

a

,  deux solutions réelles, 21 21   et . 

La solution générale de cette équation est  

xx ececy 2
21

          (A2.8) 

21 cetc seront déterminées des conditions initiales. 

2
eme

 cas 21  et racines imaginaires 0  



































1

1

2

2

2

1

2

42

42
04

i

b
ci

b

b
ci

b

acb , 

Les deux solutions particulières sont 
)(

2
)(

1
 ii eyetey   . Les solutions sont des 

fonctions complexes pour des variables réelles. 

Si une fonction complexe d'une variable réelle )()( xivxuy  , est une solution de l'équation 

(4), par dérivation et remplacement on trouve, 

      0)()()()()()( 





 xivxucxivxubxivxu     (A2.9) 

0))()()(())()()((  xcvxvbxvixcuxubxu     (A2.10) 









0)()()(

0)()()(

xcvxvbxv

xcuxubxu

        
(A2.11) 

On conclut que )()( xvetxu , sont des solutions pour l'équation (4). 

Nôtres deux solutions particulières sont : 


























xiexey

xiexey

ey

ey

xx

xx

i

i













sincos

sincos

2

1

)(
2

)(
1

     

(A2.12) 
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Comme nous avons conclu plus haut, les fonctions xeyetxey xx   sincos *
2

*
1   sont 

des solutions particulières de l'équation (4). En plus cons
y

y


*
1

*
2

 (linéairement indépendantes), 

ainsi, la solution générale de l'équation (4) peut être donnée par ; 

 xcxcey x  sincos 21          (A2.13) 

21 cetc seront déterminées des conditions initiales. 

Exemple : 

Trouver la solution générale de l'équation 052  yyy  lorsque à 









1

0
0

y

y
x  

Solution : 

L'équation caractéristique correspond à cette équation différentielle est donnée par : 

0222    

21
21

21
4)4(16

2

12 







 




et

i

i
ii  

 Ainsi, la solution générale sera : 

 xcxcey x 2sin2cos 21  

 

 

Des conditions initiales ; 

   000sin0cos0)0( 121
0  cccey . Donc la solution est récrite sous 

la forme ; 

xecy x 2sin2
  

 2

1
00sin0cos21)0( 22

0
2

0  ccecey . 
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En fin la solution générale de l'équation proposée est ;  

xey x 2sin
2

1  . 

3
eme

 cas 21   racine réelle double 0  

Dans ce cas 21   , donc, Nous avons une seule solution particulière 
xey 1 , par suite nous 

devons chercher une autre solution particulière 2y  linéairement indépendante avec 1y  pour 

trouver la solution générale sous la forme 2211 ycycy  . 

On cherche la deuxième solution particulière de la forme 
xexuy )(2  . 

Par dérivation et remplacement dans l'équation (4), on trouve, 

    0)()()()()(2)( 22  xxx excuxuxubexuxuxue      (A2.14) 

0)()()()2()( 2  xucbxubxu        (A215) 

Nous avons 








.,0)(

.,0)2(

2 racineestparsequecb

doubleracineestparsequeb





 

On déduit que 211 )()(0)( axaxuaxuxu 
 

On peut prendre 01 21  aeta , ainsi, xxu )(  et par suit, 
xxey 2  

Comme nous avons contx
y

y


1

2

, donc, 21 yety sont linéairement indépendante. La solution 

générale sera donnée par : 

xx xececy 
21           (A2.16) 

  xexccy 
21           (A2.17) 
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2. 1. Solution de l'équation différentielle non homogène du deuxième ordre avec 

coefficients constantes 

L'équation différentielle non homogène du deuxième ordre avec coefficients constantes est 

donnée par, 

)(xfcyyby           (A2.18) 

La solution générale de cette équation est la somme de : 

- la solution générale gy  de l'équation homogène (ie: 0)( xf ). 

- une solution particulière py pour l'équation non homogène. 

pg yyy 
          

(A2.19) 

Pour déterminer gy il faut seulement retourner aux paragraphes précédents. Il nous reste 

comment proposer une solution particulière py . Pour ce fait on s'intéresse à deux cas 

particuliers, lorsque le deuxième membre de l'équation non homogène s'écrit sou la forme 

x
nePxf )(  ou, 

xexQxexPxf x

m

x

n   cos)(cos)()(  ,  

où )()( xQetxP mn  sont des polynôme d'ordre n et m  . 

 

1
ier

 cas 
x

nePxf )(  

L'équation s'écrit par : 

x
nePcyyby 

         
(A2.20) 

On trouve trois cas particulier : 

a.  , n'est pas une solution pour l'équation caractéristique, 02  cb , 

correspondente à l'équation différentielle homogène ( i.e 21   ). 
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On cherche une solution particulière de la forme,  

x
np exQy )(  

n
nn xAxAAxQ ...)( 10  , est un polynôme de même ordre que )(xPn . 

Par dérivation et remplacement dans l'équation (20), on trouve,  

)()()()()2()( 2 xPxQcbxQbxQ nnnn  
    

(A2.21) 

Comparant les deux membres, on trouve les coefficients ,..., 10 AA
 

Exemple : 

xyyy  34  

On peut écrire l'équation sous la forme 

xx exPxeyyy )(34 0  , dans ce cas 0 et xxP )( . 

La solution de cette équation est la somme de la solution de l'équation homogène et la 

solution particulière. 

1- solution général de l'équation homogène 034  yyy : 

L'équation caractéristique correspondante est 0342   donc, 3,1 21   et  

La solution générale de l'équation homogène est : 

xx
g ececy 3

21
   

2- solution particulière de l'équation non homogène xyyy  34  

Le deuxième membre est de la forme 









)(,0

)()(
)(

21 

 ordrepremierxxP
exP x  
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Par suite la solution particulière py cherchée est de la forme,

xAAxQexQy x

p 1011 )()(  
, ( )(xQ est du premier ordre puisque )(xP est du premier 

ordre). Alors, 

xAAyexAAexQy p
xx

p 10
0

10 )()(    

Par dérivation et remplacement dans l’équation xyyy  34 . 

On trouve 
9

4

3

1
10  AetA , 

3

1

9

41  xy p  

A la fin la solution de l'équation non homogène est : 

pg yyy   

3

1

9

413
21   xececy xx  

21 cetc peuvent être trouver des conditions initiaux. 

b.  , une solution simple pour l'équation caractéristique  

si  est une solution pour l'équation caractéristique 0222   , correspondent à 

l'équation différentielle homogène ( i.e 21   ou ). 0)( 2  cb , et par suite, le 

premier membre de l'équation (21) est de l'ordre de 1n  alors que le seconde membre est de 

l'ordre n , La comparaison des deux membres est impossible. Dans ce cas, il faut chercher une 

solution particulière de la forme x
np exxQy )(  

Exemple : 

c.  , une solution double pour l'équation caractéristique 

si  est une solution pour l'équation caractéristique 02  b  et 02  cb . donc, le 

premier membre de l'équation (21) est de l'ordre de 2n  alors que le seconde membre est de 
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l'ordre n , La comparaison des deux membres est impossible. Dans ce cas, il faut chercher une 

solution particulière de la forme x
np exQxy )(2

. 

Exemple : 

2
ème

 cas xexQxexPxf xx   sin)(cos)()(   

Du même analyse que dans les paragraphes précédents, on trouve deux cas: 

 

a.  i n'est pas une solution de l'équation caractéristique corresponde à l'équation 

homogène. 

On cherche la solution particulière sous la forme, 

xexvxexuy xx
p   sin)(cos)( 

       
(A2.22) 

)()( xvetxu sont des polynôme de l'ordre du polynôme le plus élevé de )()( xQouxP . 

b. i  est une solution de l'équation caractéristique corresponde à l'équation 

homogène. 

On cherche la solution particulière sous la forme,  

 xexvxexuxy xx
p   sin)(cos)( 

      
(A2.23). 

Exemple :  

xyy 2cos4   

La solution de cette équation est la somme de la solution générale de l’équation homogène et 

une solution particulière pg yyy 
 

 
?gy

 

04  yy  
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i204 2.1

2    

Donc  

)2sin()2cos( 21 xAxAxg 
 

 
?py

 

Le deuxième membre est de la forme 

)2sin()()2cos()(2cos .0

0

.0

0 xexQxexpx xx   















2,0

0)(

1)(

0

0



xQ

xp

 

22   i
 

Donc, la solution particulière sera de la forme, 

))2sin()2cos(( 21 xCxCxy p 
 

Par dérivation et remplacement dans l’équation différentielle on trouve  

0
4

1
21  CetC

 

La solution particulière : 

)2cos(
4

1
1 xxy p   

A la fin, la solution est donnée par : 

)2cos(
4

1
)2sin()2cos( 21 xxxAxAy 

 

On peut trouver A1 et A2 à partir des conditions initiales. 
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