Annexe 1 Formalisme de Lagrange.

Annexe 1

Formalisme de Lagrange

1. Démonstration de I’équation de Lagrange

Considérons un systéme constitu¢ de N points matériels (N masses). Si 1’on suppose que
chaque point a n coordonnées généralisee (q,), les vecteurs positions peuvent étre s’écrire

comme,

h =00 9,1

b 1}

i = (0 4y, t) (AL.1)

r,=ry(9..9,t)
> Le déplacement de I’éniéme vecteur position dr; est donné par :

", oF, or
df = L&, + -dt (AL2)
jZ:;‘@qj Lot

> et le déplacement virtuel est donné par,
& =% qq,. (AL3)

De la relation 2 on peut tirer la formule de la vitesse qui sera donner par,

_dh_ g
'odt 4Hogp dt ot dt
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naﬁ

i q
=aoq;

]

<

+
2|

(Al.4)
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Maintenant, si je prends la dérivé du vecteur position (de la relation Al.2) par apport a la

coordonnée (;j’obtiens,

oF & or,

— =) — Al5
aq; G=20q; (ALS)

Et si je prends la dérivé du vecteur vitesse (de la relation Al.4) par apport a la vitesse

généralisée ;] obtiens,

N _ o Oh (AL6)

oq; =, |
Des relations 5 et 6 on peut écrire,

aq; 0q; '

» On peut écrire aussi,

— 2=
dfon - or , OU T est donné par la relation (Al.1).
dt| oq; aq;ot

Donc,

I N oF 2r N AF Oq. 2r
ﬁ: ﬂ+ar,dtzzar, qj+8r,dt
6qj i-1 aqj &aqj' i—1 6qj aqj ataqj

dfan) [ on & o
dtl oq, = 09;0q; dt otaq,

d| or LA A o°T o [&o°f . 0%
qtlaa. 1= > q; + = DG+
d; iz 04;00; otoq; aq; | 7= oq; ot
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On constate que le terme entre la parenthése est la vitesse V, ( A1.4) on peut écrire,

afon |_ o (ALS)
dt{ oq; ) oq;

» Partons du principe de d’Alembert

n 7 N N \/
Z(ﬁ_mi%jﬁizo - Zﬁ&izzmiﬂgﬁ (AL9)
dt = R

i=1
Ici la force F est la résultante de toutes les forces agissantes sur le systeme.

Remplagons par of; ( A1.3), on obtient

f Nr‘dv&r

N n
;Z =2 m—t it 8qj q; (A1.10)

1= j=1 j i=1l j=1

On peut écrire le premier terme par :
n —
Z F— Q dqj )

Ou QJ- est la force généralisé conjugué de la coordonnée généralisée q;-

= OF,
Q=F—
oq;
Alors la relation 10 peut étre reformulé par :
n
> m, Ollﬂd =Q;dq; (A1.11)
o dt o,

» On cherche a quoi égal le premier terme dans (A1.11).

Nous avons,

S. Aoulmit 75



Annexe 1

Formalisme de Lagrange.

n dv. or; n
> m, = 'dqj:Zm

Si on prend,

nd
—m
Sl

' dt? g

dr; or; 4
i_l_' dq — m
ot aqj] J Jzi(

dzﬁﬁJ

j

Et par suite on obtient,
n 28 Ar n

> m S g = m
j=1 dt ﬁqj j:]_dt
Alors,

n
>Im

=

dv; oF, o d
—1L -t dg. =) —|'m
L dt aqj} i jzidt[

—

dqj +Zn:(m

dr [ or
i—| =~ ||dd
dt[aqu
arf o),
dt { aq;

a4 -2

@’ an g,
"dt? o,

dr; d or;
—+— 1 Idg. (Al.12
' dt dtaqj} i A2

=

dr; d | or
i =L dg,
dt dt| oq;
dr, d [ oF;
i— | = | (da; -
dt dt| oq;

j—%[m

n
m
=1

r
De la relation (Al1.7), on remplace (a—'J dans le premier terme du deuxiéme membre de la

j

. _ d| or
relation précédente et de la relation (8) on remplaced— —L .

En fin,

t\ oq

j

n dv. or. " d oV, n oV,
m——-dq; =) —| mV;| — | |[dq; — mV,| —-1ldg; (Al1.13)
Jzi( at aqj] | Jzidt( (&hn J JZ;[ (8‘11]] J

On peut écrire,
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Et

m,v, N “Imv2=T (AL.15)
aq; 2

L’énergie cinétique totale du systéme sera donnée par :
1 2
T= ZE m.v, (A1.16)

Par remplacement des relations (13), (14) et (15) dans (12) on trouve,

n dv, or, Ld|| oT L oT
m——-1dq; =) —|| —|dg; — — | |dg; (A1.17)
JZ;( dt aqj} J jzidt[[aan J ;([aqjﬂ J

Remplagons le premier membre de 1’équation par la force généralisée donnée par (Al.11), et

donc le principe de d’Alembert peut étre s’écrire sous la forme suivante.

L d|oT oT
el @& o

Ou,

ndfoT oT
,Z;{E [EJ B [aj:l =Q; (A1.18)

L’équation (A1.18) est connue comme 1I’équation de Lagrange.
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Les coordonnées généralisées doivent étre indépendantes et par suite on peut récrire cette

relation pour chagque coordonnée par,

d{ oT or
sl o

2. Cas particuliers

2.1 Toutes les forces généralisées sont dérivées de potentiel

Si I’on considére que toutes les forces dérivent d’un potentiel, on peut écrire

Q=- (A1.20)

Ou

On remplace (20) dans (19),

df oT oT ouU
—| — || =— [+ —=0
dt{ oq; aq; ) oq;

g[aT]_[a(T—u)]zo
dt{ oq; aq;

Puisque 1’énergie potentille ne dépend pas des vitesses ( i (elle est fonction des i ), ¢a veut

On peut écrire aussi,

oU
dire que —— =0. on peut ajouter ce terme au premier terme de (20)
4;

d(o-u) _8(T—U):0 (AL21)
dt{ aq; aq

La quantitt L=T —U est connue sous le nom de I’équation d’Euler-Lagrange ou le

lagrangien du systeme. Alors la premiére équation de Lagrange
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d| oL oL 0

— = -— Al1.22
dt{ oq; ) 0q; ( )

2.2 Les forces généralisées sont des forces dérivées du potentiel plus des forces
frottements.

Généralement, dans ce cours on s’intéresse seulement a des forces des frottements visqueuses

de la forme 1? = —CV . c est le coefficient de frottement et V la vitesse.

Dans ce cas I’équation de Lagrange sera écrite comme,

dyo _izpq_ (A1.23)
dt{ aq; ) aq; J
- or TR S
qu =f Test la force genéralisee conjuguee de q;, alors
j

Fo__coror __ororo or or 9

I dtag;  dt ag; aq; oq; oq; dt

2 2

or . or

F, =—¢— | q,=-cfg;, ou p=|—
q; (aqjj J J LanJ

L’équation de Lagrange peut étre s’écrire sous la forme,
d| oL oL .
_[_ j__:_cﬂqj (A1.24)
dt{ oq; ) aq;

L’équation (Al.24) est connue comme la deuxiéme équation de Lagrange. Cette

équation peut étre écrite sous une autre forme.
2.3 fonction de dissipation

Lors du frottement dans I’intervalle de temps dt, il y a une quantité de 1’énergie dégagée au

milieu exterieur sous forme de chaleur donnée par,
& =cv?dt (A1.25)

La puissance de dissipation P est définie par :
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SO
dt
La puissance de dissipation P peut étre écrite par :
ar\? (o )
r r ) )
P=c — | =¢|l — “=chq. Al.26
T oo o

La fonction de dissipation est définie comme la moitié de la puissance de dissipation. Donc,

2
P (dr o) ., 1 .,
D=—=c¢| — | =¢ — ==c
2 (dt) {aq.]q 2ﬂq

J

On peut écrire le deuxieme membre de la deuxiéme équation de Lagrange (Al.24) par :

Y —— (AL.27)
oq;
En fin la deuxieme équation de Lagrange peut s’écrire par la forme :
d| oL oL oD
—|— |- +—=0 (A1.28)
dt{aqg; ] aq; oq;

2.1 Les forces généralisées sont des forces dérivées du potentiel plus des forces
frottements plus des forces dépendent du temps.

Dans ce cas il reste dans le deuxiéeme membre la force extérieure conjuguée de la coordonnée

généralisée q;.-La troisiéme équation de Lagrange donnée par :

d| oL oL oD ox
| =1- +—=F; (A1.29)
dt{oq; ) 6q; oq; I

NB: dans le cas dun systtme de n degrés de liberté on trouve n eéquations de

Lagrange peuvent étre s’écrire par :
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d(oL) oL oD
— -—+—=F
dtioq, ) oq, g, &

d(oL) oL oD .
— — + =F,
dt(5QiJ o, 0q; i

_ex
_Fq

dfoL) oL o
\dt aqn aC]l 8qn

(A1.30)
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Annexe 2

Equations differentielles linéaires du deuxieme ordre

avec des coefficients constantes

1. Définition

On dit qu'une équation différentielle est linéaire d'ordre n, si elle est du premier ordre de la

fonction y et ses derivations. Elle écrit sous la forme,

n-1]

y g, 0y g, 0y = £ (%) (A2.1)

y[”]: I'éniéme dérivé de y par rapport a X.
d; (X) : Fonction de la variable x (dites coefficients variables).

f (x) : Fonction de la variable X (dite deuxiéme membre).

2. Equation différentielle homogene du deuxieme ordre avec coefficients constantes

e Sin=2 I'équation différentielle est du deuxieme ordre, elle s'‘écrit sous la forme,

y'+9:(X)y' +92(x)y = f(x) (A2.2)

e Si f(x)=0 I'équation différentielle est dite homogéne, donc I'équation différentielle

homogéne du deuxieme ordre s'écrit sous la forme,
Y+ 91 ()Y +9,(x)y=0 (A2.3)

e Si g;(X)=b et g,(x)=c, l'équation différentielle est dite avec coefficients

constantes, donc I'équation différentielle homogéne du deuxiéme ordre avec

coefficients constantes s'écrit sous la forme,

y'+by' +cy=0 (A2.4)
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Theéoréme 1 : si vy, et y,sont deux solutions particuliéres de I'équation (A2.4),

y, + Y, est aussi une solution. Nous avons,
y1 +by; +cy; =0
Y2 +by; +cy, =0
(Y1 +Y2)"+b(Y; + Y2)1 +¢(¥1 +Y,) =0
(7 +by; +cy;)+(y; +by; +cy,)=0+0=0

Donc, Y1 T Y2est une solution pour I'équation (A2.4°).

Definition : on dit que les solutions vy, et y,sont linéairement indépendantes si

e

Yo

dans le cas contraire, les deux solutions sont linéairement dépendantes.

Exemple :

y'-y'=0 (A2.5)

On peut proposer Yy, =e*,y,=e, y;=3e“comme des solutions particuliéres pour

I'équation (5). 1l est claire que,

o J2_g,¢ , on dit que vy, et y, sont linéairement indépendantes.
Y1
Ys _3-¢ , on dit que y, et y, sont linéairement dependantes.
Y1

Théoreme 2 : si les solutions particulieres y; et y, sont linéairement independantes, la

solution générale de I'équation (4) est:
y=0CY1 +CY; (A2.6)

c, et c,, sont des constantes peuvent étre trouver des conditions initiales.
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2. 1. Solution de I'equation différentielle homogéne du deuxieme ordre avec coefficients

constantes

On cherche une solution de la forme y =e™.
Nous avons y’' = Ae™ et y” = %™, par remplacement dans I'équation (A2.4) on trouve,

eﬂx(/12+b/’t+c):0 =S (2,2+b2+c)=0. Donc la solution proposée y=e™est une
solution de I'équation (4) seulement si Aest une solution de I'équation caractéristique

2 +bl+c=0.

les solutions de I'équation caracteéristique sont :

b b?
=——+.,—-cC
& 2 4
2
A i
2 4

On distingue trois cas : A, et A, sont racines réelles, 4, et 1, sont des racines imaginaires et

A, = A, racine réelle double.

1" cas A, et A, racines réelles A >0

_ X
) y, =¢ ~ ) .
- — = * )
Si on met ! . Y2 e « const, les deux solutions sont linéairement
y, =e” Y1

indépendantes.

Selon la théoréme 2, la solution générale est de la forme y =c,y, +c¢,y,. Donc,

y = ce™ +c e (A2.7)

Exemple :

b
y'+y' -2y=0, {c 5 L'équation caractéristique correspond est: > +1—-2=0.
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a=1
A=Db*-4ac, b=2 = A=9, deuxsolutionsreelles, 4, =1 et A,-2.
c=2

La solution générale de cette équation est

y =ce* +c,e (A2.8)

c, et c, seront déterminées des conditions initiales.

2°™ cas A, et A,racines imaginaires A <0

— e(a'H:B) et y2 — e(a_lﬂ)

Les deux solutions particuliéres sont Y1 . Les solutions sont des

fonctions complexes pour des variables réelles.

Si une fonction complexe d'une variable réelle Y =U(X) +1V(X)  est une solution de I'équation

(4), par dérivation et remplacement on trouve,

(u(x) + iv(x))” +b(u(x) + iv(x))r +o(u(x) +iv(x))=0 (A2.9)
(U"(x) +bu'(x) + cu(x)) +i(v"(x) +bv'(x) + cv(x)) =0 (A2.10)

u"(x) +bu’'(x) +cu(x) =0
{V"(X) +bVv'(x) +cv(x) =0 (A2.11)

On conclut que UY(X) €t V(X)  sont des solutions pour I'équation (4).

Notres deux solutions particulieres sont :

y, =e@h) y; = €™ cos X + ie™ sin fx
= (A2.12)

y, = el y, = €™ cos Ax —ie” sin fx
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; * _ O!X * _ ax -
Comme nous avons conclu plus haut, les fonctions Y1 =€ C0s B et y, =e™ sin X sont

*

des solutions particuliéres de I'équation (4). En plus §—§ # CONS (linéairement indépendantes),
ainsi, la solution générale de I'équation (4) peut étre donnée par ;
y =e™(c; cos Bx+c, sin ) (A2.13)
c, et c, seront déterminées des conditions initiales.
Exemple :

" ’ _ y= 0
Trouver la solution générale de I'équation ¥ +2Y'+9Y =0 jorsque a X = O{y, 1

Solution :

L'éguation caractéristique correspond a cette équation différentielle est donnée par :

A2 +21-2=0
=-1+2i
A=-16=(4i)° = JA=Hi = {j} g Ta=-letfp=2
2 =—1—4l

Ainsi, la solution générale sera :

y =e*(c, cos 2x + ¢, sin 2x)

Des conditions initiales ;

e y(0)=0 = e%c,cos0+¢,sin0)=0 = ¢, =0.Donc la solution est récrite sous

la forme ;

y =C,e *sin2x

. V(0)=1 = 2e%,cos0-e%,sin0=0 = CZ:%'
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En fin la solution générale de I'équation proposée est ;
1 .
=—e " sin2x
y 2 ,

3*™ cas 4, = 4, racine réelle double A=0

—_— - - - = ﬂx -
Dans ce cas 4 =2, donc, Nous avons une seule solution particuliere Y1 =€ par suite nous

devons chercher une autre solution particuliére Y2 linéairement indépendante avec Y1 pour

trouver la solution générale sous la forme ¥ = G1¥1 +C2Y2,

On cherche la deuxiéme solution particuliere de la forme Y2 = u(x)e™ .

Par dérivation et remplacement dans I'équation (4), on trouve,
e (u”(x) +22U'(X) + /’tzu(x))+ be™ (u’(x) + /lzu(x))+ cu(x)e™ =0 (A2.14)
u"(x)+ (24 +b)u'(x) + (£ +bA +c)u(x) =0 (A215)

(24 +Db) =0, parseque A est racine double.

Nous avons {@2 +bA +c) =0, parseque A est racine.

On déduitque V') =0 = U(x)=a = u(x)=ax+a

On peut prendre & =1 et a,=0,ainsi, u(x) = x et par suit, y, = xe’™*

Yo _
Comme nous avonsy_1 =X # cont , donc, Y1 €t Y2 sont linéairement indépendante. La solution

générale sera donnée par :

y =ce™ +c,xe™ (A2.16)

y = (¢, +cx)e™ (A2.17)
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2. 1. Solution de I'équation différentielle non homogene du deuxieme ordre avec

coefficients constantes

L'équation différentielle non homogene du deuxiéme ordre avec coefficients constantes est

donnée par,

y"+by"+cy = f(x) (A2.18)
La solution générale de cette équation est la somme de :
- la solution générale y, de I'équation homogene (ie: f(x) =0).

- une solution particuliere y, pour I'équation non homogene.

Y=Y+, (A2.19)

Pour déterminer y, il faut seulement retourner aux paragraphes précédents. Il nous reste

comment proposer une solution particulierey,. Pour ce fait on s'intéresse a deux cas
particuliers, lorsque le deuxiéme membre de I'équation non homogéne s'écrit sou la forme

f(x) =P,e™ ou,
f(x) =P, (x)e™ cos Sx +Q,, (x)e™ cos /X,

ou P, (x) et Q, (x) sont des polynome d'ordre Ngt m .

1 cas f(x)=Pe*
L'équation s'écrit par :

y"+by’ +cy = Pe” (A2.20)
On trouve trois cas particulier :

a. a, n'est pas une solution pour ['égquation caractéristique, 2,2+bi+c=0,

correspondente a I'équation différentielle homogene (i.e o = 4, # 4,),
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On cherche une solution particuliére de la forme,
Yo = Q, (x)e”

Qn(x) = Ay + Ax+ ..A,x" est un polyndme de méme ordre que P,(x).
Par dérivation et remplacement dans I'équation (20), on trouve,
" (X) + (2 +b)Q) (X) + (& +ba +)Q, (X) = P, (X) (A2.21)
Comparant les deux membres, on trouve les coefficients Ay, A,,...
Exemple :
y'+4y" +3y =X
On peut écrire I'équation sous la forme
y" +4y' +3y = xe® = P(x)e™, dans ce cas & =0et P(x) = X.

La solution de cette équation est la somme de la solution de I'équation homogéne et la

solution particuliéere.
1- solution général de I'¢équation homogene y"+4y’'+3y =0:
L'équation caractéristique correspondante est A* + 41 +3=0donc, 4, =—1,et 1, =-3
La solution générale de I'équation homogene est :
Yy =Ce ¥ +ce™
2- solution particuliére de I'équation non homogene y" + 4y’ +3y =X

P(x) = x (premier ordre)

Le deuxieme membre est de la forme P(x)e®™ =
a=0, (a4 #4,)
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Par  suite la  solution  particuliére ypcherchée est de la  forme,
Y, =Q(¥)e” =Q,(x) = A, + AX, (Q(x)est du premier ordre puisque P(x)est du premier

ordre). Alors,
Y, =Q()e™ = (A + AX)e™ =y, =A +AX

Par dérivation et remplacement dans 1’équation y" + 4y’ + 3y = X.

On trouve A, :%et Alzg,

A la fin la solution de I'équation non homogene est :

Y=Yq+Yp

4 1
= +ce ¥ Lx+=
y=0q 2 9 3

c, et ¢, peuvent étre trouver des conditions initiaux.

b. a, une solution simple pour I'équation caractéristique

. . , . L e . 2 3
si Zest une solution pour I'équation caractéristiqueA” +24—2=0  correspondent a
I'équation différentielle homogene (i.e a =4, ou a2 =4,), (a® +ba+c) =0, et par suite, le

premier membre de I'équation (21) est de l'ordre de n—1 alors que le seconde membre est de

I'ordre n, La comparaison des deux membres est impossible. Dans ce cas, il faut chercher une

solution particuliere de la forme y, = xQ, (x)e*

Exemple :

c. a, une solution double pour I'équation caractéristique

: _ _ L _ 2
Si & est une solution pour I'équation caractéristique 24 +b=0 gt A~ +bA+c=0 donc, le

premier membre de I'équation (21) est de I'ordre de n—2 alors que le seconde membre est de
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I'ordre n, La comparaison des deux membres est impossible. Dans ce cas, il faut chercher une

solution particuliere de la forme y, = x2Q, (x)e™

Exemple :
2™ cas f(X) = P(x)e™ cos Ax + Q(x)e™ sin /X

Du méme analyse que dans les paragraphes précédents, on trouve deux cas:

a. a+ifn'est pas une solution de I'équation caractéristique corresponde a I'équation

homogeéne.

On cherche la solution particuliére sous la forme,
Y, =U(x)e” cos fx +V(x)e” sin fx (A2.22)
u(x) et v(x) sont des polynéme de I'ordre du polynéme le plus élevé de P(x) ou Q(X).

b. «a+ fiest une solution de I'équation caractéristique corresponde a I'équation

homogeéne.

On cherche la solution particuliére sous la forme,

Yp = x(u(x)e"‘X cos Ax+v(x)e™ sin ,b’x) (A2.23).
Exemple :
y"+4y =Cc0s2X

La solution de cette équation est la somme de la solution générale de 1’équation homogéne et

une solution particuliere y =y, +Y,
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AP +4=0 = A,=7F2
Donc

X, = A €0s(2X) + A, sin(2x)

Le deuxieme membre est de la forme

Cos 2x = p, (x)e>* cos(2x) +Q, (x)e** sin(2x)

po(X):]-
Qo(x):0
a=0 f=2
a+2i=21,

Donc, la solution particuliére sera de la forme,
Yy, = X(C, cos(2x) + C, sin(2x))
Par dérivation et remplacement dans 1’équation différentielle on trouve
1
C, = 2 et C,=0

La solution particuliere :

1

Y, ==X C0s(2X)

4

A la fin, la solution est donnée par :

y = A cos(2x) + A, sin(2x) + % X €0S(2X)

On peut trouver A; et A, a partir des conditions initiales.
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