Chapitre 4 Vibrations des systémes a deux degrés de liberté.

Chapitre 4

Vibrations des systemes a deux degres de liberte.

4. 1 Introduction

Tout systeme nécessite deux coordonnées indépendantes pour I'étudier, s’appelle
systeme & deux degré de liberté. Ce type de systéme a deux battements naturels W3, W, .

Lorsque le systéme vibre avec I’un de ses battements naturels, on dit que le systéme vibre
avec I'un de ses propres modes. Autrement dit, le systtme a deux propre modes de

vibrations.

4.2 Vibrations libres des systéemes non amortis a deux degrés de liberté.

On prend comme exemple le systéme de deux pendules identiques, de méme longueur
et de méme masse. Les deux pendules sont reliés avec un ressort de raideur k a une distance a

de ’extrémité fixe (fig 4.1).

Figure 4.1 : Systéme a deux degrés de liberté, pendule couplé

4.2.1 Equations du mouvement

On utilise la méthode de Lagrange, pour un systéeme libre non amorti.
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afa) o, “n
dt\ oq; ) oq;

e |L=T-U

o o X
e = {91 , les deux coordonnées indépendantes du systeme.
2

» L’énergie cinétique du systéme est la somme de 1’énergie cinétique des deux

masses m, et m,

T :%mllféf +%m2|§9; 4.2)

T m = , C .
Pour simplifier I’étude on met{ , ’énergie cinétique est écrite comme ;

T :%m|2912+%m|2922 (4.3)

» L’énergie potentielle du systéme est la somme des énergies potentielle des deux

masses m, et m, et I’énergie potentielle du ressort.

U= 1 ka’ (sin 6, —sin 6?2)2 +mgl(1—-cos 6;) + mgl(1—cos b,)

2
sinéd~6
0 petit = 2, Donc,
cosé zl—g—
2
2 2
U :lkaz(é?l—é?z)2 +mg|6)—1+mgI6?—2 (4.4)
2 2 2
Le Lagrangien du systeme est donné par :
L= Lmizez + mizez ~ Lea? (0, - 0,7 —mgl % —mg1 %2 (4.5)
2 2 R o h T 2 2 '

L’équation de Lagrange (4. 1) donne,

S. Aoulmit 61



Chapitre 4 Vibrations des systémes a deux degrés de liberté.

dfo)_a _,
dt\ 06, ) 06
dfo)_a
dt\ a6, | 06,

Par dérivation et remplacement, on trouve,

(4.6)

{mlzél +(mgl +ka®)6, —ka%6, =0 4.6)

ml?d, + (mgl +ka?)@, —ka?6, =0

4.2.2 Solution de I’équation et battements propres.

Le mouvement général d'un systéeme a deux degrés de liberté est la superposition de

deux mouvements harmoniques simples.

Donc, on cherche la solution ou les deux pendules oscillent avec des oscillations harmoniques
de méme phase, mais avec des amplitudes différentes. La solution est de la forme,
t) = ©1 cos(w.t +
A1) = Oy cos(wi + ) @
6, (t) = ©, cos(wit + @)

&, (t) = —©,w? cos(wt + @) 48)
by (t) = —@,W? cos(wt + ) |

Par remplacement dans 1’équation (4.6),

(— ml’@,w* + (mgl +ka’)®, —ka’e®, )cos(w.t +9)=0 (4.9)
(—ml2@)2w2 +(mgl +ka*)®, —ka2®1)cos(w.t+go) =0 '
(- mI?@,w? + (mgl + ka?)®, —ka’®, )=0 @.10)
(- mI?e,w? + (mgl + ka®)®, —ka’®, )= 0 '
(-mI?w? +mgl + ka?) —ka? {@1} ~ {0} @11
—ka? (-mI?w? + mgl +ka?) | [©2] L0 '

La matrice des amplitudes ne doit pas s’annuler (car il y’a du mouvement), donc, la premiére

matrice qui doit s’annuler.
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(-ml?w? + mgl + ka?) —ka? :{O} (4.12)
—ka? (—ml*w? +mgl +ka?) | |0

Donc, le déterminant est nul,
(—ml?w? +mgl +ka®)? —k?a* =0 (4.13)

m?l*w* — (2m?13g + 21°mka®)w? + m?1?g? + 2mglka® —k*a* +k?a* =0 (4.14)

2 2 2
w4—(2|9+2kiJ 2 +[g—+2 gka J:o

ml? |2 ml®

Posant
X =W
2 2 2
a=1 b= 29+2kiz, c= 9—2+29ki
I ml I ml
On peut €crire,
_ 1
o
2 |\2 |
] K (4.15)
lE)e]
Wy =——+|| = |—-C
2 |\2 ]
e Battement propres.?
Par remplacement et simplification on trouve,
ka’
W, = \/@ W, = 9, 2— (4.16)
I I ml

Comme nous avons dit auparavant, si le systéme oscille avec I’une de ses battements naturels,

on dit que le systéme oscille avec I’un de ses propres modes. Dans chaque propre mode, les

pendules oscillent avec une oscillation harmonique simple.
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On peut écrire pour chaque pendule deux solutions particuliére correspondants aux deux

battements naturels.

i(t) = O11 cos(Wy.t + )

e Pour le premier pendule : { . .
Ai(t) = ©1 cos(W t + )

05 (t) = O cos(wy.t +¢)

e Pour le deuxieme pendule : { | :
0 (1) = O cos(wp L + )

Nous avons dit plus haut, que le mouvement du systéeme est la superposition des deux
mouvements harmoniques, donc la solution des équations du mouvement est donnée
par (4.17) :

& (t) = ®17 cos(Wy.t + ) + O15 COS(Wo .t + ¢9) (4.17)
02 (t) = OP%) COS(Wl.t + @l) + 09 COS(W2 I+ (02) .

Pour trouver la relation entre ®17,®;5,051 €t ®,, 0n suppose que le systéme oscille avec

’un de ses propre mode w;, puis w, .
° 1iercas W=W, = OO0 =09 = 0.

{91(0 = O cos(wi.t +¢)
0 (t) = ©pq cos(Wy.t + )

Tant que la solution particuliére vérifie 1’équation (4.14). Par dérivation et remplacement, on

trouve,
(-mi? % +mgl + ka?)®y; —ka2@,, =0
ka® (@17 - @) =0
011=02» = Ou 4 (4.18)
027
o 2™cas w=w,= O =0, =0.
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{91(0 = ©15 cos(Wy t + )
0, (t) = O3 cos(Wa t + )

Tant que la solution est particuliére vérifie 1I’équation (4.14), par dérivation et remplacement,

on trouve,

2,42
2g+2ml ka

|2 mi?

(-ml +mgl +ka?)®;, —ka’@,y =0

—ka?(@1p +0x) =0 = O =-0oy
i (4.19)

A la fin, puisque la solution générale est la somme des deux solutions particuliéres, on écrit la

solution générale.

{gl(t) = @77 C0S(Wy.t + @) + Oy COS(Wy.t + @) (4.20)

0,(t) = ©11 cos(Wy.t + @) — O15 COS(Wo.t + ¢5)

Les quatre inconnus ®,,, ®,,, ¢, et ¢, peuvent étre trouvés a partir des conditions initiales.

t= 0{91 = 910 ot 6:’1 = 910
92 = ‘920

©11C0S @ + O COS @y =By (4.21)
©11COS @ — O15 COS Py = O |
— O3y 5in @y —O1Wy SiN @, = b1 (4.22)
— @11W1 sin o+ @12W2 sin Oy = 920
@11 CoOS ¢ = —910 il 920

2 , (4.23)
O COS 9y = @
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Chapitre 4
. 0., + 0
®,sing, = —%
1
. ; (4.24)
. o,,—0
0,,sinp, :—202w 10
2

En fin on peut écrire les quatre inconnues,

1 1
22 212

2 . . 2 . .

O, —| [P0+ 00 | | bro+ b0 O, =|[G0=020 ) | G20—bho
11 — 12 — ’
2 2W1 2 2W2
o =tanl| - b1+ O ¢, =tan™ 010 0
Wy (61 +0y9) W, (650 —61p) .

4.2.3 Cas particuliers

Pour simplifier I’étude on considére que les vitesses initiales sont nulles

De I’équation (4.24), on trouve que,

o =¢0,=0

> 1% cas

6, = 6, cos(w,.t
O = Oy =6y = 1 =0, cos(W, ) (4.25)
0, = 6, cos(w,.t)

Les deux masses oscillent avec le premier battement naturel dans le méme sens. Dans ce cas

la longueur du ressort reste constante.
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> 2°™ cas

6, = 6, cos(w,.t)

(4.26)
6, = -6, cos(w,.t)

‘910 = _920 = 90 j{

Les deux masses oscillent avec le deuxiéme battement naturel dans un sens opposé. Dans ce

cas le milieu du ressort reste émouvant.

> 3°M cas

0, = 9—20 cos(w,.t) + 0—20 cos(w, t)

=6, 0,,=0= (4.27)

0, = 6—20 cos(w,.t) — 9—20 cos(w, t)

Au départ, la premiere masse a une énergie initiale non nulle contrairement a la deuxieme
masse. Au cours du temps, 1’énergie se passe de la premic¢re masse a la deuxiéme jusque
I’énergie de premicere masse s’annule (toute 1’énergie dans la deuxieéme masse), ensuite

I’énergie passe de la deuxieéme masse a la premiere jusque s’annule et vice-versa.
4.3 Vibrations forcées des systemes non amortis a deux degrés de liberté.

On s’intéresse a 1’étude d’un systéme soumis a une force d’excitation extérieure

harmonique simple. L’excitation harmonique peut étre écrite sous la forme f (t) = f,e™

f(@0)= foe™
—

SWWWWWWW-

oMo CC0

Figure 4.2 : Systéme forcé a deux degrés de libertés, deux masses trois ressorts
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4.2.1 Réponse du systéeme

Par I’application de la théorie de Lagrange,

d( oL oL
E(a_%j_a_% 1,0 (4.28)

e L=T-U
e E{ ', les deux coordonnées indépendantes du systéme.
X2

» L’¢énergie cinétique du systéme est la somme de I’énergie cinétique des deux masses
m, et m,

1

1 2
T=—mX +—m,X
2 1M 2 272

(4.29)

» L’énergie potentielle du systeme est la somme des énergies potentielle des trois
ressorts.

1 1 1

(4.30)
Le Lagrangien du systeme est donné par :
1 1 1 1 1

L= Emle +§m2x§ _(E k% +Ek2(x2 —x;)* +Ek2x§] (4.31)
L’équation de Lagrange (4. 1) donne,

dfoL) o ¢

dt{ ox, )] ox

(4.32)

d{oL) oL it

—| = |- = e

dt{ X, | 0OX,

Par dérivation et remplacement on trouve,
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{mlx'1 +(ky + Ky )X —KyX, = foe™

. (4.33)
Pour simplifier 1’étude, on suppose ¢, = ¢, =0, la solution sera sous la forme,
X (t) = Ae™ % (1) =-w? Ae™
. = .
X, (t) = Ae™ X, (1) = —w? Aje™
Par remplacement, on trouve,
(MW’ +ky +k,) A —k, A, = fi (4.34)
—ky A + (=MW +ky +kg) Ay = iy
Les équations précédentes peuvent écrite sous une forme matricielle,
(-mWw? +k +k,) =k, {Ai } _ { fm} (4.35)
—k,  (mWP Ky +kg) LA | Tao

Déterminant

Donc,

{A1:|_ (—mWw? +k; +ky) —k; _1[f10}
Al |-k, MWtk k)| Lol
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{Al } B 1 (-maw? +ky +kg)  ky { f1o }
Aol (-mqw? + (kg + ko) (-moW? + (ko +Ka)) —K3 [ kp  (-mqw? + Ky +kp) |L T20
_ (—m2W2 + k2 + k3) flO + k2 f20
(~=myw? + (kg + ko)) (~maw? + (ky +k3)) k3
4.36
A2 _ k2 f]_o + (—m]_W2 + k]_ + k2) f20 ( )
(~myw? + (kg + ko)) (~maw? + (ky +k3)) — k3
Remarque :

Si les masses oscillent librement (les forces sont nulles), donc le déterminant sera nulle.

“ky  (—mpW? + Ky +k3)

(-mw” +k +kp)  —kp | [0

10
(—myw? + (kg + ko)) (-mow? + (kg +k3)) —k3 =0
On trouve deux battements propres :

1/2

2
w2 = (kg +Ka) +mp(ky +kg) I Mylky +kp)+mp(ky +K3) | (kg +kp)(ky +k3) k3
12 2mmy 2mymy mmo

Dans la plus part des cas, la force d’excitation est toujours appliquée sur une seule masse.
Par exemple, f,p =y, fy =0.

On peut récrire les amplitudes (la réponse des deux masses a la force d’excitation) A et A,,

(_m2w2 +Kko +Kk3) £
= 0
(—mlw2 + (kg + k2))(—m2W2 +(ky +k3)) - k22 (4.37)
Ay = s f
2 2 2 2 0
(=MW + (kg +K2))(=mow + (ko +k3)) — k3
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4.2.2 Facteurs d’amplifications

Danslecasou k; =k, =kg=k, mp=my,=m

(—-mw? + 2K)
- 2 2 5 fo
(—=mw* + 2Kk)(—mw* + 2k) — k
k
Ay = f
(—myW? + 2K)(—mw? + 2K) k2

A- (—mw? + 2k)
(—mw? +k)(k_mW2 +3k) (4.38)
T CmwW k) (CmwA 13K) °
On multiplie le dénominateur et le numérateur par Lz on trouve,
m
2-()?)
A= Wy 2 sz W,2 *
Woy2 W (v
KOG (DD oo
A - 1 St
) =
k(222 - (M- (Yy?)
W, W Wy
W»
A (2_(W1) )
ot Wova _ (Wiaye W2
K =G IE=C) (4.39)
i: 1
BURE - ())-())

Les réponses des masses M; et M, en fonction du w/w1 sont représentees sur la figure 4.3 a et
b respectivement. La force d'excitation est appliquée sur la masse M;.
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- On peut directement remarquer que la réponse des deux masse tends vers l'infinie pour w; et
Wy, le systeme a deux battements naturels ¢a veut dire qu'il y a deux points de résonances. La

masse M raisonne en w; et en w, ainsi que la masse M, raisonne en w; et en ws.

- w<w; : si le battement de la force d'excitation est inférieur au premier battement naturel, la

réponse des deux masses est positive (la réponse et I'excitation sont en phase)

- wi< W <w;: pour les valeurs du battement de la force d'excitation supérieurs a w; la
réponse de la masse M; est négative (excitation et réponse sont déphasage) et se diminue avec
w jusque s'annule pour certain valeur de w et puis s'augment positivement (la réponse devient
en phase avec I’excitation). La réponse de la masse M, est toujours en déphasage avec
I'excitation. Aprés w; la réponse se diminue jusqu'a une valeur donnée puis s'augmente avec

w jusqu'a l'infinie a w, (la résonance a w,).

- w>Ws, : il est claire que la réponse de M est en déphasage tandis que la réponse de M est en
phase avec I’excitation, mais les deux réponses tendent vers zéro pour les plus grandes

valeurs de w (aucune réponse pour les deux masses).

4 4
55! | 55!
5] 5] I
]1 .
) | )
- | - .
/| B
| A 1 | :
Lr.l-lxl /L;‘ml i _J/I I\==_ a
{] ! | _=FT {] ! - —
I/'E 3T 4 1 fla 3 4
ool iy 1|
' Al
- itk
oA
2 2
() (b}

Figure 4.3 : Facteurs d’amplifications non amortie d’un systéme a deux degrés de libertés [2]
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