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Chapitre 111

Les fonctions réelles a une variable réelle

1 Notions de fonction

1.1 Définitions

Définition 1.1 Une fonction d’une variable réelle a valeurs réelles est une application

f:U—R, ouU est une partie de R.

En général, U est un intervalle ou une réunion d’intervalles. On appelle U le domaine de

ition de la fonction f.

Exemple 1.1 La fonction inverse :

Le graphe dune fonction (& gauche), 'exemple du graphe de z — — (& droite).
-
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Chapitre III. Les fonctions réelles & une variable réelle

/ \y X f
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1.2 Opérations sur les fonctions

Soient f: U — Ret g: U —> R deux fonctions définies sur une méme partie U de R. On

peut alors définir les fonctions suivantes :

« la somme de f et g est la fonction f+ ¢ : U — R définie par (f+g)(z) = f(z) + g(z)
pour tout z € U ;

« le produit de f et g est la fonction f x g : U — R définie par (f x g)(z) = f(z) x g(z)
pour tout z € U ;

 la multiplication par un scalaire A € R de f est la fonction A - f : U — R définie par

(A f){z) =X f(z) pour tout z € U.

1.3 Fonctions majorées, minorées, bornées

Définition 1.2 Soient f : U — R ef g : U — R deuzx fonctions. Alors:
e f2gsiVeelU [flz)=g();

e f>0si VzeU f(z)>0;

f>0s VzeU f(,r)>0;r

[ est dite constante surU si 3a € R VzxeU f(z)=a ;

®

f est dite nulle sur U si Ve e U f(z)=0.
Définition 1.3 Soit f : U — R une fonction. On dit que :
e [ est majorée surU si IM €e R Vz e U f(z) < M ;
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IT1.1 Notions de fonction

e f est minorée surU si ImeR Yz e U f(z)>m ;

e f est bornée sur U si f est d la fois majorée et minorée sur U, c’est-a-dire si IM €
RVzeU |f(x)] <M.

Voici le graphe d'une fonction bornée (minorée par m et majorée par M).

¥

1.4 Fonctions croissantes, décroissantes

Définition 1.4 Soit f : U — R une fonction. On dit que :

®

[ est croissante sur U siVa,be U a<b = f(a) < f(b)

®

[ est strictement croissante sur U si Va,beU a<b => f(a) < f(b)

[ est décroissante sur U si Ya,be U a<b = f(a) > f(b)

[ est strictement décroissante sur U si Ya,beU a<b = f(a) > f(b)

f est monotone (resp. strictement monotone) sur U si f est croissante ou décroissante

(resp. strictement croissante ou strictement décroissante) sur U.

Voici le graphe d’une fonction strictement croissante
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Chapitre III. Les fonctions réelles & une variable réelle

. . . [07 +OO[A‘> R . .
Exemple 1.2 o La fonction racine carrée est strictement croissante.
T /T
e Les fonctions exponentielle exp : R — R et logarithme In :|0, +oo[— R sont stricte-

ment croissantes.

: R—R o L
e La fonction valeur absolue n’est ni croissante, ni décroissante.
[0, +00[—R , .
Par contre, la fonction est strictement croissante.

1.5 Parité et périodicité

Définition 1.5 Soit I un intervalle de R symétrique par rapport ¢ 0 (c’est-a-dire de la
forme | —a,a] ou [—a,a] ouR). Soit f: I — R une fonction définie sur cet intervalle. On

dit que :
o festpaire si Yr el f(—z)= f(z),
o f est impaire si Ve € I f(—x)= —f(z).
Interprétation graphique :

s [ est paire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport a 'axe des ordon-

nées (figure de gauche).

» f est impaire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport a lorigine (figure

de droite).

AN g

Exemple 1.3 e La fonction cos : R — R est paire. La fonction sin : R — R est

impaire.
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I11.2 Limites

Définition 1.6 Soit f : R — R une fonction et T un nombre réel, T > 0. La fonction f
est dite périodique de période T si Yz € R f(z +T) = f(z).

Exemple 1.4 Les fonctions sinus et cosinus sont 2w-périodigues. La fonction tangente est
m-périodigue.
2 Limites

2.1 Limite en un point

Soit f : I —3 R une fonction définie sur un intervalle I de R. Soit zo € R un point de [ ou

une extrémité de 1.

Définition 2.1 Soit £ € R. On dit que [ o pour limite { en xg 81

Ve>0 35>0 Voeel |r—zo)<d = |f(x)—{]<e

On dit aussi que f(x) tend vers [ lorsque z tend vers zo. On note alors lim f(z) = £ ou
) r—>T0

bien iérm f=4£

Remarque 2.1 e L’inégalité |x — xo| < § équivaut ¢ x €]xg — 6,z + 4.
o Linégalité | f(z) — {| < € équivaut a f(x) €}l — e, L+ €]

Soit f une fonction définie sur un ensemble de la forme Ja, z[U]xg, b] .

25



Chapitre III. Les fonctions réelles & une variable réelle

Définition 2.2 e On dit que [ o pour limite +o0 en xy i
VA>0 36>0 Veel |z—z|]<d = f(z)>A

On note alors :}Lnxl{’ JzE) = +00.

o On dit que [ a pour limite —oo en 2 St
VA>0 A6>0 Vzel |z—z|<d = flz)<—-A

On note alors :L}ikl];:lg Hz) = =,

2.2 Limite en infini
Soit f: I — R une fonction définie sur un intervalle de la forme I =]a, +o00] .

Définition 2.3 e Soit £ € R. On dit que [ a pour limite £ en +o0 si
Ve>0 IB>0 Vzxel z>B = |f(zx)—{|<e¢
On note alors xgrfw flz) =1 ou lJerrolf =3 4
e On dit que [ a pour limite +oc en +oc si
VA>0 3IB>0 Vzel z>B = f(z)>A

On note alors lim f(z) = +o0.
400

On définirait de la méme maniére la limite en —oo pour des fonctions définies sur les

intervalles du type | — oo, al.
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I11.3 Unicité de la limite

y

Exemple 2.1 On a les limites classiques suivantes pour toutn > 1 :

‘ . ) . 400 st n est pair
e lim z"=+400 e lim z"=
T—-+00 oo —00 St 1 est impair

1 1
e lim (——-) =0 et lim (—> =0.
z—+oo \ T g—3—oc \ "

2.2.1 Limite a gauche et a droite
Soit f une fonction définie sur un ensemble de la forme |a, zo[U]xo, b].

Définition 2.4 e On appelle limite a droite en zq de f la limite de la fonction fi] .
T,

en xq et on la note lim f.
e On définit de méme la limite d gauche en xo de f : la limite de la fonction fh { en
Ja,xo

xo et on la note lim f.
To

e On note aussi Q%% f(z) pour la limite d droite et TI%% f(z) pour la limite d gauche.
Dire que f: I — R admet une limite £ € R a droite en zg signifie donc :

Ve>0 36>0 zo<z<zo+0 = |f(z)—¥ <e¢

3 Unicité de la limite

Si une fonction admet une limite, alors cette limite est unique.

Proposition 3.1

Jig @) == Jug, 7o) = Jigg 7o) = ¢

Proposition 3.2
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Chapitre II1. Les fonctions réelles 4 une variable réelle

Exemple 3.1
fR—R
2r+3 si x>0
T
dr+5 st oz <0
On a

%ﬂ_% fg)=3 & E}% f(z) =5 Dans ce cas on dit que f n’admet pas une limite en 0.
> <
Soient deux fonctions f et g. On suppose que xy est un réel, ou que xzg = +oo
Proposition 3.3 57 l}clgﬂf =/eR et 1%119 =/ € R, alors :
. htlgl(\ - f)=X-L pour tout A € R
. 1;%1(f+g) =844

e lim(f xg)=tx{
Ty

1 1
o si/l , alors lim = = —
si £ # 0, alors lr?f 7

1
De plus, si lim f = 400 (ou —o0) alors lam - =0
Zg 0

f

e si h est une fonction bornée et li1mf =0 alors lirm(h -f)y=0.
Zp g

Proposition 3.4 ( Composition de limites )

Silimf=12cet 1i§ng =/, alorslimgo f =/'.
Tg ] g

Proposition 3.5 ¢ Sif<getsilinf=/€R etlimg={ €R, alors ¢ <.
0 Ty
e Si f <getsilimf =400, alors limg = 400.
boot) 0

e Théoréeme des gendarmes

Sif<g<hetsilimf=limh=£¢¢cR, alors g a une limite en x¢ et limg = ¢.
o zg 0
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1I11.4 Continuité en un point

4 Continuité en un point

4.1 Définition

Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction.

Définition 4.1 e On dit que [ est continue en un point kg € I 51

Ve>0 36>0 Vzel |x—m|<d = |f(z)— flz0)| <€

c’est-a-dire

e On dit que f est continue sur

On note C(I:R) ou C°(I;R) I’ensemble des fonctions continues sur I a valeurs dans

R.

I si f est continue en tout point de I.

Définition 4.2 e On dit que f est continue d droite en point xo € I 8t

c’est-a-dire

YVe>0 36>0 Vzel zp<z<zo+d = |f(x)— fz0)| <€

e On dit que [ est continue d gauche en point xg € I st

c’est-a-dire

Ve>0 30>0 Vel zp—8<z<z9 = |f(x)— flwo)] <e¢
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Chapitre III. Les fonctions réelles & une variable réelle

Exemple 4.1
fR—R
2c+1 s z>1
T —> 3 51 z=1
4dx+5 st z<1
On a

lir% flz)=3=f(1) et ]L}i_}m1 f(z) =9 +# f(1) Dans ce cas on dit que f n’admet pas une limite

> <
en 1.

f est continue a droite en 1 mais n’est pas ontinue d gauche en 1.

donc [ n'est pas ontinue en 1

Exemple 4.2 Les fonctions suivantes sont continues :

la fonction racine carrée z — \/x sur [0, +o00],

@

les fonctions sin et cos sur R,

LY

la fonction valeur absolue x — |z| sur R,

la fonction exp sur R,

@

la fonction In sur |0, +o0].

Proposition 4.1 Soient f,g: I — R deux fonctions continues en un point xq € 1. Alors

A - f est continue en zo (pour tout A € TR),

[+ g est continue en xq,

f % g est continue en xg,

1
si f(xg) # 0, alors = est continue en zg.

f

Proposition 4.2 Soient f : I — R et g : J — R deuz fonctions telles que f(I) C J. Si f

est continue en un point xo € I et si g est continue en f(xy), alors go f est continue en xq.
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I11.4 Continuité en un point

4.2 Prolongement par continuité

Définition 4.3 Soit I un intervalle, xo un point de I et f : I\ {zo} — R une fonction.

e On dit que f est prolongeable par contir

Notons alors lim f(z)=1.
T—2>T0

e On définit alors la fonction f : I — R en posant pour tout x € 1

¢ st T = Ig.

Alors f est continue en xg et on Uappelle le prolon

1 )
Exemple 4.3 f(z) = zsin— et ﬁmo flzl =0
_ 4 o2 z—>
Le prolongement f de f définie par

1
" xsin— six #0
flz) = 2

0 stz =0.

4.3 Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme 4.1 Soit f une fonction continue sur intervalle [a, b].

Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) = k.

Voici la version la plus utilisée du théoréme des valeurs intermédiaires.

Théoreme 4.2 Soit f une fonction continue sur intervalle [a, b].

Si f(a) - f(b) <0, alors il existe ¢ €]a,b| tel que f(c) = 0.

ité en xo si f admet une limite finie en xg.

nt par continuité de f en xp.
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Chapitre III. Les fonctions réelles & une variable réelle

5 Fonctions monotones et bijections

5.1 Rappels : injection, surjection, bijection

Définition 5.1 Soit f: F — F une fonction, ou E et F' sont des parties de R.
o f est injective siVx, 2’ € E f(z)= f(2!) = z=2";
o f est surjective siVy € F Jx € E y= f(z) ;

e [ estbijective si f est a la fois injective et surjective, c’est-a-dire si¥y € F 3 unique = €
E y=f(z).

Proposition 5.1 Si f : E — F est une fonction bijective alors il existe une unique applica-
tion g : F — E telle que go f = idg et fog =1idp. La fonction g est la bijection réciproque
de f et se note f1.

5.2 Fonctions monotones et bijections

Lemme 5.1 Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I de R.

Si f est strictement monotone sur I, alors f est injective sur I.

Preuve 5.1 Soient z,x’ € I tels que f(x) = f(z'). Montrons que v = x'.
par la contraposition x # ' = f(x) # f(2/)
Si on avait x < ', alors on aurait nécessairement f(x) < f(z') ou f(x) > f(z'), suivant

que f est strictement croissante, ou strictement décroissante.

Voici un théoreme tres utilisé dans la pratique pour montrer qu'une fonction est bijective.

Théoréme 5.1 (Théoréme de la bijection) Soit f : I — R une fonction définie sur un

intervalle I de R. Si f est continue et strictement monotone sur I, alors
1. f établit une bijection de Uintervalle I dans lintervalle image J = f(I),

2. la fonction réciproque f~1 : J — I est continue et strictement monotone sur J et elle

a le méme sens de variation que f.

3. les graphes des fonctions f et f~! sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice

Y= 1.
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II1.5 Fonctions monotones et bijections

Exemple 5.1

flr{]—oo,()]——>[0,+oo[ :
LI

Iy [0, +o00[— [0, +o0]
L passdy I2 o

On remarque que f(] — 00,0]) = f([0,400]) = [0,400[. D’aprés le théoréme précédent, les
fonctions fi et fo sont des bijections. Déterminons leurs fonctions réciprogues

it [0, 4oo[—] — 00,0] et f5 1 [0, +oo[— [0, +oc[. Soient deuz réels z et y tels que y > 0.
Alors

y=f@zoy=2"

Sr=4/y ou .T=—yF,

c’est-a-dire y admet (au plus) deuz antécédents, l'un dans [0, +oo| et lautre dans | — oo, 0].
Et donc fi'(y) = —/y et f5 Yy) = /U. On vérifie bien que chacune des deuz fonctions fi

et fo a le méme sens de variation que sa réciproque.
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Chapitre III. Les fonctions réelles 4 une variable réelle

6 Dérivée
6.1 Dérivée en un point

Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — R une fonction. Soit x4 € I.

a une limite finie

Définition 6.1 [ est dérivable en zqg st le tauz d’accroissement f@)-f(zo)
§ T—xzg

lorsque = tend vers xg.

La limite s’appelle alors le nombre dérivé de f en xq et est noté f’(:z:'g). Ainsi

fl(370) e Vi f(l?) — f($0>

T—rTQ T == ‘/L‘O

Remarque 6.1 Autre écriture de la dérivée.

; h) — )
o f est dérivable en xy si et seulement si %im f(@o+h) = flo) existe et est finie.

—0 h
Définition 6.2 f est dérivable sur I si f est dérivable en tout point zq € 1.

La fonction z — f'(z) est la fonction dérivée de f, elle se note f' ou &L

% .
Exemple 6.1 La fonction définie par f(x) = z* est dérivable en tout point o € R. En effet

f(z) = f(zo) _ 2*—a2f _ (z —z0)(z + 20)
T — Ig _.’E—‘:ZIO“ r—Iy

= T Ty ~——> QI(}.
T—Tg

On a méme moniré que le nombre dérivé de f en xq est 2zq, autrement dit : f'(z) = 2z.

z) — f(z
Définition 6.3 o [ est dérivable a droite en xg, si lim M = filze)
:L‘—>>§C0 P == xﬂ

f(z) — f(zo)

r — Iy B f;(lﬂ)

e [ est dérivable a gauche en xgy, si gilgcl
i O

o f est dérivable en xg <= f est dérivable d droite et 4 gauche en xg et f'(xo) = fi(zo) =

f ;,(5170)
Proposition 6.1 Soit I un intervalle ouvert, xo € I et soit f : I — R une fonction.
e Si f est dérivable en xg alors [ est continue en xg.
e Si f est dérivable sur I alors f est continue sur I.
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II1.6 Dérivée

Remarque 6.2 La réciproque est fausse : par exemple, la fonction valeur absolue est con-

tinue en 0 mais n’est pas dérivable en 0.

En effet, le tauz d’accroissement de f(x) = |z| en xo = 0 vérifie :

flz) = f(0) |z _J+1 siz>0

z—0 T =1 5?717<O.

Il y a bien une limite a droite ( f3(0) = +1), une limite d gauche (f;(0) = —1) mais elles
ne sont pas égales : il n’y a pas de limite en 0. Ainsi f n’est pas dérivable en x = 0.
Cela se lit aussi sur le dessin, il y a une demi-tangente a droite, une demz’-tangénte a gauche,

mais elles ont des directions différentes.

Proposition 6.2 Soient f,g: I — R deux fonctions dérivables sur I. Alors pour tout x € T

®

(f +9)(z) = fi(z) + g'(x)

(Af)(z) = Af'(z) ou X est un réel fizé

(f x g)/(z) = f'(x)g(z) + f(2)g (x)
(2 @ =59 @i f2)#0)

£ o _ F@e) ~ fa)gE) .
. (;) (z) = o (si g(z) #0)

®

Remarque 6.3 ] est plus facile de mémoriser les égalités de fonctions :

(f+g9)=f+d  (Af)y=xf  (fxg)=Ffg+fg

([)’ _f'9-1d
g 9>
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Chapitre III. Les fonctions réelles a une variable réelle

=fg+1q.
Fizons xo € I. Nous allons réécrire le taux d’accroissement de f(x) x g(x):

Preuve 6.1 Prouvons par exemple (f X g)

f(x)g( $) f@o)g(zo) _ f(x)*f(ﬂ?) oz )+ ) 9(330) F(zo)
ey f (z0)g(z0) + g (Io}f(%ﬁ

I—Tp

6.2 Dérivée de fonctions usuelles

u représente une fonction z — u(z).

5 . o . e
' Fonction Dérivée Fonction | Dérivée
z" nz" ' (neZ) L ol (n€Z)
I
i 1 1 | _
z z? u u?
11 1
Ve 575 Vu 2 va
I i
‘ * | az*?! (a€R)| w | adu*! (e €R)
E* e” g u'e
/
172 - Inwu =
z U
cos T —sinz cos U —u'sinu
sinx cos T sinu u cosu
: i 2 A agh 2 _— f
tanz | 1+4tan*s = o | tanu | u/(1+tan‘u) = o

6.3 Composition

Proposition 6.3 Si [ est dérivable en xq et g est dérivable en f(xg) alors go f est dérivable

en xg de dérivée :

(90 f) (@0) = ¢'(£(x0)) - £'(o)

Preuve 6.2

go f(z) —go f(xo) _ g(f(:z:)) == g(f(xo)) y flz) = f(zo)
T — Ty f(x) & f($g) T — Tg

¢ (F(z0)) x f'(ao).
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I11.6 Dérivée

Exemple 6.2 Calculons la dérivée de In(1+ z%). Nous avons g(z) = In(z) avec ¢'(z) = 2 ;
et f(z) =1+ 2% avec f'(z) = 2x. Alors la dérivée de In(1+ 2?) = go f(x) est

2
1422

(90f) (@) =d(f@) f@) =g (1+2%) 2=

6.4 Dérivées successives

Soit f : I — R une fonction dérivable et soit f’ sa dérivée.
Si la fonction f’: I — R est aussi dérivable on note f” = (f’) la dérivée seconde de f.

Plus généralement on note :

fO=f f=p, A= e« b= (0

Si la dérivée n-itme f™ existe on dit que f est n fois dérivable.

Si f est n fois dérivable sur I et f® est continue sur I on dite que f est classe C™(I,R).

6.5 Théoréme de Rolle

Théoréme 6.1 (Théoréme de Rolle) Soit f : [a,b] — R telle que
e f est continue sur [a,b],
o [ est dérivable sur ]a,b],

e fla) = f(b).

Alors il existe ¢ €]a,b[ tel que f'(c) = 0.

N
A
fa)=fb) ~K——— —i—————}ﬂ-

il existe au moins un point du graphe de f ou la tangente est horizontale.
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Chapitre III. Les fonctions réelles a une variable réelle

6.6 Théoréme des accroissements finis

Théoréme 6.2 (Théoréme des accroissements finis) Soit f : [a,b] — R une fonction
continue sur [a,b] et dérivable sur]a,b|.

Alors il existe ¢ €]a, b[ tel que

[ f(b) — f(a) = f'(c) (b—a)

Preuve 6.3 Posons { = %@—) gt g(z) = f(z) — - (z — a).
Alors g(a) = f(a), g(b) = f(b) — T2 - (b~ 0) = f(a).
Par le théoréme de Rolle, il existe ¢ €]a, b] tel que ¢'(c) = 0.

Or /(@) = f/(a) ~ £. Ce qui donne f'(c) = LG=L2.

6.7 Fonction croissante et dérivée
Corollaire 6.1 Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b].
1. Vz €la,b] f'(z)>0

f est croissante ;

2. Vzx €la,b] f'(z) <0

f est décroissante ;

3. Vz €la,b] fl(x) = f est constante ;

P11l

4. Yz €la,b] f'(z) >0

[ est strictement croissante ;

5. Yz €la,b] f'(z) <0 = f est strictement décroissante.

Remarque 6.4 La réciproque au point (/) (et aussi au (5)) est fausse.
Par ezemple la fonction x — x3 est strictement croissante et pourtant sa dérivée s’annule

en 0.

Corollaire 6.2 (Reégle de I"'Hospital) Soient f,g : I — R deux fonctions dérivables et
soit xg € 1.

On suppose que

+ Jim /(@) = lim g(a) =0,( ou o)

i lim f;(x> ={¢ (€R) alors lim f(a") = /.
TT0 ¢ (;E') ) ’ T—To g(-ff)
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II1.6 Dérivée

In(z2+2-1)

Exemple 6.3 Calculer la limite en 1 de B T On vérifie que :

e flz)= 11’1(:1;2 + & — 1}, il_rnll flz)=0, f/(z) = 22+1

z24z2—17

e g(z) = In(z), hgi 9(z) =0, ¢(z) =1,

fllz)  2z+1 o 22% 4z .
gz) 22+z-—1 T 24z —1 a1
Donc
&) 4
g(z) =

39



Chapitre III. Les fonctions réelles & une variable réelle

Exercice 3.1

1.

l+z—-+/1—-2
1. Démontrer que lin% v V- -
e & 5 o4

ent ; Vi o e i
2. Soient m,n des entiers positifs. Etudier hi% v = 4 ]

1 1
3. Démontrer que 111’% —(V1i+z+22-1)= 5
z—0

Exercice 3.2
Etudier la continuité de f la fonction réelle a valeurs réelles définie par f(z) = (sinz)/z si

z#0et f(0)=1.

Exercice 3.3
Les fonctions suivantes sont-elles prolongeables par continuité sur R 7
1, €+e®

: N ¥ P
a) f(z) =sin .'zrsm(;) i b) flg)= ;h} 5

Exercice 3.4

Déterminer les domaines de définition des fonctions suivantes

@) = [2+3x

Vs5—2z"°

Hz)=v2?—=2z-5; h(z)=n(dz+3)
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II1.6 Dérivée

Exercice 3.5

Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes :

f;(zv):ﬁcos% siz#0 f1(0) =0;

Folz) = sin;rsin% siz0 f2(0) =0;
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Chapitre IV

Vous connaissez déja des fonctions classiques :

s’agit d’ajouter a notre catalogue de nouvelles fonctions :

Fonctions élémentaires

arctan, Argch, Argsh, Argth.

1 Fonctions trigonométriques

1.1 Les fonctions sinus et cosinus

exp, In, cos, sin, tan. Dans ce chapitre il

cosh, sinh, tanh, arccos, arcsin,

Fonction | Domaine de définition | Parité | Période | Continuité | La dérivée
sinx R impaire 27 sur R cosx
cosx R paire 27 sur R —sinz

La relation fondamentale en trigonométrique est :

cos?zx +sin?z=1,Vz€R

Formule d’addition Ya, b€ Ron a :
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sin(a + b) = sinacosb + sinbcosa
sin(a — b) = sinacosb — sinbcosa
cos(a+b) = cosacosb —sinasinb

cos(a — b) = cosacosb+ sinasinb




IV.1 Fonctions trigonométriques

Formule de duplication Vz € Ron a :

sin2x = 2sinxcosx

2

cos2r = cos’z —sin?z = —1+4+2cos’z=1—2sin’z

variations
les fonctions sinus et cosinus sont continues et dérivables sur tout R. Comme elles sont
périodiques, de période 27, on peut restreindre le domaine de 1'étude a I'intervalle de longueur

27, par exemple [—m, 7).

1.2 Les fonctions tangent et cotangente

ite la fonction tan (ou tg ) définie par :

Définition 1.1 % On appelle tar

sinx

r— tany = ,V$€R~J4,071A:{.ﬁ+k7rlf’f6 }

COsS ™

% On appelle cotangente la fonction cot définie par :
COS
2 VzeR-B, ot B={kr |k €Z}.

T—cotly = —
sinx

Pour tout z € R — (AU B), on a l'éalité : cotz =

Dérivées-Variations

tanz’

Les fonctions tangente et cotangente sont continues et dérivable sur leurs domaines se défi-

nition et 'on a :

|

1
VieR-A tan’:c:—?‘@tan’l‘:1+tan2$
cos?

VeeR-B eot’ & = < cot' z = —(1+ cot’ z)

sin? z
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Chapitre IV. Fonctions élémentaires

Les deux fonctions étant périodiques de période 7, on peut donc restreindre le domaine de
I’étude a un intervalle de longueur 7, par exemple }féﬁ, 125[ pour la tangente et |0, [ pour la

cotangente.

+1 >

o

o
C]

il

périade ‘

2 Les fonctions trigonométriques réciproques

2.1 Arccosinus

Considérons la fonction cosinus cos : R — [—1,1], z > cosz.
Pour obtenir une bijection & partir de cette fonction, il faut considérer la restriction de
cosinus a l'intervalle [0, 7]. Sur cet intervalle la fonction cosinus est continue et strictement

décroissante, done la restriction
cos : [0, 7] — [=1,1]
est une bijection. Sa fonction ( bijection ) réciproque est la fonction arccosinus :

3

arccos : [—1,1] — [0, 7]
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IV.2 Les fonctions trigonométriques réciproqgues

i

i
+-
I

I

i

i

oA

On a donc, par définition de la fonction réciproque :

cos (a.rccos(m)) =z Vze[-1,1]

arccos (cos(;r)) =z Vz € [0,7]

Autrement dit :

z € [0, 7] cos(z) =y <= x = arccosy

la dérivée de arccos :

arccos'(r) =

Preuve 2.1 On démarre de ['égalité cos(arccosz) = x que l'on dérive :

eos(arccosz) = x

= — arccos'(z) x sin{arccosz) = 1
-1
= arccos (1) = —————
sin(arccos x)
-1
== arceos (&) = (*)
\/ 1 — cos?(arccos )

-1

V1—2?

== argeos(z) =

Le point crucial () se justifie ainsi : on démarre de Uégalité cos® a+sin® a = 1, en substitu-

ant a = arccosz on obtient cos®(arccos x) + sin?(arccosz) = 1 donc z* + sin®(arccosz) = 1.
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Chapitre TV. Fonctions élémentaires

On en déduit : sin(arccos ) = ++/1 — x? (avec le signe + car arccosz € [0, 7], et donc on a

sin(arccosz) > 0).

2.2 Arcsinus

La restriction

est une bijection.

Sa fonction réciproque est la fonction -

arcsin : [—1,1] — [A%ql +§]

i -
i sin (ar/csin(;tj) =z Vrel[-11]
| arcsin (Sin(x)) =2 W2 &[-5+5]

|Si zel-Z, sin(z) =y <= z = arcsiny
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IV.2 Les fonctions trigonométriques réciproques

2.3 Arctangente

La restriction

est une bijection.

Sa fonction réciproque est la fonction arcte

arctan : R —] — Z,+Z]

S

e AT SRR A A S B R e
o,
.
‘\\1
r;zl&{
R S S S R R S
M\

tan (arctan(z:)) =z VreR
arctan (taxa{at)) =z Yod -3+
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Chapitre IV. Fonctions élémentaires

3 Logarithme et exponentielle

3.1 Logarithme

Proposition 3.1 Il existe une unique fonction, notée In :]0, +o00[— R telle que :
sr s 1
In'(z) = = (pour tout x > 0) et In(1) = 0.
=

De plus cette fonction vérifie (pour tout a,b > 0) :

1. In(a x b) =Ina+1Inb,
2. In(2) = —Ina,
3. In(a™) = nlna, (pour tout n € N)

4. In est une fonction continue, strictement croissante et définit une bijection de )0, +o00[

sur R.

Remarque 3.1 Inx s’appelle le logarithme naturel ou aussi logarithme néperien

3.2 Exponentielle

Définition 3.1 La fonction réciproque de In :]0, +oo[— R s’appelle la fonction erponen-

tielle, notée exp : R —]0, +o0l.

¥ FEEXp R
/
7
i

|
.fl
i it
VoF
I
.
i A
3}! 1
A
L '
I | '
wwwwww H
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IV.4 Fonctions hyperboliques et hyperboliques inverses

Pour z € R on note aussi € pour exp .

Proposition 3.2 La fonction exponenticlle vérifie les propriétés suivantes :

4

4.1

Pour

exp(lnz) = = pour tout x > 0 In(expz) = = pour tout z € R
et

exp(a + b) = exp(a) x exp(b)
exp(nz) = (expz)™

exp : R —]0, +0o0] est une fonction continue, strictement croissante vérifiant lim expzx =
T—>—00

0 et lim exp = +oco.
z—+00

La fonction exponentielle est dérivable et exp’ x = expx, pour tout x € R.

Fonctions hyperboliques et hyperboliques inverses

Cosinus hyperbolique et son inverse

z € R, le cosinus hyperbolique est :

La restriction cosh : [0, +00[— [1, 400 est une bijection.

Sa fonction réciproque est Argch : [1,+oo[— [0, +o00[.( Argument cosinus hyperbolique )
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Chapitre IV. Fonctions élémentaires

4.2 Sinus hyperbolique et son inverse

Pour z € R, le sinus hyperbolique est :

ef—e *F

sinhz =

sinh : R — R est une fonction continue, dérivable, strictement croissante vérifiant lim sinhz =

T——00

—oc et lim sinhz = 400, ¢’est done une bijection.
£—>+-00

la fonction réciproque est Argsh : R — R.( Argument sinus hyperbolique )

Proposition 4.1 e cosh’?z —sinh?z =1

50

cosh’ z = sinh z, sinh’ z = cosh z

Argsh : R — R est strictement croissante et continue.

P , 7 S 1
Argsh est dérivable et Argsh’ x = s

Argshx =In (:r + Va2 + 1)

Preuve 4.1

cosh® z—sinh? z = %[(e$+e*w)2~(e$—e*$)2} = }i[(ezz+2—l—e_2”f)—(ezm~2+e”2“‘)l e 1,

L(coshz) = Lete™ = 2—e —ginhyg.

Car c’est la réciproque de sinh.

Comme la fonction x ~ sinh'z ne s’annule pas sur R alors la fonction Argsh est
dérivable sur R. On calcule la dérivée par dérivation de l'égalité sinh(Argsh z) =z :
1 1 1

Argsh' z = = — = -
cosh(Argsh z) \/sinh®(Argsh z) + 1 2 +1

Notons f(z) =1In (x + Va2 + 1) alors

1+ = 1
fo) = ——EL =

= = = Argsh’ z
r+vVe2+1l V22 +1 g

Comme de plus f(0) = In(1) = 0 et Argsh0 = 0 (car sinh0 = 0), on en déduit que
pour tout x € R, f(x) = Argsh z.



IV.4 Fonctions hyperboliques et hyperboliques inverses

4.3 Tangente hyperbolique et son inverse

Par définition la tangente hyperbolique est :

sinh z
coshz

tanhz =

La fonction tanh : R —] — 1, 1] est une bijection, on note Argth :] — 1, 1[— R sa fonction

réciproque.

ez, 1
&

e o o T

{
ST e e

4.4 Trigonomeétrie hyperbolique

cosh?z —sinh®?z =1

cosh(a + b) = cosha - coshb+ sinha - sinh b

cosh(2a) = cosh® a + sinh® @ = 2 cosh®a — 1 = 1 + 2 sinh®a

sinh(a + b) = sinh a - cosh b + sinh b - cosh a

sinh(2a) = 2 sinha - cosha

tanh a + tanhb
14 tanha - tanhd

tanh(a + b) =
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Chapitre IV. Fonctions élémentaires

cosh’ z = sinh z

sinh’ z = cosh z

. 1
tanh’z = 1 — tanh® z = 5
cosh” x
Argeh' & = — (& > 1)
T4 —1
; 1
Argsh’ x =
2+ 1
Argth’' z = T (Jz] < 1)

Argch z =1n (9: + Va2 — 1) (x >1)
Argshx =n (:c 8/ 27+ 1) (z €R)

1+ .
—l<rx<l1
1—x) ( . )

1
Argth = 3 In (
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IV.4 Fonctions hyperboliques et hyperboliques inverses

Exercice 4.1

Ecrire sous forme d’expression algébrique

sin(arccosz), cos(arcsinz).

Exercice 4.2

Résoudre les équation suivantes :

; . 2 .3
arcsin z = arcsin — + arcsin —, arccosz = 2 arccos T
5 ¢

&

Exercice 4.3

Vérifier

- 7—(’ i 7(
arcsinx + arccosx = 37 arctan r + arctan — = Sgﬂ(I) 5

x

( sgn(x) : Signe de x , positive ou négative )



