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Chapitre III

Les fonctions réelles à une variable réelle

1 Notions de fonction

1.1 Définitions

Définition L.L {Jne .fon',tt'ion d,fune uariable réell,e à ualeurs réelles est une applicati,on

f ,U -+ 1R., ori. U est une partie de§,
En général, U est un interualle ou une réunion d,'inter"uall,es. On appelle U le dornu.itte: tie.

d,éfir,"itio'n, de la foncti,on f .

Exemple l.L La fonction inaerse :

I , 1 - oo, û[U ]0, +oo[ ---+ ]R

1x r--+ ;

Le graphe d'une fonction f , U -+ R est la partie fy de IR.2 définie par

rr:{(r,/("))lreu}.

Le graphe d'une fonction (à gauche), l'exemple du graphe de r + I 1a aroite).
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Chapitre III. Les fonctions réelles à une variable réelle

'il
i\
i\+

=r--.\i

L.2 Opérations sur les fonctions

Soient f ,U ---+ R.etg:U ---+ Rdei:xfonctionsdéfiniessurunemêmepartie [/deR. On

peut alors définir les fonctions suivantes :

. la sornrne de / et g est la fonction f + g, U --+R. définie par ("f + g){x) : f@) + g(x)

pour tout r eU i

" }e procluit de / et g est la fonction f x g, U - -+lR. définie par (/ x gxz) : l@) x g(r)
pour tout r €U ;

. ia multiplication pâi'uil scalaire À e R. de J est la fonction À.f ,LI --+ iR défirrie par

(r' fl(") : À' /(r) Pour tout x €U.

1,3 Fonctions majorées, minorées, bornées

Déflnition 1.2 Soient S , U --+ R. eü g : (I ----+ R d,eu,r fonctions. Alors:

. f >ssi,VreU f{r)>s(n};

. f >AsiYrcU f@)2o;

.f>0sr,VreU f{x}>O;

. f est dite constante surU si 1a € lR Vr €U f (r): s ;

. f est ifli.te nutle sur U si, Vr Ç U "f(r) : 0.

Définition 1.3 Soi,t f ,U ---+ IR. une fonctian. On di,t que:

. f estmajoréesurUsi, 1M €R VzeUf(r)<M;
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III"1 Notions de fonction

t f estn$,**r& surU si )rn €lR. Vr eU f{r)? m;

t f est bomée sur {J si, f est à, ta fois mnjoree et minorée sur U, e'est-à-d,*e si 1M e
lR, Vr e t/ l/(")l t M.

Voici le graphe d'une fouction barnê (minorée p.âf, r& et raajorée par M).

L.4 §bnctions croissantes, décroissantes

Définition L,4 Soit f rU --+ IR zne fonction. On dft que:

t f estcroi,ssarùesur[J siYa,be U alb + f{a} S/(â)

. f est strücter*xnt cyvi,ssoüe sarU si, Ya,be A a 1b + l{a} < /(ô)

. f esl décro{,ssante sur U si Va,b e U a 1b =+ f(o} > /(à)

. f eststrictementdhroi,ssuntesuru si, Ya,be U a<b + /(c)>J(â)

. f est mo*otar,e (resp. strîctern"ent manotone) su,rA si t est cro'ksamte ou d,érroi,ssante

(resp, strictement crrsd,ssante ou strieten'Lsnt d&ro'isstnte) sur {1.

lloici le graphe d'une fonction strictement eroissa,lrte

"* 
L$l
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Chapitre III. Les fonctions réelles à une variable réelle

[[0. +ool---+ m
Exemple 1.2 . La fonct'ion racine carrée \' ' est strictement croissante.

lr r---+ lr
. Les fancti,ons erponentielle exp : lR. --+ R et logarithmeln:]û, +oo[---+ R soni stricte-

tnent croissantes.

[m. -- m. La fonction ualeur absolue I
Ir *-+ lrl

Ilo. **l---, re
Par contre, la fonction l' '

Iz *-+ lrl

n'est n'i cro'issante, ni, décroissante-

e st stri,cternent crois s ante.

1.5 Parité et périodicité

Définition 1.5 Soit I un i.nterualle d"e R symétrique pûr rapport à t {c'est-à-dire de la

forrnel-o,oïouf-a,al ozRJ. Sai.t f : I ---+ lR une fonction défnie sur cetinteru*Ile. On

dit que :

. f est lttt'irc si Yr € I f ?") - l@),

. f est intpaire si, Vr € I f ?"): -f {r).

Interprétation graphique :

. / est paire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport à l'axe des ordon-

nées (figure de gauche).

. f est impaire si et seulement si son graphe est symétrique pü rapport à l'origine (figure

de droite).

Exemple 1.3

impaire.
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III.2 Lirnites

Définition L.6 Sait /: iR -+ lR aze foncti,on etT un nombre réel,T > t. La' fonction f
est üte ysériodittru,e de périod,eT si Yr e lR l(r +T): f (r).

Exemple L.4 Les foncti,o,ns si,rrus et cosinus sont Zr-périodiques. La foncti,on tangente est

n-périodique.

2 Limites

2.L Limite en un point

Scit J : I ---+ lR ture fonction définie sur ur1 intervalle ,I de lR. Soit zs € R. un point de f ou

rrne extrérnité de I.

Définition 2.L Soit d e lR- On d.i.t, que { o, t}{)'ut' l,i'mite {l en :r,ç si

Ve >0 lô>0 Vr<* I l*-rol4S 4 lf@)-ll<,

On üt auss'i que f {:r} tend, zters t lorsryt,e r tend D€.rs rç1.

bi.enlim I - (..

On note alors lim /(r) : {. ou
fi---+îO

Remarque 2.1 . L'inégal{,té lr - rol . ô équi,uaut à r elrn- ô, rs -l-' ô[.

. L'inégal'i.télf (r) - {.1 < e équiuaut à f @) q-l.(-- e,{.+ el

Soit / une fonction rléfinie sur tur ensernble rle la forme ]&. r0[U]r6, Ô[ .
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Chapitre III. Lee fonctions rrâelles à une variable réelle

Définition 2.2 , $n üt Eue ! a potr linzile *us en rs si

V,4>0 lâ>0 Vr€f l*-*ol 4{: ;4 f@)>A

On note Aors ffi.f(r) : +oo.

. On d,f,t qae f a pour lim;i,te -& en,:rs s'i

Vd>0 3ô>0 VrÇI lr-rol4§ a f(æ)<-A

On ruote alors #ffif(r) : -*.

2.2 Lirnite en l'infini

Soit / : f -+ R. une fonction définie flu Ér1 intervalle de la forme / :]o, *co[

Défirrition 2.3 . So'ill'e R. O* di,t que f ü, wur limi,te t en *x, si

Ve >0 18>0 Vr€J x>B ===+ [f(r)-fl <.

tn note olnr* 
n|gg*f {") 

: I oulfif - î".

ç On di,t que f a ytour l,i.mite *oc en *oa st

VA>$ f,>g Vxe I , 7B + J(r)>Â

Om note olors,§f*.f(*) : +oo.

On définirait de la même manière la limit'e eTr -ûô pour.des fonctions dé§nies sur les

intervalles du type ] - *, o[.
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III.3 Unicité de la limite

Exemple 2.L On a les limites classiques suiuantes pour tout n ) L :

[**gnestnair, lim rn - +æ et lim r*: {æ-+*oo 'Ê-+*oo [-oo sz n est impair

. lim fl\:o et tim (a):o.
.c-+lcn \An / r-+-o'- \An,/

2.2.1 Limite à gauche et à droite

Soit / une fonciion définie sur un ensemble de la forme ]a, rs[U]rs. ô[.

Définition 2.4 . On appelle li'mite à draite en 16 d,e f la timite de la lonction .f1

en rs et on la notelim /. 
" " 

ll"o'al

nd

. On d"éfi,ni,t d,e même la lirri,ite à gau,che en rs d,e f : la l;imi,te de la fonction J; . en
lJa,ro I

ra et on la note lim/.
*o

. On nate aussi )ry, f @) pour la limite à, droite et )4, f @) pour la limüe à gauche.

Dire que f : I -+ R. admet une limite / e IR. à droite en rs sigpifie donc :

Ve )0 =ô>0 :I:s{n1rs*f 4 ll@)-tl<,

Unicité de la limite

Proposition 3.1
Si, une fonctian admet une l'imite, alors cette li,mite est uni,que.

lim f(r) : { s lim f(r) : lim f (r\ -- [tr{jrg" \ / rlror t t fr1îgÙ t t

Proposition 3.2
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Chapitre III. Les fonctions réelles à une variable réelle

Exemple 3.1

Ona
liûl/(r) :3 et lirrl/(r) :5 Dans ce «ts on üt que f n'ad,met pas une limi,te en9.
r-+0"' ' x-+O

\1

Soient deux fonctions / et g. On suppose eue rs est un rée1, ou eue rs : toc

Proposition 3.3 Si h#f : I € lR et limg : {' ÇN., alors :

. lim(À ' f) : À' î. pour loaü À € IR.

,lim(/*g):l+l'

.lim(/xg):{.xL'

. si { f0, alorsryf}:'n

De plus, sl lim.f : +oo (ou -u:) alors limj : O

. si, h est une foncti,on bornée eü lim.f :0 al,orslilrl.{h -/) :0.

Propositio n 3.4 ( Compos,ition d,e timites )

$[rrn f :L etlÿT:{1, alors limgo f :l'.

Proposition 3.5 . Si f 1g etsalim f :[.€]R ef 1#r:l'€IR, alors{1{'.

. Si I { g et sf lim f : *æ, alorsly;rg: *oo.

. Théorème des gendarmes

Si f < q < h et siltm"f : limh: {. € IR, alors g aune limil,e enrs etlimg: {.
rou .ro to"

/ : R. ---+ R.

lzr+t sr r)or.+ {

[ar+r sz z<0
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III.4 Continuité en un point

4 Continr.lité en un point

4.L Définition

Soit I un i:rtervalle de IR. et f : I -+ iR une fonction.

Définition 4.1 . On d,i,t qwe f est corûilLzl? erl urL po'int.r:s ç -I si

Ve >û fô>0 Vxe I l*-*olaf a fft")-f("oll<,

c'est-à-dire

, On dit que f est cont'intit sur f si, f est cont'inue en tout point de I -

On note Cif:k) ou{|r}{l;R) l'ensertlsle des foncti,ans contin'ues sur I à ualeurs dans

R.

Définition 4.2 . On d,i.t que .f est, r:anti.'nr.u: t]. d,ro'ifu r'n yxtint -'iù Ç I sd

c'est-à-d,i,re

Ve >0 =d>0 VrÇI ï,s<n (a;6-l-ô + lf@)-/("0)l <,

. On di,t que f est rnn.tirxr,e à gu"uche e-n {sairtt.*; € l sr

)ry"f @: l(ro)

Ve >0 fô>0 Vre I rs-d<:r<:ro =à ff{")-f("o}l<,

c'est-à-dire
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Chapitre III. Les fonctioas réelles à une variable réelle

Ex-emple 4,1

f:IR--+IR

{)n a

Sil(r):3: f{L) et}l4i/(r):g* f{L) Dans ceco,s ond,itqaef n'adm.etwsuneltuxî,te

stL 1.

f est conttnue à droitc en I ma{s n'est pû,8 ontinue à gauch,e en 1.

donc f n'est pas or*i,rw,e m 7

Exeurtrrle 4.2 Les fonctians suiuantes san!, eonfrinues :

. h fonction racine carréæ * r+ rt sur lA,**[,

. les îonctiarffi sin et cos sur R,

,. l;a loneti,on, ual,ear absol,t*e x * lrl s,ur JR,

. ln foncti,on exp strr lR,

. la lancti,an\n sur ]0, +oo[.

Prop**itio n 4,L §aient l,g. , I-+ R. deua fanctions çonti,nues en un pa,i,nt rs e I. Alors

. À. f ed æntinue en, rç {pour toü A € nl,

, I + g est cont{,nw€. e,rî, §s,

. f x g est cor*inu€ €tL fr6,

. s,i, ltua) {,0, alors 1 æ continue en:ro.
T

ProposiÈicn 4.2 Soient f : l -+ lR ef g : J -+ W deu,r fanüions telles qwe /(1) C J. Si f
e*teo.ntinue en%npaint,xsÇI etsôg esteonùirween, f{*ç), alorsgof est eontinue enfro.
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III.4 Continuité en un point

4.2 Prolongement pâr corrtinuité

Définition 4.3 Soit I un i,nterualle, rs un point de I et / , f \ {"0} -+ lR. uze foncti,on.

. On d,i,t que f est ytrrsksngeabk:- 1nr crsnt'itzu;ité. en rs si, f ad,met une limite finie en rs.
Notons olort ,l§*of {*} - l.

. On défi,nit alors la fonction f : I -+ W en posant pour tout * e I

[(*):]/(") 
s'i'rfrs

ll si:r : ro.

Alors f est continue en:xo et on l'appelle le ltrolongemen,t par r:ontinuité d,e f en $s.

Exemple 43 f(r):rsinl el hnr^ f (*):ûI æ---+O" '

Le prolongement ! de f d,é§.ni.e par

rl
î@):lrsi''n- 

sirt'o
[0 sir:A.

4.3 Théorème des valeurs intermédiaires

Théorème 4.L Soi,t f une fonction continue sur interrualle [a,b).

Powrtoutreelk compris entre f (a) et f(b), il eristece fa,bl tel que f {r)--k.

Voici ia version

Théorème 4.2

ia pius utililsée du théorème des valeurs interruédiaires.

Soi.t f une fonction cantinue sur in!,erualle [a,b).

St f {a).f Q) <A, alars i,l eriste cela,bftel que f{c):9.
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Chapitre III. Les fonctions réelles à une variable réelle

5 Fonctions monotones et bijections

5,1 Rappels : injection, surjection, bijection

Définition 5.1 Soit f : E -+ F une fonction, où E et F sont des parti,es d,eR.

. f estinjectire si,Vn,r'Ç.E f(*): f{*') -- n:n' ;

. f estsrtrjer:t,iur:si,Vye F 1r€E y:f{r);

. f estlsijtt:tixes'î,f estàlafaisi,r$ecti,ueetsurjeeti,ue, c'est-à-diresiYy ÇF -uni,quer€

E y:fb).

Proposition 5.1 Si, f : E -+ F est'une fonction bijectiue alors il eriste une unique applint-

ti,ong: -F-+ E tellequegof :i,do et f og:idr. Lafanctiong estlabijer:tiort.récipTaq*:

d,e f et se note f -1 .

5.2 Fonctions monotones et bijections

Lemme 5.1 Soit, f : I -+ IR ane fanction défi,nie sur un i,nterualle 1 de lR.

Si, f est stri,ctement manetone sur I, alors f est i,njectiue sur I .

Preuve 5.L Soi,entxt,n'e I tels que f (r): l@'). Montrons Çu,e r:*t.
par la contrapasi,ti,on r f vt ==1 f @) * f ("')
Sionazsaitr<r',ulorsonauraitnécessairementf(r)<fV)auf(r)>f(x'),suiuant
que f est strictentent croisiante, ou sdrictement d,écraissarute.

Yoici ur ttréorèrue très utilisé ilaris la pratique pour montrer qn'ule fonr;tion est bijective.

Théorème 5.1 (Théorème de [a trijection) Soi,t f : I -> trR une fonction défi,ni,e sur un

i,rr,terualle 1 de lR. Si f est continue et strictement rnonotone sur I, alors

1. f étabti,t une biject;i,on de l'interualle I dans l"interualle i,mage J : f $),

2. la fonction réciproque f-1 : J -+ I est continue et stri.ctement monotone sur J et ell,e

a le même sens d,e uariatian que f .

3. les graphes des fonctions f d f -' sont symétriques pa,r rapport à l* première bissectri,ce

?l: fr.
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III.5 Fonctions monotones et bijections

Exemple 5.1

, {l-oo,0] ---+[0,+oo[

'''1 r,---+-c2
et /r'{ [0,+oo[---+ [0,+oo[

r r-+ 12

On remarque que /(] - *,0]) : /([0, +*} : [0, +ool. D'après le théorèrne préc.edent, les

fanctions h et fz sant des bijections. Déter"rni,nons leurs foncti,ons réciproques

,fi''[0,+co[-+] -oo,0] et f;L: [0,+oo[-+ [0,+ool. Soient d.eu^rréelsr ety tels quey>0.
Alors

a:l@)§ÿ:12
ç r: ,/t ou a : _JU,

c'est-à-direg ad.met (au plu,s) d,eur antécédents, l'un dans 10,*oo[ et I'autre dans) - oc,0].

Et donc fl'{y): -ÿq d h|(y): ÿry. On uéri,fie bien que ch,acune des deur fonctians f1

et f2 a le même sens de uari,ation que sa, récipraque.
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Chapitre IIL Les fonctions réelles à une variable réelle

6 Dérivée

6.1- Dérivée en un point

Soit 1 un intervalle ouvert de iR. et f : I -+ IR une fonction. Soit rs € J.

Définition 61 f est déri'uu.hle en t: si le taun d,'a,ct:ro'issem.eû \ffù {t une linr,ite fr.nie

lorsque r tend uers fis.

Lali,mi,te s'appelle alors le'nonrbre dérirsé de f enrs et estnoté f'@ls). Ainsi

Ï'@ù: lim
T-TO

f{"}-f("o)
:x - :x.o

Remarque 6.L Autre écrî,ture d,e tu déri,uée.

, f est d,ériuable eîr,ï6 si et seulement sf ].irq 
f @o+h) - l@a) eriste et est finie.Iz-+û h

Définition 6.2 f est d"1:'rit'sb&: -çu.r { s'i f est déri,as,ble en tout poi,nt :rs € I.
La fonction * * f'(r) est,la ÿsnction, r|ériuée de f , elle se note f' ,u #.

Exernple 6.1 La foncti.on défi,nie par f (r) : x2 est dériuable en tout point rs e R. En effet

/(r) - /("0) :r'-*3 _ (r -ro)(r*ro) : {Ë*{rç _-___}2:Lç1.
I-frO fi-'fO f -![O n--+:ttl

On a rnême montré que le nombre déri,ué de f en *s est 2xç, autrernent d,ü : f 'Çr) : 2r.

Définition 6.3 . f est dériuable à rlroite eîL rn, se,E#, ryP : l'a{xo)

. f est d,ériuable à gatrcîrr: €.îL ss, se lip W 
: f'n@o)

. f est, déri,uable en'üs ++ f est déri,aable à d,roite et à gauch,e en r.s et l'@r) : ftd(ro) :
fi,{ro)

Proposition 6.1 Soit I un i,nteruulle ouaert, rs e I et soit f : I -+ IR. ane fonction.

. Sù f est d,ér'iuable en rç alors f est continu€ erl frs.

. Si I est dériuable sur I alors f est continue sur I.
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III.6 Dérivée

Remarque 6.2 La réciproque est fausse : p&r %)em,pl,e, la fonction aaleur absolue est rnn-

tinue ent mais n'est pas d,éri,uable enA.

En effet, le taur d,'accro'issement d,e f t*) : lxl en ro : 0 uérifi.e :

f{ù - f$): l'.1 :t*' si r > a
r-0 -r-l_, sfr{0

Il y a bi,en une limite à droite ( f'"@ : *ï), une li.mi,te à, gauche (f[{01 - -L) mai,s elles

ne sont pas égales : i,t n'y a pas de limi,te en}. Ai.nsi, f n'est pas déri,aable en r:0.
Cela se li,t au,ss'f, sur le d,essin, i,l y a une d,emi-tangente à d,roi,te, une d,emi-tangente à gauche,

mais elles ont d,es d,irectians di,fférentes.

Proposition 8.2 Soient f ,g,I -+ IR. deur foncti.ons dériuables sur I. Alors pourtoutr e I

. $+s)'(r):T'@)+s'(x)

' {^f)'{") : Àf'(r) où À est un réel fi'ré

. (f x s)'(r): f'(r)s{r) + f(r)s'(r}

. (+)' (ù: -ffi (st f (r) tt)

'(*)nt:W ftts{r)to)

Rernarque 6.3 Il est plus facile de mémori,ser les égalités de fonctions :

ff + s)' : f' + g' {Af)' : Àl' $ * g}' : f'g* fg'

f'g - fg'
92

(;)' - -# (*)':
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Chapitre III. Les fonctions réelles à une variatrle réelle

Preuve 6.L Prouuons par eremple (f x g)' : f'g * f g'.

Fi,xons rae I. Nous allons réécrire le tau,r d,'accro'issement de f (r) x g(r):

r@)s(r) * Tko)s(ro) - r(") - r@ù g@) + s(r) - g(*ù 
sç*o1I-ïO ï-IO fr-lIO

;-# f'(*olg{*o\ + s'{rs)f (rn)'

6.2 Dérivée de fonctions usuelles

u représente une fonction r r+'u(x).

Fonction Dérivée

rn nïn-! {n e Z)

f
fr

1--
{" 11

2./n

ro (xno-l (a e R)

e* et

lnr 1

casfr - sinr

stn u COS r

tanr 1*tan2r:-4-' cos" ir

Fonction Dérivée

'rLo nrtr'u,rl-l (n e Z)

L
u

ul
-æ

,/" lul
2,/u

'uo auluo-L (c e lR)

e' rr'eu

lnt 1t'
u

COS 1L -d sir.u

sln ?, d casu

tanu u'(l + tan2 u) : -4-\ / cl)s" u

6.3 Composition

Proposition 6.3 Si f est d,éri,uable enns et g est déri,uable en f (rs) alors gof est dériaable

en xs d,e déri,uée :

(s " f)'{"o): s'(/("0)) - f'(*o)

Preuve 6.2

s o r{ù - s o r{ro) _ s(tal) - s(r@a) * r(r) - r(ro)
n-x:a f{")-f("o) n-:xo

36
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III.6 Dérivée

Exemple 6.2 üatanlans ta d,ériuée de 1n{1 + *2}- Naus arnns g{r) : ln(r) auec y(r} : } ;
et f{r.):1* *2 aüec l'{*):2s" .Alsrsladériwée deln(l **2): go f(x) est

(0. /)'{r) : o'(l@)) - f'(*) : n'(L + ,') .2, : ffp.
6.4 Dérivêes successiveô

§oit / : f -+ lR une fonctiau dâirratle et soit l' sa dérivee.

§i la fonctioa !' : I -+ lR. est aussi dérivable on note /" : (f')'la dérivée seconde de /.
Pllx généralement on note :

f(o) : "f, fl\ : f,, SQI : ftt et y(,t+r; : (ft"l;'

§i la dérivée n-ià.rne l(") existe on dit que / est n fois <iérivable"

$i f est n fois riérivabie sur f et f(o) *t coutinue sur I on dite qle / est classe 6*(/, R).

6.5 Théorèrne de Rolle

Théorème 6.1 (Théorème de Rolle) Sai,t f : [o,ô] '+N. telle que

. f est continue sur la,bl,

. f est d,érùaabte surfa,bf,

. l@): r$).

Alors i;[ eristec €]o, bl M ïue f'(c) :0.

il udste au moins un point du graphe de f où la tangente est horizontale.
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Chapitre III. Les fonctions réelles à une variable réelle

6.6 Théorème des accroissements finis

Théorème 6.2 (Théorèrne des accroissements finis) Sait f : fa,bl -+ IR une foncti.on

cont'inue sur la,bl et d,ériuable sur)a,b[.

Alors il eriste c e]a,bf tel que

f(q - f{o): f'(c) (b- a)

Preuve 8.3 Pasont 4: SP et g(r): f @) - {.'(x - a)-

Ators s(a) : lfu), s(b) : f(q - ry,lg^. (b - ") 
: f@).

Par le tlr,éorèwr,e d,e Rolle, il eriste c ela,bl tet que dt ) : A.

Or g'(r) : f'{r) - 1.. Ce qui d,anne f'(") : r(\=-*(") 
.

6.7 Fonction croissante et denvee

Corcrllaire 6.L Sott T ,lo,b] -+ R une fonetion cantinue sur la,bl et dériuable surla,bl.

1. Vr ela,bl f'(") 2 0 .<===> f est croi,ssante ;

2. Yr ela,bf f'(") ! fi ç:4 f est d,écroissante ;

S. Vv e]a,b[ f'{r) : Q 44 f est constante ;

1,. Yr €]a,, b[ l'@) > 0 + f est stüctement croissante ;

5. Vr e]a,ô[ f'@) <A ::+ f est stri,ctement d,ecroi,ssante.

Remarque ô.4 La réciproque au poi,nt (4) kt aussi au (5)) est fausse.

Par eremple la foncti,on r è rz est stricternent croissante et pourtant sa dériuée s'annule

en A.

Corollaire 6.2 (Règle de l'Hospital) Saient f,g , I -+ R deur fonctions dériuables et

soi.t rs e I.
On suppose que

. ##, f {*) : }*"s(") :0,( ou æ )

Si ti^ f't4. : t (e iR) alors t;rn f \.")- : t.
r-+æa gtls) ,-+ro gl:Ë)
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III.6 Dérivée

Exemple 6.3 Calculer la l:imite en I d,e 
ln(f-'z-!D--1). On uérifie que :

. f{ù: ln(r2 * r -1), },{} f(*) : t, f'(r) : ffr,

. s(n):ln(r), |gio(r) :ç, st(r): f,,

r'\") : -3gl]- x :x: 2r2 + r 
-----+ 3.g'{n) n2+r -1 

* !x2*r-l æ-+t'-

Donc /(") , r.glr) *-t
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Chapitre III. Les fonctions réelles à une variable réelle

Exercice 3.I.

1. Démontrer que lim
z-+0

\Æ+n * ÿlT- r

,rF+ r* - \fr - r^2. Soient rn, n des entiers positifs. Étudler FIà x;n

3. Démonrrer que Irglt tt +;;æ - 1) : ;

Exercice 3.2

Etudier la continuité de f la fonction réelle à valeurs réeiles définie par f {r): (sin r)lr si

n+0etl(0):1.

Exercice 3.3

Les fonctions suivantes sont-elles prolongeables par continuité sur IR ?

-1.

o) f(*):sin:rsin11; ; b\ f(r): *,o 
tY

c) f{r}: L-r l-x2

Exercice 3.4

Déterminer les domaines de définition des fonctions suivantes

r@) : ; g(r) : \/r2 -2r -5 ; h(r):lrr(4r*3)
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IïI.6 Dérivée

Exercice 3.5

Étr.di"r la dérivabilité des fonctions suivantes :

f{r) : r' cos! st r * a /r(o) : o;

fr{*) :sinrsin ! si * * t /r(o) : o;
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Chapitre IV

Fonctions élémentaires

Vous connaissez déjà des fonctions classiques : exp) in, cos, sin, tan. Dans ce chapitre il
s'agit d'ajouter à notre catalogue de nouvelles fonctions : cosh, sinh, tanh, ârccos, arcsin,

arctan, Argch. Argsh. Argth.

1 Fonctions trigonométriques

cos2r*sin2r:T,Vr€lR.

Formule d'addition Va.b e iR on a :

sin(a * b) : sinacosÔ * sinbcoso

sin(a - Ô) : sinacos b - sinbcosa

cos(o * ô) : 
"ot 

acosb - sinasinb

cos(a - b) : 
"osacosÔ 

* sinasin b

1.1 Les fonctions sinus et cosinus

Fonction Dornaine de définitioa Parité Période Continuité La dérivée

sll1 tr ]R lInpalre (r_ sur IR COS U

cos u R palre 2n sur IR. -srnf
relation fonclamentale en trigonométrique est ;
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fV.1 Fonctions trigonométriques

Formule de duplication Vr € lR on a :

sinZx:2sinrcnsr

cos2s : cos2 r - sin2 r : -7 * 2 cos2 :r : ! - Zsirrz r

variations
les fonctions sinus et cosinus sont continues et dérivables sur tout iR.. Comme elles sont

périodiques, de période 2r, anpeut restreindre le domaine de l'étude à f intenialle de longueur

2n, par exemple l*n,nl-

1"2 Les fonctions tangent et cotangente

Définition 1.L * On appel,le t*,ngentr la fonction tan {au

:r ,--+ tanr : Y, Vr € R. * A, où O : {; *kr I k e
COS 5

ts)

z,\.

défini,e par :

* On appelle tato,n,qerzte la fonctian cot défi,nie par :
COS tr:rv---+cotfr::, Vr€lR -B, oùg:{ktrIke Zl.
slll f;

Pour tout ir € IR. - (A U B), on a l'éalité : cotr : 
-.tanr

Dérivées-Variations
Les fonctions tangente et cotangente sont continues et dérivable sur leurs domaines se défi-

nition et l'on a :

VrelR.-A tarr'n: 1
--n
cas':L

44f,6,n/r:1*Lan2r

Vr e lR - B cot' x) : #t 4===p sgf/, : -(1 * cot2 r)

perisdr
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Chapitre IV. Fonctions élémentaires

Les deux fonctions étant périodiques de période n, on peut donc restreindre le domaine de

l'étude à un interralie t1e longueur 7r) par exempl "1-;, î | no", la tangente et 10, r[ pour la

cotangente.

2 Les fonctions trigonométriques réciproques

2.L Arccosinus

Considérons la fonction cosinus cos : lR -+ [-1,1], r *+ cosr.

Pour obtenir une bijection à partir de cette fonction, il faut considérer la restriction de

cosinus à l'intervalle [0,r]. Sur cet intervalle la fonetion cosinus est continue et strictement

décroissante, donc la restriction

cos : [0. r] -+ [-1, 1]

est une bijection. Sa fonction ( bijection ) réciproque est la fonction alr;cosinus :

44

arccos : [-1,1] -+ [0,r]



lly'.2 Les fonctions trigonométriques réciproques

On a donc, par définition de Ia fonction réciproque :

"o, 
(ur""or(")) : " V:r € [-1, 1]

arccos(cos(r)) :" Vre [0,2r]

Autrement dit :

Si r€.10,711 cos(r):y #:E:arccosy

1a dérivée de arccos ;

arccos'(r) : -1 Vr e] - 1,1[lr-æ

Preuve 2.L On démar-re ile l'égal'i,té cos(arccosr) : * que I'on dériae :

eos(arccos r)

=+ - arccos'(r)

+ arccos'(*):

+ arccos'{*):

+ ârccos't*):
JT _æ

Lepoi,nt crucial (*) se justf,fie a'insi,: on démarre del'égalité ces2c*sinz t:L, en substi,tu-

ant a: arccosr on obtient cosz(arccosr) + sin2(arccosr) : L d,onc 12 +sin2(arccosr) : l.

:x
x sin(arccos r) : 1

-l
sin(arccos z)

-1 (*)
1 - cos2(arccosr)
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Chapitre IV. Fonctions élémentaires

On en dédui,t: sin(arccos r) :41/{ -? {auec le signe * tnr arccosr € [0, rl, et dane on a

sin(arccos ") 
> A).

2.2 Arcsinus

La restriction

sin:[-$,+â] *[-1,11

est une bijection.

Sa fonction réciproque est la fonction arcsinus:

arcsin , [-1, t] -+ l-f , +{]

Si rÇl-i,+ij sin(r):y # tr:arcsinÿ

arcsin'(r) : 1
Vr €l - 1,1[

JT_æ

sin (arcsin(r))

* arcsin (sin(r))

: fr, Vr € [-1,1]
:tr Vrel*fr,+$l
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IV.2 Les fonctions trigonométriques réciproques

2.3 Arctangente

La restriction

tan:l -f,+{[-+m
est une bijection.

Sa fonction réciproque est la fonction arctattgente :

arctan : lR -+] - i,+iI

tan(arctan(")) :" Vre lR

arctan (tan(r)) : r Vr €] - i,+îl

Si u €] - i,+il tan(r) -y <=:+ r - arctary

ar-ctan'(z) : 1

L +:Ë2
Vr€lR
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Chapitre fV. Fonctions élémentaires

3 Logarithme et expanentielle

3,1 Logarithme

Propirsition 8.1 ll edste ane *wi,q*.e foncti,an, noté.e1*":]0,+oo[-+ R telle que :

in'(r) : 1 (Wu, taut x > û) et 1n(1) = t.

De plus cette fanction ué,rffie (pour tout a,b > ü) :

J. tn(a x b) * lna * ln b,

â irl(*) * -lno,
.?. ln(c") : rtlna, (Pour tout n € NJ

], b est une fancti,on corut'inue, strfulement cro'îssunte et définit, une bi,jection de ]0r+oo[
sur lR.

nemaraye 3.1 lnr s'a§ette te logarithme naturel, oa asrssi,logarîthme néperien

8.2 Extrronentieltre

Dêfinition 3.L Le fon*tiora Éei,praqae de In :10, *cc[-+ R s'appelle î,a tonetion ezl]anen-

ti.elle, notée exp: IR. -+]0,+cet.
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lI/.4 Fonctions hyperboliques et hyperboliques inverses

Pour r € ]R. on note aussi e'pour expr.

Proposition 3,2 La fonction erponent'î.elle uéri,fie les propriétés suiuantes :

exp(lnr) : r Paur tout r > Û
et

ln(exPr) ::Ë Pour tout r e R

, exp(n + Ô) : exp(a) x exp(b)

. exp(nr): {expr)"

exp : R. -+]0, +oa[ est une foncti,on conti,nue, strictement croissante uérifiant,Ill êxp r :
0 et lim exp : *oo.

u --++oo

La fonction erponentielle est dériuable et exp'r - exp ï, pour tout x e R.

4

4.L

Pour

Fonctions hyperboliques et hyperboliques inverses

Cosinus hyperbolique et son inverse

r € 1R, le co.qinus h1'lerboiique est :

coshr: e* +e-'
2

La restriction cosh : [0, +oo[-+ [1, +oo[ est une bijection.

Sa fonction réciproque esL Argch: [t, +oo[-+ [0, +oo[.( Argument cosinus hyperbolique
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Chapitre IV. Fonctions élémentaires

4.2 Sinus hyperbolique et son inverse

Pour r € iR, le sinus lwperholique est :

sinh r : et -e- 
î

2

sinh : lR -+ lR est une f'onction continue, dérivable, strictement croissante vérifiant lim sinh r :
-oo et lim sinhz : *oo, c'est donc une bijection.

r-++cn
la fonction réciproque est Argsh: lR. -+ IR.( Argument sinus hyperbolique )

Proposition 4.L . cosh2z - sinh2 r - 1

r costt' r : sinhr, sinir" r : cosh r

. Argsh.: IR -+ IR est stricteme.nt croissante et continue.

. Argsh est d,éri,uable et Argsh' *: ffi.

. Argsh n:ln(- +,/æT-\

Preuve 4.1

cosh2 r - si rlrf r : Ilte + r*' 12 - (es - e- nl1 : I lt"'* + z +.-2r) - (ezr - 2 + e*z\f : t .

. fr(coshr) : *{#1 : Ë# : sinh z.

Car c'est la réciproque d,e sir'h.

Cornme la foncti,on, r--+ siot' fr ne s'annule pas szr lR alors la Jonctian Argsh est

dériuable szr IR. On calcule la dériuée par d,éri.uation de t'égati.té sinh(Argsh r) : r '

Argsh' r:
cosh{Argsh x} '§û*tks"h*)+L ÿtæ+1

. Notans f @) : h (z + t/7 + 1) ators

T'b):
1-L îrr 

r@4 : Argsh' rr+t/F+1
Comme de plus /(0) :1n(1) : A et ArgshQ:0 (car.sinh}: A), ûn en d,ed,uit que

pour tout r € iR, f {r) : Argslt, r.
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lV.4 Fonctions hyperboliques et hyperboliques inverses

4.3 Tangente hyperbolique et son inverse

Par définition la tangente hyperbolique est :

La fonction tanh: IR -+j- 1,1[est une bijection, on note Argth,]- 1,11-+ R sa fonction

réciproque.

_ sinh*
- coehctanhr

4.4 Tligonométrie hyperbolique

cosh2r-siuh2r:l

cosh(a + b) : cosho . coshô + sinho . sinhô

cosh(2a): cosh2o*sinh2 a:2 coshza- 1

sinh(a + b) : sinha.coshb* sinhb.cosho

sinh(2o) : 2 sinha' cosha

tanha * tanhô

:1*2sinh2o

tanh(a + b) :
1 + taüha.tanhô
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Chapitre IV. Fonctions élémentaires

cosh'r : sinhr

sinh'z : cosh r
tant r- 1 - tanh2 *: -J-cosh'z

Argch,' r:

Argsh' * :

Argth' x:

ÿtæ -1
1

\tr +t
1

(">1)

(l"l < t)L-12

Arsch x:ln(" + t/-* - t1 (r à 1)

Arsshr:lîLQ + l-* +\ (r e R)

Arsth,:;- (]{) (-1 < r <r)
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IV.4 Fonctions hyperboliques et hyperboliques inverses

Exercice 4.1

licrir" sous forme d'expression algébrique

sin(arccos r), cos(arcsin *) .

Exercice 4.2

Résoudre les équation suivantes :

arcsinr:*r"rir?+ 3 :2ur"*orl.
b -*u,o B, arccosz 

4,

Exercice 4.3

Vérifier

arcsi 7T 
arctantr-]- arcta 1 ' trnr * arccos * : 2o arctantr * arctan ; : t8o(r)r.

( sgn(x) : Signe de x , positive ou négative )
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