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Chapitre I

Logique et raisonnements

1 Logique

1.1 Assertions

Une assertion est une phrase soit vraie, soit fausse, pas les deux en méme temps.

Exemple 1.1

2+ 2 = 4 est une assertion vraie.

3 X 2 =17 est une assertion fausse.

Pour tout x € R on a 2 > 0 est une assertion vraie.

Pour tout z € C on a |z| =1 est une assertion fausse.

Si P est une assertion et () est une autre assertion, nous allons définir de nouvelles asser-

tions construites a partir de P et de Q).

L’opérateur logique et (A)
L’assertion < Pet () > est vraie si P est vraie et () est vraie. L’assertion < Pet(Q > est

fausse sinon. On résume ceci en une table de vérité :
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Chapitre 1. Logique et raisonnements

Exemple 1.2
’3+5=8 A 3x6=18" est une assertion vraie

"242=4 N 2x3=7" est une assertion fausse.

L’opérateur logique ou (V)

L’assertion <« Pou @ > est vraie si 'une des deux assertions P ou () est vraie. L’assertion
< Pou@ > est fausse si les deux assertions P et () sont fausses. On reprend ceci dans la
table de vérité :

P QO PVQ
vV V OV
vV F VvV
FV V
F F F

Exemple 1.3
"242=4V 3x2=06" est une assertion vraie

"2=4V 4x2="T" est une assertion fausse.

1.1.1 La négation P

L’assertion < P >> est vraie si P est fausse, et fausse si P est vraie.
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Exemple 1.4

La négation de l'assertion 3 > 0 elle est lassertion 3 < 0.

1.1.2 L’implication =

La définition mathématique est la suivante :
L’assertion < P ou @ > est notée P = @

Sa table de vérité est donc la suivante :



I.1 Logique

P @ P=@Q
vV v vV
vV F F
F Vv 1%
F F vV

Exemple 1.5
2+2 =05 = 2 =2 est vraie ! Eh oui, si P est fausse alors l'assertion P = Q est

toujours vraie.

1.1.3 L’équivalence <—

L’équivalence est définie par : < P <= ) > est l'assertion < (P = Q) et (Q = P) >
On dira < P est équivalent & Q) > ou < P équivaut & @ > ou < P si et seulement si @
> . Cette assertion est vraie lorsque P et @) sont vraies ou lorsque P et () sont fausses.

La table de vérité est :

P @ Pe@

vV V V

V F F

F 3y F

¥F F vV
1.2 Quantificateurs
Le quantificateur V : <« pour tout >
L’assertion

Vz € E, P(x)

est une assertion vraie lorsque les assertions P(x) sont vraies pour tous les éléments = de
I'ensemble E. On lit < Pour tout z appartenant & E, P(z) est vraie > .

Par exemple :

Vz € R, 2 > 0 est une assertion vraie.

Vz € R, 2 > 1 est une assertion fausse.
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Le quantificateur 3 : « il existe >

I’assertion
Jz € E, P(x)

est une assertion vraie lorsque I'on peut trouver au moins un élément x de E pour lequel
P(x) est vraie. On lit < il existe = appartenant a F tel que P(z) (soit vraie) > .

Par exemple :

Jdz € R, z? < 0 est vraie, par exemple z = 0.

dz € R, z? < 0 est fausse.

La négation des quantificateurs

La négation de < Vz € E, P(z) > est < 3z € E, P(z) > .

Exemple : la négation de < Vz € R, 22 > 0 >> est I'assertion < Iz € R, 22 < 0>

La négation de <« 3z € E, P(z) > est < Vz € E, P(z) > .

Exemple : la négation de < dz € R, £ < 0> est 'assertion K Vz € R, z > 0>

2 Raisonnements

2.1 Raisonnement direct

On veut montrer que I'assertion P == () est vraie. On suppose que P est vraie et on montre

qu’alors () est vraie.

b
Exemple 2.1 Montrerquesia:blﬁa; =0
on a
. b
a = —_— = -
2 2
B, P B8
2+b2*2 2
a
=
2

2.2 Contraposée

Le raisonnement par contraposition est basé sur I’équivalence suivante.
L’assertion P = Q est équivalente & Q = P.
Donc si I’'on souhaite montrer 'assertion P —> Q).

On montre en fait que si Q est vraie alors P est vraie.
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1.2 Raisonnements

Exemple 2.2 Soit n € N. Montrer que si n? est pair alors n est pair.
Démonstration

2 nlest pas pair.

Nous supposons que n n’est pas pair. Nous voulons montrer qu’alors n
Comme n n’est pas pair, il est impair et donc il existe k € N tel que n = 2k + 1.

Alorsn? = (2k+1)%2 = 4k +4k+1 = 2k’ +1 avec k' = 2k*+2k € N. Et donc n? est impair.
Conclusion : nous avons montré que sin est impair alors n? est impair. Par contraposition

ceci est équivalent d : si n? est pair alors n est pair .

2.3 Absurde

Le raisonnement par ’absurde pour montrer < P == ) >> repose sur le principe suivant :
On suppose a la fois que P est vraie et que () est fausse et on cherche une contradiction.
Ainsi si P est vraie alors () doit étre vraie et donc < P = @) > est vraie.

b

Exemple 2.3 Soient a,b > 0 . Montrer que si il alors a =b.

1406 1+4+a
Démonstration B
Nous raisonnons par l'absurde en supposant que 1 i 7= 1 = et a # b. Cela conduit a

a

(a —b)(a+b) = —(a—b).
Comme a # b alors a—b # 0 et donc en divisant par a —b on obtient a+b = —1. La somme

de deuz nombres positifs ne peut étre négative. Nous obtenons une contradiction.
a

lovs @ =B,
1+b 1ta 200¢

Conclusion : si

2.4 Contre-exemple

Si I'on veut montrer qu’une assertion du type < Vz € E P(x) > est vraie alors pour chaque
z de F il faut montrer que p(z) est vraie. Par contre pour montrer que cette assertion est
fausse alors il suffit de trouver z € E tel que P(x) soit fausse. (Rappelez-vous la négation
de < Vz € E, P(z) > est « 3z € E, P(z) >). Trouver un tel z c’est trouver un
contre-exemple & 'assertion < Vz € E, P(z) >.

Exemple 2.4 Montrer que l'assertion suivante est fausse < Vz € R, 22 > 1>

Démonstration. Un contre-exemple est x = 0.5

2.5 Reécurrence

Le principe de récurrence permet de montrer qu’une assertion P(n), dépendant de n, est

vraie pour tout n € N. La démonstration par récurrence se déroule en deux étapes :
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e On prouve P(0). Est vraie.

e On suppose n > 0 donné avec P(n) vraie, et on démontre alors que ’assertion P(n + 1)
est vraie.

Enfin dans la conclusion, on rappelle que par le principe de récurrence P(n) est vraie pour
tout n € N.

Exemple 2.5 Montrer que pour tout n € N 2" > n.

Démonstration Pour n > 0, notons P(n) Uassertion suivante : 2" > n
Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout n € N.
Pour n. = 0 nous avons 2° =1 > 0. Donc P(0) est vraie.

Supposons que P(n) soit vraie. Nous allons montrer que P(n+ 1) est vraie.

2n+1 = 9on 4 9gn
=n+3® car par P(n) nous savons 2™ > n,
>n—+1 car 2™ > 1.

Donc P(n+ 1) est vraie
Conclusion. Par le principe de récurrence P(n) est vraie pour tout n > 0, c’est-d-dire

2" > n pour tout n > 0.

Remarque 2.1 Si on doit démontrer qu’une propriété est vraie pour tout n > ng, alors on

commence Uinitialisation au rang ng.

Exercice 1.1

Soient les quatre assertions suivantes :
(@) IreRVyeR z+y>0 ; B)VzeRIyeR z4+y>0;
(c)VzeERVyeR z+y>0 ; (dIzeRWER 3>z

1. Les assertions a, b, ¢, d sont-elles vraies ou fausses 7

2. Donner leur négation.



1.2 Raisonnements

Exercice 1.2

Compléter les pointillés par le connecteur logique qui s’impose :

l.zeR22=4 ...... =27
2 2EC2=F .c.n.. z€R;
.zeRor=m ...... e |

Exercice 1.3

Montrer :
n 1
Ly k=000 e
k=1 2
n 1
2. Y2 = )6(2"“) V¥n e N*.
k=1



Chapitre 11

Les ensembles, les relations et les applications

vous connaissez déja quelques ensembles :

» Densemble des entiers naturels N = {0,1,2,3,...}.

 I’ensemble des entiers relatifs Z = {...,-2,-1,0,1,2,...}.

I’ensemble des rationnels Q = {% |pE€Z,qe N*}.

I'ensemble des réels R, par exemple 3,+/2, 7, In(2),...

I’ensemble des nombres complexes C.

Nous allons essayer de voir les propriétés des ensembles, sans s’attacher a4 un exemple parti-
culier.

Vous vous apercevrez assez rapidement que ce qui est au moins aussi important que les en-
sembles, ce sont les relations entre ensembles : ce sera la notion d’application (ou fonction)

entre deux ensembles.

1 Ensembles

1.1 Définir des ensembles

e On va définir informellement ce qu’est un ensemble : un ensemble est une collection

d’éléments.



I1.1 Ensembles

1.2

Exemples :
{0,1}, {rouge,noir}, {0,1,2,3,...} =N.

Un ensemble particulier est I'ensemble vide, noté & qui est 'ensemble ne contenant

aucun élément.

el 414 ;
On note si z est un élément de F, et z ¢ E dans le cas contraire.

Voici une autre facon de définir des ensembles : une collection d’éléments qui vérifient

une propriété.

Exemples :

{zeR|lz-3<1}, {zeC|P=1}, {zeRl0<z<1}=[0,1]

Inclusion, union, intersection, complémentaire

L’inclusion. F C F si tout élément de E est aussi un élément de F. Autrement dit :

Vz € E (z € F). On dit alors que F est un sous-ensemble de F' ou une partie de F.

[égalité. E = F siet seulement si EC Fet FCE.

Ensemble des parties de E. On note P(E) I'ensemble des parties de E. Par exemple
si E={1,2,3}:

P({1,2,3}) = {2, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3},{2,3},{1,2,3} }.

e Complémentaire. Si A C F.

CeA={ccE|zg¢A}]



Chapitre I1. Les ensembles, les relations et les applications

e Union. Pour A,B C F.

AUBz{z’GEleAouxEB}

Le “ou” n’est pas exclusif : z peut appartenir a A et & B en méme temps.

o intersection.Pour A, B C E.

AﬂBz{xEEM:GAeta:EB}

e L’ensemble fini On dit que 'ensemble F est fini si nombre d’éléments de E est fini.
Nombre d’éléments de E s’appelle le cardinal de E noté Card(E)
Par exemple si F = {0,1,2,3,5,7}
donc Card(E) =6
N n’est pas un ensemble fini.
Card(§) = 0.

10



I1.1 Ensembles

o A\ B l'ensemble {:v cAlzx¢B } et on I'appelle différence de A et B.

« A/ B lensemble (AU B) \ (AN B) et on l'appelle différence symétrique A et B.

A\B AAB

Proposition 1.1 Soient A, B,C des parties d’un ensemble E.
e ANB=BNAet AUB = BUA (commutativité)

AN(BNC)=(ANB)NC et AU(BUC) = (AUB)UC (associativité)

AN(BUC)=(ANB)U(ANC) et AU(BNC) = (AU B) N (AU C)(distributivité)
Ce(ANB)=CrAUCEB et Cx (AU B) =CrANCgB (loi de Morgan)
Ce (CpA) =4

Preuve 1.1 e Preuve de AN(BUC) =(ANB)U(ANC): z2€ AN(BUC) += z ¢
Aetze(BUC) <> zc€Aet(z€BouzeC) < (z€Aetz€B)ou(zc
AetzeC) <= € ANB)ou(z € ANC) < z€(ANB)U(ANCQO).

e Prewve de bz (ANB) = CgAUCEB: 2 € Cx(ANB) < z ¢ (ANB) <«
(mEAﬂB) = (zeAethB) < (€A ou(zeB) < z¢Aouz¢
B < zec(CgAUlgB.

1.3 Produit cartésien

Soient F et F' deux ensembles.
Le produit cartésien, noté E x F, est I’ensemble des couples (z,y) otz € E et y € F.

ExF={(z,y)|z€ Fetye F}.

Exemple 1.1 E = {1,2} et F = {3,5} alors
ExF={1,3),(1,5),(2,3),(2,5}

R? = {(z,y) | z,y € R}.

11



Chapitre I1. Les ensembles, les relations et les applications

2 Relations d’équivalence-Relations d’ordre

2.1 Relations binaires

Définition 2.1 On appelle relation binaire, toute assertion entre deux objets, pouvant étre

vérifiée ou non. On note Ry et on lit < x est en relation avec y >>.

2.2 Relation d’équivalence

Définition 2.2 Soit R une relation binaire dans un ensemble E et x,y,z des éléments de
E, R est dite

& Réflexive si : xRx c’est a dire chaque élément est en relation avec lui méme.

& Symétrique si : tRy = yRx. Si x est en relation avec y alors y est en relation avec x.
& Transitive si : [xRy et yRz] = xRz. Si x est en relation avec y et y en relation avec z
alors x est en relation avec z.

& Anti-symétrique si : [zRy et yRz] = x = y. Si deux éléments sont en relation l'un avec
Uautre, ils sont égaux.

La relation R est une relation d’équivalence si elle est a la fois réflexive, symétrique et tran-
sitive. Dans ce cas, on appelle classe d’équivalence d’un élément x de E, l’ensemble des

éléments de E en relation avec x par R, notée & ou cl(z) ou bien C(z) :

!a‘::{yEElwa}.I

La classe d’équivalence  est non vide car R est réflexive et contient de ce fait au moins x.

On notera par

E/Rz{ablmeE}.I

L’ensemble des classes d’équivalence de E par la relation R. ( ou l’ensemble quotient de E

par la relation d’équivalence R )

Exemple 2.1 Dans R on définit la relation R par :
Vz,y € R zRy <= z? = y*

12



I1.2 Relations d’équivalence-Relations d’ordre

Montrer que R est une relation d’équivalence et donner I’ensemble quotient R/R
o R est une relation d’équivalence.
* R est une relation réflexive,car

Vz € R, 22 = 22 donc
Vr € R, zRzx
ce qui montre que R est une relation réflexive.

* R est une relation Symétrique, car

Vz,y € R, (zRy) <= 2% = ¢

* R est une relation Transitive, car

Vr,y,z €R, (zRy) A (yRz) = 22 =93> Ny? =22

=% Rz

ce qut montre que R est une relation Transitive. on déduit que R est une relation d’équivalence.
e Déterminer l’ensemble quotient R/R
Soit x € R, alors :

Yy € R, TRy <= 1% =¢?
= (y=1z)V (y=—x)

donc : = {x,—x}, par suite

R/R = {{z, -z}}

13
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2.3 Relation d’ordre

Définition 2.3 Une relation R sur E est dite relation d’ordre si elle est antisymétrique,

transitive et réflexive.

Exemple 2.2 Soit R la relation définie sur N* par la relation < z divise y >>. Vérifions

qu’elle est antisymétrique

zRy<=JkeN :y=kx
yRr <= ' e N* : z=1Fky

il vient que kk' =1, comme k et k' € N*, alors k =K =1 c’est-a-dire z = y.

2.3.1 L’ordre total et I’ordre partiel

Définition 2.4 Soit R une relation d’ordre définie sur un ensemble E, alors si pour tout

z,y € E, on a ou bien xRy ou yRx, on dira que ’ordre est total, si non c’est a dire
Jda, B € E tel que on a ni aRB ni BRa

alors R est un ordre partiel.

Exemple 2.3 Soit R une relation d’ordre définie sur N* par:
pRq <= dn € N*tel que p" =gq
R est un ordre partiel car:

pour a =2 et B =3 ni aRB ni BRa

3 Applications

Définition 3.1 On appelle Fonctions d’un ensemble E dans un ensemble F, toute corres-
pondance f entre les éléments de E et ceuz de F.

Domaine de définition de f : noté Dy Uensemble des éléments x € E fait correspondre
un unique élément y € F noté f(x).

y = f(x) est appelé image de x et x est un antécédant de y.

E est appelé ensemble de départ et F l’ensemble d’arrivée de l’application f.

On écrit

14



I1.3 Applications

f:E—F
z+— f(x)

Définition 3.2 L’application est une fonctions d’un ensemble E dans un ensemble Ftel
que Dy = FE

« Egalité. Deux applications f, ¢ : E — F sont égales si et seulement si pour tout x € F,
f(z) = g(x). On note alors f = g.

Ff:{(a:,f(a:)) GEXFII‘EE}
e graphede f: E — F est

e Composition. Soient f: EF — Fetg: F— G alors go f : E — G est 'application
définie par go f(z) = g(f(a:))

Exemple 3.1 1. L’identité, idg : E — E est simplement définie par t — x et sera trés
utile dans la suite.

2. Définissons f, g ainsi

f i 10,+00[ — ]0,400[ g : ]0,400] — R

Alors g o f :]0,+00[— R vérifie pour tout x €]0,+o0| :

gof@) =g(f@)=g(%) = e = —g(a).

8-
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3.1 Restriction et prolongement d’une application

Définition 3.3 Etant donnée une application f : E — F
1- On appelle restriction de f d un sous ensemble non vide X de E, l'applicationg : X — F
telle que

Ve X, g(z)=f(z)

O teg=f .
n note g fX

2- Etant donné un ensemble G tel que E C G, on appelle prolongement de l’application [ a
l’ensemble GG, toute application h de G dans F telle que f est la restriction de h a E.

D’aprés cette définition, f est un prolongement de f‘x a b

Ezxzemple 3.2 FEtant donnée lapplication

f: R — R
z +— lnz

alors
g: R — R h: R — R

r 3 Injz|’ r +— In(2z|—2)
sont deuz prolongements différents de f d R*.

3.2 Image directe, image réciproque

Soient F, F' deux ensembles.

Définition 3.4 Soit AC E et f: E — F, l'image directe de A par f est ’ensemble

f(4) = {f(@) |z € 4}

Définition 3.5 Soit BC F et f: E — F, l'image réciproque de B par f est ’ensemble

fB) ={zeE|f@=)eB}}

16



I1.4 Injection, surjection, bijection

4 Injection, surjection, bijection

4.1 Injection, surjection

Soit F, F' deux ensembles et f : E — F une application.

Définition 4.1 f est injection si pour tout x,x’ € E avec f(x) = f(2') alors z = .

Autrement dit :

Ve, € E (f(x) = flaf] == xzx')

Définition 4.2 f est surjection si pour tout y € F, il existe x € E tel que y = f(x).

Autrement dit :

Vye F dJreFE (yzf(:v))

Exemple 4.1 1. Soit f; : N — Q définie par fi(x) =

T 14z
Montrons que f; est injective : soit z,x’' € N tels que fi(z) = fi(z').
1 _ 1 _ ! —
Alorsm—m, doncl4+x=1+2" et doncx=2x'.

Ainsi fi est injective.

Par contre f; n’est pas surjective. Il s’agit de trouver un élément y qui n’a pas
d’antécédent par fi. Ici il est facile de voir que Uon a toujours fi(x) < 1 et donc
par exemple y = 2 n’a pas d’antécédent.

Ainsi f1 n’est pas surjective.

2. Soit fo : Z. — N définie par fo(z) = 2.
Alors fo n’est pas injective.
En effet on peut trouver deuz éléments x,x’ € 7 différents tels que fo(x) = fo(2').
1l suffit de prendre par exemple x = 2, ' = —2.
fa n'est pas non plus surjective, en effet il existe des éléments y € N qui n’ont aucun
antécédent. Par exemple y = 3 : si y = 3 avait un antécédent x par fa, nous aurions
fo(z) =y, c’est-d-dire 2* = 3, d’ou x = ++/3.
Mais alors x n’est pas un entier de 7Z.

Donc y =3 n’a pas d’antécédent et fo n’est pas surjective.

17
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4.2 Bijection

Définition 4.3 f est bijective si elle injective et surjective. Cela équivaut d : pour tout

y € F' il existe un unique x € F tel que y = f(z). Autrement dit :

Vye F FJuniquer € E (y:f(x))

Proposition 4.1 Soit E, F des ensembles et f : E — F une application.

1. L’application f est bijective si et seulement si il existe une application g : F — E

telle que fog=1idp et go f = idg.

2. Si f est bijective alors Uapplication g est unique et elle aussi est bijective. L’ application
g s’appelle la bijection réciproque ( ou lapplication réciproque ) de f et est notée f~1.
De plus (f~1)" = f.

Remarque 4.1 e fog=1idp se reformule ainsi
VyeF f(9w) =v.
e Alors que go f = idg s’écrit :
Vz e B g(f(x)) =,

e Par exemple f : R —]0,400] définie par f(z) = exp(z) est bijective, sa bijection
réciproque est g :]0, +oo[— R définie par g(y) = In(y).
Nous avons bien exp (ln(y)) =y, pour tout y €]0,+o0[ et In (exp(a:)) =z, pour tout
zc R

Proposition 4.2 Soient f : E — F et g : F — G des applications bijectives. L’application

go f est bijective et sa bijection réciproque est

(gof)'=f"log™

18



I1.4 Injection, surjection, bijection

Exercice 2.1
Montrer par contraposition la assertion suivante, F étant un ensemble -
VA,BeP(E) (ANB=AUB)=— A=RB

Exercice 2.2
Soit A, B deux ensembles, montrer Cz(AU B) =CzANCpB et Ce(AnB)=CzAUCLB.

Exercice 2.3

Soient F et F' deux ensembles, f : E —» F. Démontrer que :
VA,BeP(E) (AcCB)= (f(A4) cC f(B)),

VA,BeP(E) f(ANB)C f(A)N f(B),

VA,BeP(E) f(AUB)=f(4)U f(B),

VA,BeP(F) fTY(AUB)=f1(A)uUfB),

VAeP(F) fUF\A)=E\[(A).

Exercice 2.4
Dans C on définit la relation R par :

2RZ <= |2] = |7|.
1. Montrer que R est une relation d’équivalence.

2. Déterminer la classe d’équivalence de z € C.

Exercice 2.5
Soient f : R — Ret g : R — R telles que f(z) = 3z+1 et g(z) = 22—1. A-t-on fog = gof
?

Exercice 2.6
Soit f : R — R définie par f(z) = 2z/(1 + z?).

1. f est-elle injective ? surjective ?

2. Montrer que f(R) =[-1,1].
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Chapitre II. Les ensembles, les relations et les applications

Exercice 2.7
Soit f : [1,+o00[—> [0, +o00] telle que f(x) = 22 — 1. f est-elle bijective ?
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