Exercice 01

Dans R¥, on considére les fonctions eq, es, €3, fi, fo et g définies par :
er(z) =1, ey(x) =cos2x, es(x)=cosdr, fi(z)=-sin*(x), folr)=cos’2r, g(x)=cos’z.

On note E = Vect(eq, eg, e3), F' = Vect(f1, f2) et G = Vect(g).
1. Montrer que ' C F et G C E.

2. Déterminer les dimensions de F, F et G.

3. Montrer que F & G.

Solution

1. Vx € R on a,

. 9 1 —cos2z 9 1+ cos4x 9 1+ cos2x
sin“g = —, cos“2r=————— et cosTr=——7—"7—,
2 2 2
d’ou
€1 €9 €1 €3 €1 €2
= — — — = — — t = =
fl 9 27 f2 9 + 9 € g 9 + 27

ce qui prouve que {fi, fo} C E et g € E, par suite ' C E et G C E.
2. Soient «a, B et v € R tel que ae; + ey + ves = 0, alors Vo € R, a + S cos2x + vycosdxr = 0. En
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prenant x =0, z = 1 et x = 3 dans I’équation précédente on obtient le systéme :

at+pf+y = 0

a+6\/7§ =0

a—y =0

ce qui donne o = B = = 0. D’ou {ey, 9,3} est une patrie libre de F, étant de plus une partie
génératrice de FE, elle en est une base et donc, dim £ = 3.

Soient « et 3 € R tel que af; + Bf23 = 0, alors Vz € R, acsin?z + S cos? 2z = 0. En prenant x = 0
et x = Z dans I’équation précédente on obtient 5 = 0 et aw = 0 respectivement. {fi, fo} est donc une
famille libre de F', étant de plus une famille génératrice de F', elle en est une base et donc, dim F' = 2.
{g} est une famille génératrice de G, elle est de plus libre car g # 0, elle est doncune base de G, d’out
dimG = 1.

3. On a {fi, f2, g} est une partie génératrice de '+ GG, montrons qu’elle est libre. Soient «, 3,y € R
tels que af1 + B fo+v9 = 0w ), alors Vo € R : « sin? x + 3 cos? 2z 4y cos? v = 0. En prenant x = 0,




T T .
x:Zetx:§,on obtient le systéme
.
p+y =0
o
—+L =
2+2
la+f =0
ie
(
= —v
Q@ = —y
-2y = 0

\

d’ott @« = =~ = 0. La famille { f1, f2, g} est donc famille libre de F' + G, étant de plus une famille
génératrice de F' + @G, elle en est une base, donc dim(F + G) = 3. D’autre part, puisque F' C E et
G C E, alors F'+ G C E et comme dim(F + G) = dim F, on obtient donc F' + G = E. De plus, on
sait que

dim(F 4+ G) = dim F' + dim G — dim(F N G),

qui donne dim(F NG) = 0, c’est-a-dire F NG = {0x®r)}, ce qui achéve de prouver que £ = F @ G.
Exercice 02

Soient ' = {P € R3[X], P(—1) =0 et P(1) = 0}.

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R3[X].

2. Déterminer une base et la dimension de F.

3. Montrer que F':= Vect(1, X) est un supplémentaire de F.

Solution

1. Soient P =ag + a1 X + a2 X? + a3 X? € E. On a alors

ao—a1+a2—a3 =0
a0+a1+a2+a3 = 0
1. €
ap = —Qao
a; = —+a3.
D’ou

E = {—as—a3X + a; X? + a3X? | ap,a3 € R}
= {CLQ(—l —|—X2) + a3(—X —|—X3) | Q2,03 € R}
= Vect{—-1+4 X? —X + X?}.
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Comme {—1+ X? —X + X3} C R3[X], alors E est un sous espace vectoriel de R3[X].

2. La famille {—1+ X2, —X + X3} est une famille génératrice de E et puisque les polynome —1 + X2
et —X + X? ont des degrés différent, alors elle est libre, donc elle est une base de E et dim E = 2.

3. Puisque Les vecteurs 1 et X ont des degrés différents, alors {1, X'} est une base de F. Par suite
E+F =Vect{l,X, -1+ X% -X + X°}.

Mais les vecteurs de la famille {1, X, —1+ X2 —X + X3} ont des degrés différents, donc {1, X, —1+
X2 —X + X3}, dou dim(F + F) = 4 = dim R3[X]. Par suite £ + F = R3[X]. D’autre part, on sait
que

4=dm(F+F)=dmFE+dmF —dim(ENF)=2+2—-dim(ENF),

alors ENF = {0}, donc E @ F = R3[X].




