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Série de T.D N° 1 (S1)

Exercice 01 :
Soient X, Y et Z trois espaces vectoriels normés supposons que Y et Z sont de Banach.

a) Solent A€ L(X ,Y), Be L(Y, Z), montrer que

IBA[ < [IBI[ Al

b) Soient {A,} CL(X ,Y), AeL(X,Y),{B,}CcLY,6 2), BeLY, Z2).
Montrer que

si A, - A et B, - B , lorsque n — +00 alors Bp,A, - BA quand n — +oo .

Exercice 02 :

Soit X un espace de Banach et soit A € L(X) tel que ||4] < 1.

a) Montrer que la série Z AF est convergente.
k=0
b) Si on note par S la somme de la série ZA’“. Montrer que l'opérateur (I — A) est contintiment
k=0
inversible et que
- - 1 -1 1Al
S=(I-A)"" H(I—A) 1H < e HI—(I—A) ( <
1—[|A] 1—lA]
Exercice 03 :
Soit X un espace de Banach.
a) Montrer qu’'on a dans L(X) les fonctions d’opérateurs suivantes :
Ak > . A2k ) > . A2k+1
exp(4) = T cos(A) = Z(—l) (k) sin(A) = Z(—l) m )
k=0 k=0 k=0
A2k > A2k+1
cosh(A) = Z or sinh(A) = Z O

b) Montrer que :
exp(A) = cosh(A) +sinh(A) ;5 [lexp(A)[| <exp([[A[]) ; [[sinh(A)[| < sinh([[A[]) ;
[[cosh(A)[| < cosh([|A]]) 5 [lsin(A)]| <sinh([A]) ; [lcos(A)[| < cosh([|A])



Exercice 04 :

Soient A et B deux matrices de Ma(R) telles que

(28) + o(83)

- Résoudre les problémes de Cauchy suivants :

du(t) du(t)
{ o = () ; { "2 = Bult)
U(O) = XO U(O) = XO
{ d“(tt) = (A+B)ult) { dl;i” — (A= B)u(t)
u(O) Xo U(O) = XO

ou Xy € R2.
Exercice 05 :

Soit A une matrice de M3(R) donnée par

A:

== O
o O O
= o O

- Trouver la solution du probléme de C'auchy suivant :

du(t)
{ "~ Au(t)

ou Xy € R3.
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Série de T.D N° 2

Exercice 01:

Soient H un espace de Hilbert et {¢, },~; une base hilbertienne de H et soit A1, A2, ...A;..une suite de
nombres complexes tq sup Re(A\;) < oo < 400. Pour f € H, t > 0 on définit
k

SWF =DM (f o) ¢u

k=1
1) Montrer que {S(t)},>, est un Cy semi-groupe sur H et que son générateur infinitésimal est donné par

Af:Z)\k (f . or)er pour fe D(A)
k=1

ol

D(A)={f€H/ S (S sak>|2<+oo}.

k=1

Exercice 02 :

Soit X lespace de Banach C,(R), 'espace des fonctions bornées uniformément continues sur R muni de
la norme sup i.e

/1] :Sﬁplf(x)l , VfeX.

On définit pour tout ¢t > 0 l'opérateur linéaire et continu S(t) tel que :

SO (x)=flx+t) , VfeX et VreR.

1) Montrer que (S(¢)),s, est un C¥ semi-groupe sur X et que ||[S(¢)|| <1 ie  (S(t)),>q est un C? semi-
groupe de contractions. B

2) Montrer que si A est le générateur infinitésimal du CY semi-groupe (S(t)),s, alors :

D(A)=ClR) et Af=f".



Exercice 03 :

Soit © un ouvert de R™ et H = L*(Q) considéré comme étant un espace de Hilbert réel. On définit
lopérateur linéaire A dans H par :

Au=Au , Yu e D(A)
ot D(A)={u€H}Q), AueL*Q)}.
Montrer que A est m-dissipatif, & domaine dense. Plus précisément A est dissipatif et auto-adjoint.

Exercice 04 :

Soit © un ouvert borné de R™ et X = L>°(Q2) considéré comme étant un espace de Banach réel. On définit
I'opérateur linéaire A sur X par :

Au=Au , Yu e D(A)
ot D(A)={ueH(Q)NX, AueX}.

1) Montrer que A est m-dissipatif.
2) Soit I'espace de Banach

Y =Co() ={ueC(Q), u=0 sur 9Q}.

On définit sur Y 1l'opérateur B par :

Bu=Au , Yu€ D(B)
ot D(B)={ueHj(Q)NY, AueY}.

Montrer que si la fontiére de 2 est lipschitzienne alors B est m-dissipatif, & domaine dense.

(Sachant que si la fontiere de €2 est lipschitzienne on a D(A) C Cy(12)).



