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Chapitre 1

Calcule intégrale

1.1 Intégrales définies

1.1.1  Subdivision

Définition 1.1.1 :

Soit f une fonction définie et bornée sur [a,b]. On appelle subdivision de [a,b] toute
partie d finie des points de [a,b] contenant a et b, une telle subdivision peut donc s’écrire
de facon unique d = {xg, T1,Tay ..eo.... ,Tnt Cla,b] otz =a <z <x9 < i <z,=Db

et déterminé n intervalle [x;_1,x;]; i = 1.n appelle intervalle partiel de la subdivision .
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Définition 1.1.2 :

Soit d = {xg,T1, Ty cee... ,Tn} une subdivision de [a,b]. Le réel strictement positif

0 (d) = max (z; — x;_1) est appelé pas de la subdivision.



1.1.2 Somme de Darboux
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Somme de Darboux inférieure Somme de Darboux supérieure
Soit f une fonction bornée sur [a,b] et d = {zg, x1, T2, ........ ,Tp} une subdivision
de [a,b] .
Posons
mi(f,d) = inf_f(2); di=1n
ri—1<z<z;
M;(f.d) = sup f(x); i=1In

zi—1<z<z;

les nombres m;, M; sont toujours finis puisque f est bornée.

Définition 1.1.3 :

Considérons
s = S(fvd) = Zmi (l"z —371'—1)-
i=1
S = S(fid) =Y M(z;—zi).
i=1

ces deur sommes sont dites sommes de Darboux respectivement inférieure et supérieure
de f.



relativement o chaque f définie et bornée sur [a, b| associons l’ensemble D, (f) (resp D* (f))

constitue par les sommes de Darbouz inférieures (resp supérieures) obtenus avec toutes

les subdivisions possibles de [a,b] .

Définition 1.1.4 :
La borne supérieure de 'ensemble D, (f) et la borne inférieure de ’ensemble D* (f)

serrant notées

/f(x)dx:supD*(f) et /*f(a:)dx:infD*(f).

et appelle intégrale inférieure et intégrale supérieure de Darboux de f sur |a,b] .

1.1.3 Propriétés de la somme de Darboux:

Proposition 1.1.1
Vd C la,b] : S(f,d) > s(f,d).

Proposition 1.1.2 Sid C d', alors:

s(f,d) < s(f,d).
S(f,d) > S(f,d).
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Proposition 1.1.3

b b b
Vd,d’C[a,b]:s(f,d)g/f(x)dajg/f(x)d$§/ f(x)de < S(f,d).

1.1.4 Fonctions intégrables; intégrales de Riemann

Définition 1.1.5 :

Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. On dit f est intégral au sens de Riemann

/*:f(x)d$:/a*bf($)dﬂf.

La valeur de l’intégrale inférieure et de l’intégrale supérieure est appelée intégrale de

b
Riemann de f sur [a,b] est notée / f(x)dx.

sur [a,b] si:



Théoréme 1.1.1 :
Pour une fonction bornée f : [a,b] — R soit intégrable il faut et il suffit que:
Ve > 0,3d C [a,b]; S (f,d) —s(f,d) <e

Théoréme 1.1.2 :

Si f: |a,b] — R est bornée alors:

/ fda:— llmS (f,d) et /fd:z:— hm s(f, d).

Théoréme 1.1.3 :

St f est intégral au sens de Riemann, alors:

5(d)—0 §(d)—0

b
/f( Ydr = lim S(f,d)= lim s(f,d).

Théoréme 1.1.4 :

Toute fonction bornée et monotone sur |a,b] est intégrable sur [a,b)] .

Théoréme 1.1.5 -

Toute fonction continue sur |a,b] est intégrable sur [a,b) .

1.1.5 Sommes de Riemann

Soit f : [a,b] — R une fonction bornée et d = {xzo, ........ , T, } une subdivision de [a, ] .
Définition 1.1.6 :
La somme o (f,d) Zf —xi1) ou(; € [wi_1,x;]; 1= 1.n est dit somme de
Riemann de f correspondant a d et au systéme de points ¢ = (Cy, Coyeereee- ,C) -
Définition 1.1.7 :

On dit que le nombre A est la limite de o (f,d, () lorsque § (d) tend vers O et on écrit:

A—é(l;m o(f,d,() si

Ve > 0,31 > 0,Vo (f,d,();d(d) <17 = |o(f,d,{) — A| <e.

Théoréme 1.1.6 :
Si f: |a,b] — R est intégrable alors:

‘ b
A= 5(1(;;300 (f,d, Q) = / f(z)dz



Cas particulier:

b . b—a b—a
/af(:c)dx— lim Zf(a—i—k - ).

n—t+oo N,

Exemple 1.1.1 :

n

1
Calculer I = nETooﬁ ; (In(n + k) — In(n)) .

n

I = lim 12 (In(n + k) — In(n))

nHJroonk:l
I~, n+k
— lim =571
Jm g 2 )
1« k
= lim — In(1+ —).
Jn i 2l 0)
alors f(r) =Inx; a=1 et b=2
b—a=1
b=a+1
et — 2 1—
b—a 1+—=a+k(a+ a)
l1+—=a+k n n
n

Alors

n

lim 1 Z (In(n+ k) — In(k)) = /2 In zdz.

n—-4oon,

1.1.6 Propriété de l'intégrale de Riemann

Soient f et g deux fonctions bornées et intégrables sur [a,b], ¢ € [a,b] et a € R



mais si f > 0 et continue sur [a,b] et si / f(x)der =0= f =0 sur [a,}].

1.1.7 Théoréme de moyenne

Si f et g sont deux fonctions bornées et intégrables sur [a,b]. Si g > 0 et

m < f(x) <M, Vm,M €R alors:

b
/ da:</f d:L‘gM/ga:d:U

Cas particuliers:

Si g =1 on obtient:
b
m(b—a)g/f(x)dng(b—a).

Premiére formule de la moyenne: Si f est une fonction continue sur [a,b] et si g

est une fonction bornée intégrable, de signe constant sur [a,b], alors il existe un

élément c € |a,b] tel que:
b b
[1@o@ar=10 [ g@a

Si g =1, on obtient la:

si



3) Deuziéme formule de la moyenne: Si une fonction f est continue sur |a,b|, il existe

un élément c € [a,b] tel que:
b
[ t@de=(b-a) fe)

Le nombre f(c) est appelé valeur moyenne de f sur [a,b] .

1.1.8 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Si f et g sont deux fonction bornées et intégrables sur [a,b], on a:

(/ )9 i) = / P () / ' () e

1.1.9 Primitive d’une fonction continue

Définition 1.1.8 :
Soit f : [a,b] — R une fonction. On dit qu’une fonction dérivable F : [a,b] — R

est une primitive de f si: Vx € [a,b]; F'(z) = f(x).

Théoréme 1.1.7 :
Toute fonction continue f : [a,b] — R admet une primitive.
T

L’application v — F (x) = / f(t)dt est une primitive de f.
0

1.1.10 Procédé général de calcul l’intégrale

1- Intégrations par parties Soient f et g € C* ([a,b]) alors:

b b
/f’(w)g(ff)dﬁf:f(b)g(b)—f(a)g(a)—/f(l’)g’(x)dw-

Exemple 1.1.2 :
1
1= / arctgr dz
0

1
f(x) = arctgx fl(x)= T2
et == et
/)= da 9 =



1
I = / arctgrdz
0

bog
= xarctgx](l)—/ dx

l—l—x2

= larctgl — 0 — —/

NG| »Mﬂ
M|H l\DIH

2- Changement de variable Soit f une fonction continue sur [a,b] et g € C* ([a, b])
9(b) b ,
[ t@dn= [ 1 @
9(a) a
Exemple 1.1.3 :

Calcule lintégrale I = / cos? x sin zdx

0
On pose t = cosx = dt = —sinzdx
sixr=0=1t=1

str=m—>1t=-—1
s
I = / cos* z sin zdx
0

-1 1
= / t4(—dt):/ thdt
1 —1

10 1
N ——
5 }1 51

1.2 Intégrales indéfinies

Définition 1.2.1 :
L’ensemble de Toutes les primitives de la fonction f : [a,b] — R est appelé intégrale

idéfinie de f et notée / fdx, ainsi: F est une fonction primitive de f on a:

/fdx =F+c ou ¢ est constant



Exemple 1.2.1 :
I = /sinxdm = —cosx +c.

1.2.1 Changement de variable et intégration par parties dans

les intégrales indéfinies

1- Changements de variables

Soit I et J deux intervalles et h: J — I de classe C* (J).

Théoréme 1.2.1 :
Soit f € C (I) alors:

F:/fdx:>Foh:/(foh)h’dx.

Autrement dit, si F' est primitive de f alors F o h est une primitive de (f o h) h'.

/f(x)dx:/f(h(t))h’(t)dt; v = h(t) = do = I (£) dt

En effet le changement de variable x = h (t) .

Exemple 1.2.2 :
Calculer / cos® tdt

/ cos* tdt — f (h (1)) ' (£) dt
donc
cos® tdt = cos® t costdt = cos?t (sint) dt = (1 —sin®¢t) (sint) dt
On pose x = sint
cos®tcostdt = (1 — x?) dx alors

1 1
/cos?’tdt:/(1—x2)dx:x—§x3+c:sint—§sin3t+c.

2- intégration par parties

Théoréme 1.2.2 :
Soient u,v: I — R; u,v € C*(I) alors: /u’vd:v = uv — /uv’da:.

10



Exemple 1.2.3 :

1)/:ce_md:c

e
J

ul — efx

v=Inx v =

1
1117 1 1 1
zlnxdz-—ﬁlnx—— 22X =dr==2%lnz — =x* +c.
2 x 2 4

1.2.2 Primitive de fractions rationnelles

Toute fraction rationnelle s’écrit d’une seule maniére comme somme d’un polyndéme

et d’un nombre fini de fractions rationnelles (éléments simples) de la forme —)k,
r—a
Mx + N
k?
((z = a)* + )

et chacun des éléments simples il n’y a aucune difficulté a intégral polyndéme ainsi que

........... . On est donc ramené a chercher des primitives du polynome

A
les éléments simples de premiére espéce ( ) -
r—a
1 1
—dr = — — t¢ k>1LaeR
(x —a) (k—1)(x—a)

1
/mda::lnhc—(ﬂ—i-c, GER

Mz + N
(z —a)*+ 6"

Se ramener par le changement de variable x = o + St, on calcule les intégrales

1
T Py e
(14 t2) (14 t2)

Le calcul de I, est immédiat en effet le changement de variable u = 1 + t? alors

/—dou

L’intégration des éléments simples de seconde espéce

11



1
* pour k=1: Ilzéln(l—i—tQ)—l—c.
1 .
c
2(k—1)(1+2)"!

*pour k>1: I, =

e Pour le calcul de Jy, une intégration par parties nous donne:

o =dt u=t

1 == o (1 + t2)*! ot
= —— U/:_k (+ ) :_k

1
Jp = /—kdt
(14 t2)
t 2
= ———+ Qk/—]mdt
(1+1¢2) (1+¢2)

t 1 1
(1+1¢2) (1+12) (1+12)

1
on a: Jyy1 = /(—dt alors

Jp = t 2kJ, — 2kJ
k= m + E— k+1
d’ot la relation de récurrence:
2kJpiq = t 2k — 1) J, I
k+1 = m + (2k = 1) J, (1)

Le calcul & se ramener & celui de:

1
J1:/1+t2dt:a7"ctgt+c.

Exemple 1.2.4 :

calculer:
3
l)I:/Ldm
2 — 31+ 2
z+3 B T+ 3 _a N b
2 -3r+2  (z—-2)(z—-1) -2 ax-1
B 5 4
-2 x-1

12



alors:

r+3
2 — 31+ 2

/
/(5552_:3:
/ L dac—/ L

T —2 r—1
Sln|z —2|—4ln|z — 1| +ec
or — 1
/ ZB2 dz

@+ 2 (22— 1)

S5r — 1

dx

) is

2) J

a b

_l’_
(x+2)
-29

(z+2)*
33

(x + 2)2 (2 —1)

wr2?

%((m+2) a

alors:

1 —29 33 2 27

(x+2) (z+2)° =-1 a:+1
—29 1

%/md:p——/%dm%—l

9
33 1
2|+

9 (z

11
2|+ —

2 oz +
—— N (T
9

2 oz 4+
— 1IN |T
9

r+1
22 — 2z + 3)°

/ r+1
sdx
(22 — 22 + 3)
1/ 2(x+1)
2) (22 —2z+3)°
1/ 20 —2+4
2) (22 -2z +3)°
20 — 2

L

dz

dz

o)

1|+§1n|x—|—1|+c

— 1|+ 3In|z+ 1] + ¢

20— 2

1 1
= sdr + 2 5
2) (22 -2z +3) (22 — 22+ 3)

dz

— 2z +
20 — 2 1

dr=—
w432 (@ —2x+3)

On pose Ly = /(332

L= /(x2

13
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sdr et Ly :/ sdx alors
3) (2% — 2z + 3)



1
Maintenant calculé Ly = / sdx
(22 —2x + 3)

o, B 2 B (x—1) B z—1\°
ona:x®—2rx+3=(x—1) +2—2<T+1>—2<( \/5) +1>

—1 1
on pose t = ‘ dt = —de — dx = /2dt donc:

vz TR

Ly, = /(x2_21x+3)2d:€—/ — Sda
() )

_ov2fo1
_ 4/<t2+1)2dt.

N —
Ja

d’aprés (I) pour k =1

t t 1t
=t D =2k s gt = b= s
_l’_

V2 /1t 1 V2 ot V2
b= Y Gt - S s
V2 ot V2
— ?(1+t2)+?arct9t
r—1
2B V2 a1
= g PEETE +?arctg(\/§)
”(ﬁ)

r—1 +\/§ ; z—1
= —arc .
1z2—20+3) 8§

14

1+2) 2(1+12)

1

o

2

1



Alors:

(s e ()

L = —
2(:62—2:c+3)+
B 1
- 2(22 - 224 3)

xr — 2

Jr2(3:2—2:164—3) 4

-1 2 -1
* +£arctg (x )+c

+\/§ ; r—1 n
= —arc —_— c
2 —2:+3) 4"\

1.2.3 Primative d’une fonction rationnelle de sinx et cosx

Soit a calculer I = /R(sin x,cosx)dxr ou R est une fonction rationnelle de sinx et

COsSX.

Meéthode générale:

1l est toujours possible de ramener cette intégration a celle

d’une fraction rationnelle par le changement de variable t = tg g, on a alors les
formules:

- 2t 1—1¢2 2dt

81nx:1+t2 Cosle—i—ﬁ et d$:1+t2

Exemple 1.2.5 :

2dt 1+t 2dt 1
X :/ LR :/—dt:1n|t|—|—c
14 ¢2 2t 14 ¢2 t

1)
1 1
I p— d p—
/sinxx / 2t
14 t2
Inftg 2| +
= Ilnltg =|+c
79
2)
1 1
J p— d pr—
/cosxm /1—752
1
1 1
2 2
— 9|2 4+ 2
/ Tt Tt

L 2dt _/1+t2>< 2dt _2/ L
1+ J1—" 14+t 1—¢2

15



1 1
= —dt —dt
/1—t +/&+t
= —In|l—¢t+In[l+¢t+c
1 1+t+
= In|——|+c¢
1-1¢
1+tg

—| tc
1—tg

(NGNS G

Cas particulier: Dans les cas suivants les changements des variables sont évi-

dents:
/R (sinz)cosxdr on pose t = sinx

/R (cosz)sinzdr on pose t = cosx

1
/R(tgx) s—dr onpose t = tgux
cos?

Exemple 1.2.6 :
.5
sin®
]:/ dx
cos T
on pose t = cosx = dt = —sinxdr = dr = —
.5
sin® x
I = / dx
cos T
B /sin5az dt
B cosT sinz
. 4
sin® x
_— / dat
cos T

_ _/(1 —COS21‘)2dt

COS ™

_ 42)2
t
1 3
= — ;dt—2 tdt + [ t°dt
1

= —mm+ﬁ—1#+c

dt

sin x

_ 2 L 4
= —In|cosx| + cos z—jcosiate

16



1.2.4 Intégration des fonctions rationnelles en e

1l est toujours possible de ramener cette intégration d’une fraction rationnelle par le

changement de variable t = e*.

Exemple 1.2.7 :

I:/ 1 dx
1+ e®
dt dt

Onposetzexédt:ezdx:d:ﬁz_:?
ex

L= /1je$dx:/(1—1|—t)%
— (1+t >t, (a=-1,b=1)
/(i

i)

= /(1+t)dt+/ —dt

= —In[l+¢+Inlt|+c

| t +
= In|—— c
1+t
627
= In + c.
1+ e”
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