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\ limites, différentiabilité... \

Exercice n°1 Calculer ( lorsqu’elles existent) les limites suivantes

Lo x? -2 ) , sin (xy) 51 sin (x) sin (y)

. lim =—~, 2. lim ——Z, 3. lim ——— 7
(£9)-00 1 @y)-00) FZ+2 (u)-00 tan ({27 + 1)
A sin (x2) sin (y) . ( ., 2)"

’ (x,y)—(0,0) X2+ SiI’Ih2 (y2), ) (x,y)—(0,0)

Exercice n°2

I) Soient f, ¢ : R? > R les fonctions définies par :

Y sin(x?) . ¥ sin(x) .
foop=1 2+ si (x,y) # (0,0) sy =) B si (x,y) # (0,0)
0, si (X, y) = (Or 0) 0, si (x, y) = (0, 0)

Les fonctions f et g sont-elles différentiabes en (0, 0).
IT) Trouver de deux fagons différentes, le développement limité & 1’ordre 2

de f au voisinage de (0,0), telle que :
f(x, ) = cos(x) exp(y).
III) Soit ¢ : R? — R? 'application définie par

(P(x/ y) = (.X' - Sin(ay)/ y-= SiI’l(OCX)), o€ ]_1r 1[ .

La fonction ¢ est-elle un C'-difféomorphisme de R? sur ¢(IR?)?

Exercice n°3

Soit ¢ : R? > Retg: R? > R?avec p(x,y) = (u = x—y,v = x+¥). On
suppose g de classe C2. Soit f = g o ¢.

1) Montrer que ¢ détermine un C2-difféomorphisme .
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2) Exprimer les dérivées partielles secondes de f en fonction de celle de g.
3) Montrer que si f est solution de I'E.D.P :
’f ’f s
W(xl y) - W(xr y) =4(x" - y), M

2
. 8 o
alors g est solution de S0 (x,y)—uv=0

4) En déduire la solution générale de (1)
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(Extrema)

Exercice n°1

1) a. Montrer que I'équation x2 +2 exp(y) +sin(xy) —2 = 0 définit au voisinage
du point 0 une fonction implicite y = @(x) telle que ¢(0) =

b. Montrer que ¢ admet un maximum local en 0.

2) a. Montrer que l'équation 3x* + 6y* + z° — 2z* + 1 = 0 définit au voisinage
du point (0, 0) une fonction implicite z = ¢(x, y) telle que ¢(0,0) = 1.

b. Vérivier que (0,0) est un point stationnaire de ¢. Etudier sa nature.

‘ (Intégrales multiples) ‘

Exercice n°1 :

ff exp(2x + y7) %) dxdy.

1) Soit A = [0,1] x [0, 2]. Calculer I; = 1+ exp(X)

dxdy

2)Soit B={(x,y) eR2:x>1, y>1, x+y<3). Calculer[z—ff(x+y)3

Exercice n°2 :

1.S0it C = [0, +oo[ . Calculer I'intégrale généralisée de Gauss J; = f exp(—x2)dx.

c

2) Soit D = {(x,y) ER*:0<x<y<2x, xy<4, 22+y>> 4}. Calculer ], =
[ xydxdy.
D

cos(x* + y?)
2 + sin(x? + y?)

dxdy
2+ 2R

3)SoitE = {(x, PYeR 1<+’ < 4}.Calculer]3 = ff dxdy.

4)Soit F = {(x,y) € R*: ¥ + 1> <1, x + y > 1}. Calculer F = ff
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Solutions des exercices

\ limites, différentiabilité.... \

Solution de ’exercice n°1 Calculons ( lorsqu’elles existent) la limite de

f,quand (x, y) — Oge

x2 — 2
L fxy) = szZz Ona fOy) = =1 # 1= f(x,0) = limgy)-0, f(x, )

n’existe pas.

i X
2. ) fx, y)) = 51r12(xy)2 < \/% < |x| = 0, quand (x,y) — Oge, donc
2 +y +y

hl’n(x,y)ﬁoRz f(x, y) =0.

sin(x) sin(y)

3. flxy = sin()sin) . / X( il ] — 0, quand
R tan(\/x2 + yz) tan( J2 + yz) \/X2Ty2 9
(x,y) = Ope. ( )
sin (x?) sin (y) 2y|
4. |f(-x/ ]/)| = x2 + sinhz (yz) < x2 < |y| - 0/ quand (x’ y) — O]Rzr donc

limyy )0y, f(x,y) = 0.
Solution de 'exercice n°2

I) Soient f, ¢ : R?> - R les fonctions définies par :

y’sin(x?) ¥ sin(x) ,
fy) =] 22+ 2 si (x,y) # (0,0) o y) = EraE si (x,y) #(0,0)
0, sty =00 0, si(xy =00

Les fonctions f et g sont-elles différentiabes en (0, 0)?.

0

J . (t,0) — f(0,0)
L fEO-f0,0 _ fOH-f00 _ —ic“’f 0 = lim,o L2 SO0

; ; F0.0 2 F0,0)
0 f =

@(O, 0) = hmt_> 0

_of of . [fGe ) = £0,0) = Lax, )| vigo)
Li(x,y) = 5(0, 0)x + B_y(o' 0)y = 0, donc |(x, y)H =
222
———| < V¥ + y* = 0, quand (x, y) — (0,0).
(o + y?)?

Alors, f est différentiable en (0, 0).
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g(t, 0) - g(O, 0)

t

g(O, t) - g(O, O)
t

|80 y) —8(0,0) ~ Lox, )| _ yPsinx) _

G )l (2 + 12)

x?% sin(x) Vo) x3 _ 1
(222)3 22 (2)2

Jg .
—(0,0) = lim;_9 =0
2. De méme : x

ag/((), O) = hmtﬁo =0

P P
Lo(x, ) = a—i(o, om%(@, 0)y = 0, donc

3 =
2

G(x,y). On a G(x,x) =
différentiable en (0, 0).

IT) Trouvons de deux fagons différentes, le développement limité a ’ordre 2

- 0. Alors, ¢ n’est pas

de f au voisinage de (0, 0), telle que :

f(x,y) = cos(x) exp(y).

Premiere méthode : 1l est claire que f est de classe C! sur R?.

Pui afOO—aszO—OafOO—laszO—ltaszO—
ulsque&x(, )_&x&y(' ) = ,ay(, ) = '8x2(' y=-1e 83/2(' ) =
1, on a alors

X2 P

fx,y) = cos(xX)expy=1+y— > + + (x2 + yz)e(x, y),

2
avec e(x, y) = 0, quand (x, y) — (0, 0).

Deuxiéme méthode :

2
fx,y) = cos(x)expy = (1 - x2_2 + xze(x)) (1 +y+ y? + yze(y) .

On fait le produit, et en conservant uniquement les termes en x, y, xy, x?,
et en englobant tout le reste de la forme (x? + y?)e(x, y), on obtient le méme

résultat.

—a cos(ay)

III) *det J,(x,y) = = 1 — a?cos(ax) cos(ay) >

—a cos(ay) 1

1-a%>0.ie. J est inversible au point (x, y).

* @ est de classe C* (évident).

* @ est injective ?

Soient (x1, y1) et (x2, y2) € R? tels que @(x1, y1) = @(x2, y2). Alors

{ o s1'n(ay1) - s%n(ozyz) S |x1 — x| < Tgf(m - ]/2’ < TOCAZF X1 — x| .
y1 - sin(ax)) = 2 - sin(axy)

Puisque 1 - a? >0, on a alors x; = x;. Ce qui entraine a son tour y; = y».
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D’aprés le théoreme d’inversion globale, ¢ est un C'-diffSomorphisme de
R? sur p(RR?).

Solution de ’exercice n°3

1. @ est injective et est de classe C? sur IR? (évident). De plus

1
u=x—yetv=x+y=>det]}p(X,y)=det{1 ) ]=2¢O,i.ej(pest

inversible.
D’apres le théoreme d’inversion globale, ¢ est un C** difféomorphisme.
2. Nous avons f = g o ¢. On trouve
of 9f ) ( dg g ) 1 -1 '
—(x, —=(x, = = - .C’est-a-dire
( 55 &Y ( Y) wo) o) )l

& dg
—(x y) = —(u 0) + —(M 0)

af

(u v) + v(u,v) .

2f (2  9\[9% g
(8x)2( y) = (% + %)(%(urv) + %(u/v))
2 2
:8_g( )+2ag(u )+ gz(u,v)
Donc (Juy? (v
Pf = (-2 i % %o
Gy Y = (_ o o (_au (w,0) + 55 b ”))
9 9 9
= ((%52 (u,v) —2a 5 (u,v) + (ajz(u,v)
2 2
3. L'équation : ((;xj; (x, y)— @ J; (x,y) = 4(x*—y?) devient alors : %(u, v) =
uv.

4. En intégrant I'équation précédente on trouve g(u, v) = }quvz +F(u)+ H(v)),
ou F, H sont de classe C? sur R.

Par suite f(x, y) = g(u,v) = (> = y*)? + F(x — y) + H(x + ).

(Extrema)

Solution de ’exercice n°1

1) a. Soit f : R* - R la fonction définie par f(x, y) = x> +2 exp(y) +sin(xy) -2
d

Alors, pour tout (x,y) € R?: a—f;(x, y) = 2exp(y) + x cos(xy).

of

Ainsi, puisque f(0,0) = 0 et @(O, 0) = 2 # 0, le théoreme des fonctions
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implicites nous permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction
continue ¢ : ]-0,0[ — R telle que ¢(0) = 0 et pour tout x € ]J-o,0[ :
f(x, @(x)) =0, de plus ¢ € C*.

d
b-Pour tout (x,y) € R? on a : a—ic(x, y) = 2x + ycos(xy). Par conséquent

of
5 )
@) = - of = 0. Autrement dit 0 est un point stationnaire de ¢.
9y (x,y)
Nature du point stationnaire de ¢. Puisque pour tout (x,y) € R?, ¢(0) =
2
f2 0, 9(0))
(9x) . .
NI = -1 < 0, la fonction ¢ admet alors un maximum local en
&—y(OKP(O))
(0,0).

2) a. Soit f : R* - R la fonction définie par f(x, y,z) = 3x* + 6y* +2z° —2z* + 1.

d
Alors, pour tout (x,,z) € R3: a—]zc(x, y,z) = 5z* - 82°.

of

Ainsi, puisque f(0,0,1) =0 et g(O, 0,1) = =3 # 0, le théoreme des fonctions
implicites nous permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction
continue ¢ : B((0,0),0) — R telle que ¢(0,0) = 1 et pour tout (x,y) €
B((0,0),0) : f(x,y,9(x,y)) =0, de plus ¢ € C*.

b-Pour tout (x,y,z) € R3 ona: g(x, y,z) =6xet g—jyr(x, y,z) =12y.

) )
Par conséquent &_(5(0’ 0) = 8—(5(0, 0) = 0. Autrement dit (0,0) est un point
stationnaire de ¢.
Nature du point stationnaire de ¢. Puisque pour tout (x,y,z) € R? :
’f >f ’f
—2(0, 0,1)=6,——(0,0,1) =0et —2(0, 0,1)=12,onadoncA=2,B=0
€ Ixdy @)

et C = 4 ou encore B> — AC = -8 < 0 et A = 2 > 0; ce qui entraine que la

fonction ¢ admet un minimum local en (0, 0).
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‘ (Intégrales multiples) ‘

Solution de "’exercice n°1

exp(2x +y ) B 1 exp(2x) 2
ff 1+ exp(x) dxdy = (L 1 + exp(x) dx) X (fo yexp(yz)dy)
e 2
( f ﬁdz) ( f(; y exp(yz)dy)

2] (emrom{ )< (225).

2.B= {(x, y) € R2: x> Ly>Lx+y< 3} peut se réécrire sous la forme :

[z —In(1+2)]] x

B={(y) eR;1<x<21<y<3-x} (FIGURE).

Alors

2 3—x

2
ff <xdid5 - f dxlf (xiwa* :711f [<x+y>2]

2
_ _1f1_ x_—_l[lx+ 1 ]2_1
2 9 (x+1)? 2 197 x+1h 36
1

Solution de ’exercice n°2

0o

1. L'intégrale généralisée de Gauss J; = f exp(—x?)dx est convergente.
0

a
Posons J? = f exp(—x?)dx

Donc (J4)* = fexp( xz)dxxfexp( —y3)dy = [ exp(=(x2 + y?))dxdy.
[0,a1*
Posons x = pcos(0) et y = psin(0). Alors (p, 0) € [O, \/Ea X [0, E] .
e

2 V2a V2a
Par suite (]“)2— fd@ f pexp(— p2)dp— [EXP( Y )] .



Smail KAOUACHE. TDs Analyse 4+Solutions (2020/2021) 9

Ce qui implique (J;)* = g et puisque exp(—x?) > 0, pour tout x, on a alors
= fexp(—xz)dx = ?
0
2.D= {(X, YER :0<x<y<2x, xy<4, ¥*+y*> 4} peut se réécrire sous
la forme :
D = D; U D, (FIGURE 1),
ou
D, = {(x,y)e]R2 : 2 <x< V2et V4—x2 <y<2x},
V5
et
4
D2={(x,y)e]R2: V2<x<2etx<y< ;}.
Par suite
V2 2x 2 H
ffxzydxdy = ffxzydxdy + ffx ydxdy = f f ydy |dx + fxz fydy dx
P Va—x2 V2 x
2
- ] 16 —x*)d
= 3 ( 6—x ) X+
V2

? 1
fo —4x dx+§
%
2
[ 3] [16x—1 ] _ M, 32 5.8
5 1vz

5 375 5
3)SoitE = {(x, PER:1<x?+y? < 4}.Calculons]3 = ffm
E

On pose x = pcos ety = psinO. Donc p € [1,2] et 0 € [0,2n] . On a alors

L1
2

N =
O\I%
s\~

sin(x? + y2) dxdy.

21 2
_ peos(pPdp | . 2 2 + sin(4)
p=f U m]de = nfin(2+sin?)], = min( 0.
0 1

dxd
4) Soit F = {(x y)e]Rz x2 +y <1, x+y>1} Calculons]4—ff—(xzjyyz)2

. 1
Onposex =pcosOety = psinO. Doncp € [m,l] et e [O’E]



Smail KAOUACHE. TDs Analyse 4+Solutions (2020/2021) 10

(FIGURE 1). On a alors

Tt
1 2
f 90 | 1 = % f ((cos (6) +sin (6))* — 1)d0
0

cos (0) + sin (0)

=
I
S—la

>

N =

z

2

f sin (20) d0 = —— [cos (2(9)]0 _1
0
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FiGgure 1 -



