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Chapitre 1

Formule de Taylor et

Développements limatés

1.1 Formule de Taylor

1.1.1 Formule de Taylor

Une fonction continue sur un intervalle [a,b] et dérivable en x¢ € la,b[ peut s’écrire

au voisinage de xg

f (@) = f(xo) + (x — o) [ (w0) + R (x)

avec

R(z)=¢(x)(x —x9) et lime(x)=0

T—T0

cela revient a dire que [ peut étre approximé par le polynome de degré 1.
x+— P () = f (20) + (v — x0) f' (z0)

et Uerreur tendant vers zéro st x — xg.
La formule de Taylor généralisé ce résultat en montrant que les fonctions n fois

dérivables peuvent étre approximés au voisinage de xy par des polynomes de degré n.



~
Q]

F@) = flm)+ = a) £ o) + I @ = o + T (o ?
™) (2, .
Fo / n(' )(x—x) + R, (2)
") (g
(ou f(x)= Z / k:(' ) (z — x20)* + R, (x))
k=0
Ou le polynome P, est de degré n
") (g
P, (z) = Zf k(' )(x—%)’“
k=0 )
/ f" (o) 2 O (o) 3
= flzo) + (@ —20) f' (20) + == (& = @0)" + = (x — 20)
™) (24 .
e + / n(' )( — o)

L’erreur R, (x) est appelé reste d’ordre n

f(nH) (xo)
(n+1)!
= e(z).(x—x0)" et lime(x)=0.

T—T0

R, (z) = (£ —20)" ™ 4 o,

1.1.2 Théoréme de Taylor

Soient f et g: la,b] — R deux fonctions vérifiant les conditions suivantes:
1) f € C™([a,b]) et f™ est dérivable sur ]a,b|.

2) La fonction g € C([a,b]) et dérivable sur la,b] et Yx € Ja,bl,¢' (x) # 0 et soit

xg € [a,b]. Alors Yz € [a,b],x # x( on a:

" (o " (o 2 B) (2 3
F@) = fla)+ T gy T g L0 g
™) (2, N
TR —i—f n(‘ )(x—xo) + R, (o, 7).
— . f(k) Lo k
F@) =3 T ) B )



f () (x = )" g (2) g (x0)

B (@0,) = nlg (c)

¢ est un point strictement compris entre x et xy (c € |z, xo[).

o L’expression (*) est dite formule de Taylor avec reste généralise (**).

e Le choix de diverse fonction g vérifiant la condition (**) entraine diverse forme

du reste R, (xg,x).

1.1.3 Formule de Taylor avec le reste de Lagrange

Théoréme 1.1.1 :
Soit f : [a,b] — R une fonction telle que f € C™ ([a,b]) et f™) est dérivable sur|a,b|

et soit xo € [a,b]. AlorsVx € [a,b],z # xo on a:

f/ T f// T (3) T
@) = fla)+ T gy T g T gy
f (o) n O () il
Fn —I—T(J}—Qfo) +W(I—$o) .
c est strictement compris entre x et xg.
fory (c) +1
le terme m (x — x0)"" est appelé le reste de Lagrange.

Remarque 1.1.1 :
1) On utilise parfois de Taylor avec une autre évaluation de reste (reste de Cauchy)
En prenant: ¢ = xg+ 6 (r —x9) ou 0< 0 < 1.

On obtient: "
Fa) =3 T (o) 4 R )

k=0
ol

Ry (20,2) % (2 — 20)™ (1 — )" £ (29 + 0 (2 — 20))

2) En prenant h = x — xy et ¢ = xo + Oh on obtient:

k=0 '

n!



1.1.4 Formule de Maclaurin

Si zg = 0 dans la formule de Taylor Lagrange on obtient la formule dite de Maclaurin

2 3 n
Flx)=f(0)+ % £(0) + % £7(0) + % FEON E— + % £ (0)
xn+1
+(n " 1)!f("“) () ot 0<6<1.

1.1.5 Formule de Taylor avec le reste de Young

Théoréme 1.1.2 :
Soit f : [a,b] — R, zo € [a,b], supposons que f™ (xq) existe et fini alors Vo € [a, b]

— %) (z0 k n
):Z:fk—(!)(x—xo) +o(x — z0)

le reste R, (zg,7) = o(x — xq)" est dite reste de Young, qui posé la propriété suivante:

lim Ry (@0, 7) {3
z—zo (T — xg)

=0

R (*/1707 )
(& —m)"

En posant ¢ (x) = pour x # xq et € (xg) = 0, on obtient le reste de Young

sous la forme suivante:

R, (xg,x) = (x —x9)"e(x) ou lime(z)=0

r—To

St xg = 0, on obtient la formule de Maclaurin-Young

£ = £(0)+ 11 O)+ o (0) + 5 S (0) o 2 ) (0) + 2% (1)

ol

lime (z) = 0.

x—0

1.2 Développements limaités

1.2.1 Développements limités au voisinage de 0

Définition 1.2.1 :



Soit f une fonction définie sur le voisinage de x = 0, sauf peut-étre en 0.
On dit que f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0 s’il existe des

nombres ag, a1, as, ........... ,a, € R et une fonction € tel que pour tout élément x non nul

d’un intervalle I de R :

F(@) = a0+ amz+ asx® + oo, + apa”™ + x"e (x) avec lime (x) =0

z—0

= P,(zr)+a"(z) ou lime(x)=0.

z—0

Remarque 1.2.1 :

Le polynome P, (x) est appelé partie réguliére du développement limité et x"e (x) est

reste ou partie complémentaire.

Exemple 1.2.1 :

fl)= i a1l

On obtient par division suivant les puissances croissantes a l’ordre n

1 1—=zx
1—x l+z+224+ ... + 2"
x
r — 22
22
:L,_l,n+1
xn—l—l
Alors:
1 xn—l—l
= =1 2 n
f(z) T +x+a°+ +x +1—:1:
ol
:L,nJrl
Po(x)=1+x+2°+ ... + 2" et x”e(x)zl
—
Donc
T T
E(x)zl—xiiz%e(x):}:ii%l—x:()

1
Donc la fonction f (z) = 7 admet un développement limité au voisinage de 0.
x



Proposition 1.2.1

Soit f une fonction admettant un développement limité au voisinage de 0.
1) Si f est paire, la partie réguliére P, (x) est un polynéme pair.

2) Si f est impaire, la partie réguliére P, (x) est un polynéme impair.

1.2.2  Unicité du développement limaité

Théoréme 1.2.1 :
Si f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0 alors ce développement

limité est unique.

1.2.3 Obtention de développement limité a l’aide de la formule

de Taylor-Young

Théoréme 1.2.2 :

Si f™ (0) existe alors f admet le développement limité:

LSO 0, 10

f@)= 10+ e+

avec lime (z) =0

z—0

Corollaire 1.2.1 :

Si ™ (0) existe et si f admet un développement limité d’ordre n :

f(x)=ap+ a1z + o 4 oo, + apx™ + x"e (x)
(0 " (0 ) (0
Alors:  f(0) = ao; f1—<,) = ai; f2_(') = g5 e, 20 n!( ) _q,

1.2.4 Développements limités des fonctions usuelles obtenir

par la formule de Maclaurin

Comme nous avons déja remarqué la formule de Maclaurin- Young admet un développe-
ment limité d’ordre n pour toute fonction f telle que f™ (0) emiste.

AURE AU 7 (0

Fa)=fO+ e




par ce procédé on obtient les développements limités des fonctions usuelles au voisi-

nage de 0.

Exemple 1.2.2 :

1) f(2) =sine = f (z) = sin (:c + ng)

o) Sin paire =>n=2p= f)(0)=0

o) Sin impaire =>n =2p+ 1= [T (0) = (-1)

Alors: \ . -
sinxzm—%—i—%—i— .................. + (=" (2g:l+1)! +o (a242)
2) f(z) =cosx = f™ () = cos (a: + n%)
o) Sin paire =>n =2p = ) (0) = (-1)"
o) Sin impaire =>n =2p+ 1= f+(0) =0
Alors: ) \ ) .
cosle—%—k%—%—i— .................. +(=1)" (§n>!+0(x2n+1).
3) f(a)=e¢"= fW(x) =" = f"(0) =1
Alors
2 g3 n
e“’”:1+ﬁ+§+§+ .................. —i—m—l—o(a:”)
4) f(x)=(1+4+2)"; a€eR
f® (@) =ala—1)..... (a—p+1)(1+2)*" a condition que (1+ x) > 0.
pour x > —1 on a:
(1+x)a—1+ax+wx2+ ......... +oz(o¢—1) """ T'l';'<a_n+1)x”+0(a:").

1
Poura:§; f(x):(l—l—a:)%: 1+

><1><1><3><5>< ..... x (2n — 3)
2nn]!

1 1 _
Vitaor= 1+§x—§x2+ ........ +(-1)"!



1 1 3 1x3x5x.. 2n —1
=1—Zz4+ -2+ ... +(—1)" x KO XOX x(2n—1)

" +o(x").

1.2.5 Opérations sur les développements limités
Développements limités obtenus par restriction

Si la fonction f admet un développement limité au voisinage de 0 jusqu’a l’ordre n,

alors elle admet un développement limité d’ordre k < n.

En effet:
f@) = ag+arw+ar®+ .o, + apz” + o (z")
= ao+a1T+ asx® + ... + apa® + ap T 4+ + apz™ +o(z")
= a0+a1x+a2x2+ .................. +akxk+o(xk)
donc
f(x)=ag+ax+agr® + .o + apx® + 2 (z)  avec lin%e (x) = 0.

Opérations algébriques sur les développements limités

Théoréme 1.2.3 :

Soit [ et g deux fonctions admettant des développements limités ont méme ordre n au
voisinage de 0.
Alors les fonctions f + g et f x g admettent des développements limités d’ordre n au
voisinage de 0. et il de méme pour = si glﬁii%g () # 0.
En autres si f (x) =p, (x) +o(x™) et g(x) =g, (z)+ o(z")
a) Somme:
(f +9) (2) = (pn () + qn (x)) + 0 (2") .
b) Produit:
(f xg)(z) = Cp (z) +0(2").
la partie réguliere C, (x) du produit de f par g s’obtient en se conservent dans le

produit des parties réquliéres p, (x) et g, (x) que les termes de degré inférieur ou égal a n.



¢) Quotient:

<i) () = Dy () 4+ o(z™).

g
la partie réguliére du développement limité de — est le quotient a [’ordre n dans la

. . . . . . g. . . .
division suivante les puissances croissantes de la partie réguliére de f sur la partie réguliére

de g.

Ezxemple 1.2.3 :
o) On a le développement limité de e® est:

2 n

e’ = +x+§+ .................. +H+o(;c).
—z .TQ nxn "
e = 1—$+§+ .................. +<—1) m+0(.’l§')

chr =

1
2
1 x? " x? nT" n
:5(1+x+§+ ..... +H+1—x+§+ ..... + (-1) H)—FO(:U)

2 4 x?n

(2n)!

+o (x2n+1)

shx = % (ez - e_z)

R L2t -
= x+§+§+ .................. (2n—|—1)'+0($ )
.) axzelna”_exlna
Ina)? Ina)”
a“?:exm“:l—{—a;lna#—%—{— .......... +w+0((ajlna)")
! n!
o) tg:xzsmx; cos0=1#0.
CoS T
L ;
sin x—§+5+ﬁ+0(a:)
tgr = = 2 4 6
D WSSy P
21 4! 6!

x3 2 & 17 7
= m—l—g—kﬁm +ﬁx —l—o(x).

10



flx) = (9:—2—?) (142 +2°+2%) +o(2?)

23
= x~|—a:2+x3—g+0(x3)
= x+x2+§x3+0(9@3).

o) f(:):):x.cotgx:x.cf)sx; n =4.
sin z

COs T

flx) =

XT.—
ST

Développement limité d’une fonction composée

Proposition 1.2.2 :
Soient f et g deux fonctions admet au voisinage de 0 des développements limités d’ordre
n de partie p, (x) et g, (x).
ie f(2)=p,(x)+a"e () oi lime () =0
g(x) =qn () + 275 () on glﬂiir(l]eg (x) =0
si g (0) = 0 alors la fonction composée f o g admet un développement limité d’ordre n
au voisinage de 0 et

(feg)(@)=f(g(@)=(Pnoa)(x)+a"e(x) ot lime(r)=0

x—0

et on ne conservant que les puissances ou dans (p, © q,) () ne garder que les termes
de degré < n.

Autrement dit:

11



St

f(x)=ap+a1x +ax® + .o, + apz™ + 2" (x)
g(z) = by + b1+ box® 4+ oo + b + x"ey ()
Alors
(fog)(z) = ag+ai(g(x)+as(g(x)®+ +an (9 (2))" + g ()" 1 (9 (x))
= ap+air+ahr® + + apa” + 2" ()
Exemple 1.2.4 : f(x)=¢*; n=5 ; V(0)
f' (.Z') — CosT — 6cos:1371+1 — eecosxfl

On pose g(x)=¢" ; h(x)=cosz—1
Ona: h(0)=0

2 3 4 .715

B 2 2P s
g(m)—1+x+§—|—§+z+§+o($)

> 4
h(x) = 1—%+%—1+0(:p5)
2 2t
= gt tel)

4! 5! TR
2 4 .
=gt gt to@)
2 ot 4
= 1—5+ﬂ+§+0($5)
2 4
= 1—%+%+o(w5)
Alors
cosx—1 I2 [)34 5 2 64 5
f(x) = ee =€<1—5+—+0(1‘)):e—§x + 5T + 0 (2°)

12



1.2.6 L’ intégration d’un développement limaité

Théoréme 1.2.4 :

Soit f : [—a,a] — R une fonction intégrable admet au voisinage de 0 le développement
limité d’ordre n c’est-a-dire:

f(2) =ap+aix+ayx®+ ........... + apz" +x"e (x) avec lime (r) =0

xz—0

Alors la fonction F (x) = [ f (t)dt; x € [—a,a] admet au voisinage de 0 un développe-

ment limité d’ordre (n+ 1) .

F(z) = apx+ %12 + %ﬁ o + na—:lxnﬂ + 2" () avec lim 7 (x) =0

r—0

= / pn (t)dt + 2" 7 (2)  avec lim 7 (2) = 0.
0

1.2.7 Dérwation d’un développement limaité

Théoréme 1.2.5 :

Si la fonction f est dérivable sur [—a,a] admet un développement limité d’ordre n au
voisinage de 0 et si sa dérivée ' admet un développement limité d’ordre (n — 1) au V (0)
alors la partie réguliére du développement limité est la dérivée de la partie réguliére du
développement limité de f.

1
Exemple 1.2.5 : f(z) = = l+z+a2+ . + 2" + o (2")

par dérivation on obtient le développement limité la fonction:

1 /!
f'(z) = (1—m> =1+22+32% 4+ oo +nz" '+ o (2")

on obtient:

En faisant le changement x par —x dans le développement limité de
—

1
:1— 2— S _]-n " "
(1+:1:> e Tl

par intégration on trouve le développement limité de In (1 + x)

n 1 :L,n-i-l +o (I.n-i-l)

1 1
In (1 =z — -2’4+ 2+ . —1
n(l+x)=z—-2*+-2°+ + ( )n—i—l

13



Le changement de x par —z dans le développement limité de In (1 + x) on obtient le
développement limité de In (1 — x).

1 1 1
In(l—2z)=—-z— §x2 - gx?’ — e — n—Hx"H + o (")

et donc obtient argth x

1 1 1
argth x = §1n<1ti):§(ln(1+m)—ln(1—x))
— 1(1,_312_’__1,3_'_ +(_ )ann+1_’_$+_‘r2+_$3
5 5 % F s —— 5 3
1
e n——i—lmnﬂ + o ("))
3 5 2201
= x+§—|——+ ................ +2n+1+0(a72”+1) ot —1l<xz<l.

1.2.8 Développement limité au voisinage d’un point x

Définition 1.2.2 :

On dit qu’une fonction f définie au voisinage de xo sauf peut étre en xy, admet un
développement limité d’ordre n si la fonction F : y — F(y) = f(y+ zo) admet un

développement limité d’ordre n au voisinage de 0. Alors
F(y)=ag+ay+agy> + ... + ay" +o(y")

— f(2) = ap+ay (x — xo) + ag (& — 20)° + oocovn. +a, (x —x0)" +0((x — x0)")

i. e: On se ramener du'V (zo) au V (0) par le changement de variable:
y=1r—1Io T =Y+ Zo
<~
(Vo) = (V")

Calculer le développement limité de ¢ au V (1)

(y v 1) — (x 12/?1; 1)

Exemple 1.2.6 :

" = e =ce¥, y—0 donc
2 3 n
T vy _ v v n
e’ = e<1+y+2!+3!+ ........... +n!+o(y)>
— 1) —1)° —1)"
- e<1+(1:—1)+(x2') +(“"3,) T +(:ET>+0((37—1)”)).

14



Remarque 1.2.2 :
De la méme maniére on peut considérer le développement limité de f au voisinage

00 (V (00)) qu’ont ramené au V (0) par le changement de variable

1 S
(o) = ()

f ) = a0+ awy +asy’ + oo +any" +0(y")

an, 1\"

f():a0+_1_|_—;—i— .......... +—n+0<(_ )
— €T T

1.2.9 Développement limité généralisé

Soit f une fonction définie au voisinage de 0 sauf peut étre en 0. Nous supposons
que f n'admet pas un développement limité au voisinage de 0 mais la fonction z® f (x)

(cv réel positif) admet un développement limité au voisinage de 0 alors pour a # 0

2°f () = ag+a1w+agr® + ... + apx™ + o (z")
1
d'ou f(x) = e (a0 + a1z + aga® + ........... + ap,a™ + o(2"))

cette expression est dite développement limité généralisé au voisinage de 0.

Exemple 1.2.7 :

1
f (’I) - T — 332
f n’admet pas un développement limité au voisinage de 0 car liII(l) f(z) = +o0.
1 1
zf (r) = e Rl
= 14o+2>+ ., +a2"+o(z").

le développement limité généralisé de f

f(x) = l(1+:13+:152+ .............. + 2" + o0 (2"))

15



Exercice 1.2.1 :

Trouvez les développements limités a l'ordre 4 au voisinage de O des fonctions suiv-

antes:
x 1 In(1+2)
1 = : 2 = . 3) h e 4) k _ ,CosT
) F@) === D) =——; Yh) = k)=
Solution 1.2.1 :
3 2P
1) Nous avons: sinz =z — ETIRTI (29)
donc
x T 1
f(x) == = 3 5 = 2 1
i _x_+x_+0(x5) 1—x——|—x—+0(:c4)
TR 31 " 5l
2t
posons u = 3 + =

nous avons d’autre part:
1

1+4+wu

:1—u+u2+0(x2)

pour u au voisinage de 0 donc:

T r? ot 2 at\? A
(@) = sinﬂ—(—Wa)*(—Wa) +o (=)

2 ot 2t
- 14+ - = 4
*% 139 T3 0@
x? Tt
= 14+—4+—= 4.
+ 5 g O (z)
x?2 2t
] T 4
2) Ona: cosz =1 2!+4!+0(x)
2 4
effectuons la division suivant les puissances croissantes de 1 par 1 — 5 + o nous
obtenons: ) A
| -2 4L
22zt x'g 5a?
B T 14— 4
+ 2 24 + 2 + 24
x x
2. 2
x? x% 28
- + -
5? m%
24 48

16



donce

g(x):colsx:1+%2+52_x44+o(x4)
3) On a:
1ix:1—$+$2—1‘3+x4+0(£4)
et ) )
1n(1+x):x—%+%3_%+0(x4)

effectuons le produit de ces deux développements limités:

In(1+ x) 322 112 25x24
h S S A v _ 4
e N A CRRA.
4) On a:
2 g \
cosx:1—§+z+0(x)
x2+x4
0SONS U = —— + —
b 2 "
x? gt
_—_01.4
ecosxzel 2|+4|+( ):61+u:€.€u
u? )
et = 1+u+§+o(u)
x2+x4 2
(et 2 bo(e)
N 2 24 2!
2 4
=yt 4
2+24+8—|—0(m)
2 ot 4
= _E—{—E—i_o(m)
alors
2 4 2 4
k(l’)—ecosx—e(l—%+—+0(a:4)>:e—%+%+o

17



Développements limités usuels

(au voisinage de 0)

2 "

T _q x T n
e = +ﬂ+§+"'+m+0(3})

2 $4 x?n _—
Ch$:1+§+z+"'+(2n)!+0(l‘ )

.',CS 1/.5 $2n+1 S
ShJTZZL’—Fg—i—E—F""Fm—FO(I )
th x3+25 17 7+<8>

r=x——+—2°——z' +o(z

3 15 315

z? n T 2n+1
Cosx:1—§+z+~--+(—l).(2n)!+0(x )
) :L.3 1.5 . $2n+1 S

x? 2

17
tanx =+ — + —2° 7 8
a + 3 +15x +315x + o(x®)

(1+$)a:1+ax+Mx2+ ala—1)---(a—=n+1)

sl r e (S o)
——=l—-a+2°+ -+ (-1)"2" + o(x
1+z
1 1.1.35...(2n -3
vl—l—l‘:1—|—E——x2+~~~+(—1)”71. (2n )x"—i—o(q;")
2 8 2nn!
1 r 3 1.3.5...(2n — 1)
:1—— — 2 [P _1 TL. n n
1+ 2+8x—|— +(=1) ] " 4 o(z")
2 3 o
In (1 — T (=) n
n(l+z)==x Tt +(-1) n+0(93)
3 45 2t -
th © = B n+
argth x x+3—|—5+ —|—2n+1+o(x )
3 5 1
aI‘CtaH]?::L’—%+%+...+(_1>n'2xn+1+0<$2n+2)
12% 345 1.3.5...(2n — 1) 27+
h = _——— —_—— e _1 7’L. 27’L+2
argsh v =z =5 +g5+ -+ 2] 1 o)
: 12 32° 1.35...(2n — 1) g1 —
arcsin © = x + 53 Tt Sl 1 + o(x*"™*)



