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Exercices résolus sur les groupes

Exercice 1. Soit F une partie non vide de R. Pour z,y € E, on pose x xy = %\x—m

une loi de composition interne sur E et étudier ses propriétés.

. Montrer que * définit

Solution. Remarquons que si x > y, alors xxy = x et si x < y, alors zxy = y. Par conséquent x xy = sup(zx, y).
Commutativité. Yo,y € E, x xy = sup(x,y) = sup(y,x) = y * x. La loi * est donc commutative.

Associativité. Vo, y,z € E, on a :(z *xy) * z = sup(sup(z, y), z) = sup(z, y, 2) = sup(z,sup(y, z)) = z* (y * z). La
loi * est donc associative.

Elément neutre. Pour que * admette un élément neutre, il faut qu’il existe e € E, tel que x xe = x, Yz € E, i.e.
x > e Vx € E. Ce qui veut dire que e doit étre le plus petit élément de E. Cette condition n’est pas toujours
vérifiée c’est le cas par exemple si F = R.

Eléments réguliers. Soit a € E, alors a est régulier si axx = axy = ¢ = y, Yo,y € F. En prenant z < a et
y=a,onaa*xr=a=ax*a, mais x # a. Donc dans ce cas 14, a n’est pas régulier. Par conséquent, pour que a
soit régulier, il faut que a < x, Vx € F, i.e. a doit étre I’élément neutre de .

Eléments symétrisables. On suppose que E posséde un élément neutre e. Puisque (E, *) est un monoide, tout
élément symeétrisable es régulier. Comme e est le seul élément régulier de (F, %), il en découle que e est le seul
élément, symétrisable.

Exercice 2. Sur F = Q?, on défini la loi L par : (a,b) L (a’,V’) = (aa’,ba’ + V'). Citer les propriétés de cette
loi. On étudiera en particulier les éléments symétrisables.

Solution.

Associativité. Soient (a,b), (a’,b'), (a”,b") € E. On a :

((a,b) L (a',0)) L (a”,0") = (ad’,ba’ + V) L (", b") = (ad’a”, (ba' +b')a” +b") = (ad’a”,ba’a” +V'a” +b").
(a,b) L ((¢/,0) L (a",b")) = (a,b) L (a’a”,b'a” +b") = (ad'a”,ba’a” +Va” +V").

Donc ((a,b) L (a’,b")) L (a”,0") = (a,b) L ((a’,b") L (a”,b")), par conséquent, L est associative.

Commutativité. On a (a,b) L (a’,b') = (ad’,ba’ +b') et (a/,b') L (a,b) = (a’a,b’a + b). I est facile de voir que
laloi L n’est pas commutative. En effet, (1,1) L (0,1) = (0,1) alors que (0.1) L (1,1) = (0,2).

Elément neutre. Soit (e,e’) € E tel que Y(a,b) € E, on a : (a,b) L (e,e¢’) = (e,e¢') L (a,b) = (a,b).
Alors ae = ea = a et be + ¢ = ea+b = b, Va,b € Q. Ainsi e = 1 et ¢ = 0. On vérifie ensuite que
(a,b) L (1,0) =(1,0) L (a,b) = (a,b). Donc L posséde un élément neutre qui est (1,0).

En conclusion (F, 1) est un monoide non commutatif.

Eléments symétrisables. Soit (a,b) € E un élément symétrisable. Il existe alors (a/,0’) € E tel que (a,b) L
(', V) = (a/,b') L (a,b) = (1,0). Par conséquent, aa’ = a’a =1 et ba’ +b' = b'a+b = 0. Il en résulte que a # 0,
a' =a et = —b.a~!. Réciproquement, sia # 0, alors (a,b) L (a=1, —b.a™!) = (a7, —b.a™t) L (a,b) = (1,0).
En conclusion, (a,b) est symétrisable, si et seulement si, a # 0 et on a alors (a,b)~! = (a7, —b.a™1).

Eléments réguliers. Les éléments symétrisables sont réguliers.

Réciproquement, si (a,b) n’est pas symétrisable, on a a = 0 et (a,b) = (0,b). Par ailleurs (0,b) L (1,-b) =
(0,0) = (0,b) L (0,0), alors que (1,—b) # (0,0). Ce qui veut dire que (0,b) n’est pas régulier. Donc dans ce
monoide, nous avons tout élément régulier est symétrisable.

Exercice 3.
1 - Montrer que Z est un monoide pour la loi * définie par :

TxYy=r+y—xy

2 - Trouver les éléments inversibles de (Z, ).
3 - Calculer pour la loi *, les puisances d’un élément a € Z.
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Solution. 1 - Associativité. Soient x,y,z € Z, on a :
(xxy)sz=(r+y—ay)*xz=x+y—axy+2z—xz—yz+zyzet
xx(yxz)=axx(y+z—yz)=c+y+z—yz—axy—axz+ xyz Donc (x xy) x 2z = x x (y x 2). * est associative.
Commutativité. Ve,y € Z, cxy=x+y —xy =y + T — yx = y * T. * est commutative.

Elément neutre. Soit e tel que xxe=x, Vr € Z. On a x + e — ex = x. Donc ex = 0, par suite e = 0. On vérifie
alors que z *0 = 0 * x = x. Ainsi 0 est ’élément neutre de *.

En conclusion, (Z, *) est un monoide commutatif.

2 - Un élément = de Z est inversible pour x, s'il existe 2’ € Z tel que z x 2’ = z + 2’ — z2’ = 0. Ou encore,
1-(1—-2)(1-2a") =0. Ce qui implique que (1 —z)(1 —2') = 1. Par conséquent 1 —z =1oul—2z = —1,
= x =0 ou z = 2. Les éléments inversibles de (Z, ) sont 0 et 2.

3 - En remarquant que z*y = 1—(1—2)(1 —y), montrons par récurrence que z*" = 1 —(1—x)". C’est vrai pour
n =0, 2*0 = 0. Supposons la propriété vraie pour n. On a 2*"+1) = zx2*" = 1—(1—2)(1—2)" = 1—(1—z)"*L.

Exercice 4. Soit (F,+) un monoide commutatif d’élément neutre noté 0, dans lequel tout élément est régulier.
Sur le monoide produit E x E, on définit une relation binaire R par :

Y(z,y),(«',y) € EXE, (z,y)R(z",y) e x+y =y+2a

1 - Montrer que R est une relation d’équivalence compatible avec la loi de £ x E.

2 - On note E I’ensemble quotient E x E/R et + la loi quotient définie sur E. Montrer que (E,F) est un groupe
abélien. L

3 - Soit I'application ¢ : E — E, définie par ¢(z) = (x,0).

a - Montrer que ¢ est un morphisme injectif de monoides.

b - Soit G un groupe quelconque et f : £ — G un morphisme de monoides. Montrer qu’il existe un morphisme
de groupes f : E — G unique tel que fo ¢ = f.

Solution.

1 - Reflexivité. On a « +y = y + = car + est commutative. Donc (z,y)R(x,y), R est relexive.

Symétrie. Si (z,y)R(x',y’), alors z+3y' = y+2’. Par suite on a 2’ +y = y' +x, car le monoide F est commutatif.
D’ou (2/,y)R(z,y). R est symétrique.

Transitivité. Soient (x,y), (',y"), (z”,y") dans Ex E. Si (z,y)R(z',y") et (', )R(z",y"), alors ' +y =y’ +x
et 2’ +y =y’ +2'.Donc 2’ +y+2" +9y =y +x+y" + 2. Dans le monoide E tout élément est régulier,
donc on peut simplifier par =’ et y'. Il en résulte que y + =" = y” + x. D’ou (z,y)R(z”,y"”). R est transitive.

En conclusion, R est une relation d’équivalence.

Compatibilité. Soient (z,y),(2',y’), (a,b),(a’,b') dans E x E, tels que (z,y)R(z',y’) et (a,b)R(a’,V'). On a
z+y =y+2 eta+b =b+a.Doncx+y +a+b =y+x'+b+ad,ouencorex+a+y +b =y+b+a' +ad.
Ceci exprime que (z,y) + (a,0)R(z',y) + (a’,b’). C’est la compatibilité de R avec la loi produit sur F x E.

2 - D’aprés le cours, (E, ) est un monoide commutatif d’élément neutre (0,0) (associativité, la commutativité
et I'élément neutre "passent" au quotient). Montrons que (E,+) est un groupe. Soit (z,y) € E. On cherche
(a,b) tel que (z,y) + (a,b) = (x + a,y + b)R(0,0). i.e. x + a = y + b. Il suffit de prendre a = y et b = z. Ainsi
(z,y)+(y,2) = (z +y,z +y) = (0,0)

3-a-¢(a+bd)=(a+b,0)=(a,0)+(b,0) = d(a)+¢(b).

D’autre part, on a ¢(0) = (0,0). Donc ¢ est un morphisme de monoides.

Soit a,b € E tels que ¢(a) = ¢(b). On a alors (a,0) = (b,0). Donc a = b. ¢ est injectif.

b - Soit G un groupe quelconque et f : E — G un morphisme de monoides. Posons f(z,y) = f(z)f(y) "

On montre que f ne dépend pas des représentants de la classe (z,y). En effet, si (a,b) = (7,y),on aa+y = z+b.
On applique f on obtient f(a)f(y) = f(z)f(b). Dot f(a)f(b)~" = f(x)f(y)~"-

Montrons ensuite que f est un morphisme de groupes. Soient (z,y), (z',y') € E. On a f((z,y) + («/,y"))
flataly+y)=fla+a)fly+y) " = f2)f@)(f(y)f(y') "' Puisque (E,F) est abélien, on a : f((z,y)

(@) = f@)fly) " f @) ) = Fle,y) + F@,y).

+

Unicité de f. Sig: E — G est un autre morphisme de groupes tel que go ¢ = f, alors g(x,y) = g(x,0)+(0,y) =

9(z,0)+(=(y,0)) = (Fo d(2))(Go ¢(y) " = f(2)f(y)~' = f((z,y). Donc g = f.

Commentaire. Ce procédé permet par exemple de construire le groupe (Z,+) & partir du monoide (N, +).
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Exercice 5. Dire si les ensembles suivants sont des monoides pour la multiplication des entiers.
1-E={z=ad>+b€N:a,be N}
2-F={r=a*>+b*+c?€N:a,bceN}L

Solution.

1 - Soient a,b,c,d € N, on a : (a® + b?)(c? + d?) = a®c® + a?d® + b*c? + b*d? = a®c® + b?d? + 2abed + a?d? +
b2c? — 2abed = (ac + bd)? + (ad — be)?.

On a ac + bd,ad — bc € N, donc (a® + b?)(c?> + d?) € E. E est stable par multiplication. Par ailleurs on a,
1 =12+402% Donc 1 € E. Puisque la multiplication des entiers est associative, (E,.) est un monoide.

2 - Nous allons montrer que F n’est pas stable par multiplication. On a 3 =12 + 12+ 12 et 5 = 22 + 12 4+ 02,
Donc 3 et 5 € F. Montrons que 15 = 3 x 5 n’est pas un élément de F. Sinon, 15 = a? + b + ¢2. Nécessairement
a,b,c < 3. D’autre part, un des entiers a, b, ¢ est supérieur strictement & 2. Il en résulte qu’un des entiers, par
exemple a, est égal & 3. On a alors 15 = 9 + b? + 2. Ce qui entraine que b? + ¢? = 6. Ce qui est absurde. Donc
15¢ F.

Exercice 6. Soit X un ensemble non vide. On considére (F(X),0), le monoide des applications de X dans
lui-méme. Soit f € F(X). Montrer que :

1 - f est réguliére & gauche < f est injective < f est inversible & gauche.

2 - f est réguliére & droite < f est surjective < f est inversible a droite.

3 - f est bijective & f est réguliére < f est inversible.

Solution.

1- f réguliére & gauche = f injective. Supposons que f est réguliére & gauche, soient y,y’ € X tels que f(y) =
f(y"). Montrons que y = y’. Considérons les applications constantes g, h € F(X), telles que Vz € X, g(x) =y
et h(z) =y . OnaVr € X. fog(z) = f(g(x)) = fly) = f(y') = f(h(z)) = foh(x). Donc fog= foh. Comme
f est réguliére & gauche, g = h. Donc y = 3. Par conséquent, f est injective.

f injective = f inversible a gauche. Supposons que f est injective. Pour tout y € x, f~*{y} est un singleton
ou vide. Fixons a € X et définissons g € F(X) par : g(y) = z si f~H{y} = {2}, 9(v) = a, si f~{y} = 2. Alors
Vze X,ona:go f(r)=xVer e X. Donc go f=1Ix.

f inversible a gauche = f réguliére a gauche. Cette implication est vraie dans tout monoide.

2 - f réguliére a droite = f surjective. Par contraposition, supposons que f ne soit pas surjective. Il existe y € X
tel que y ¢ f(X). Soient a,b € X, a # b. On considére g, h € F(X) définies par : g est 'application constante
g(x) = a, Yz € X, h est définie par h(z) = asiz € f(X), h(z) =bsinon. On a go f(x) = ho f(z) =a, Vz € X,
mais g # h. Donc f n’est pas réguliére a droite.

f surjective = f inversible a droite. Supposons que f est surjective. Alors Vy € X, on a f~{y} est non vide.
Les ensembles f~!{y} forment une partition de X, on "choisit" dans chaque f~!{y} un élément 2. On définit
ainsi une application par z = g(y). Alors fog = Ix.

L’implication f inversible a droite = [ réguliére a droite est vraie dans tout monoide.

3 - Les équivalences f est bijective < f est réguliére < f est inversible, sont une conséquence de 2 et 3.

Exercice 7.

1 - Soit n un entier naturel non nul. On note U,, le groupe des éléments inversibles du monoide (Z/nZ,-). Pour
k € Z/nZ, montrer I’équivalence des assertions suivantes.

(i) k € U,,.

(ii) k est premier avec n.

(iii) k est un générateur du groupe (Z/nZ,+).

On note ¢(n) Pordre du groupe U,,. ¢(n) est appelé 'indicateur d’Euler de n.
D’apreés le résultat précédent, ¢p(n) = card{k:1 <k <n, et kAn=1}

2 - Soit p un nombre premier et s un entier natuel non nul. Montrer que ¢(p®) = p
3 - Soient m et n deux entiers premiers entre eux. Montrer que "application

f:Z/mnZ — 7Z/mZ X Z/nk
Z[mn] = (2[m], z[n])

s _ ,5—1

b

est un isomorphisme des monoides multiplicatifs. (ici Z[k] désigne la classe de z modulo k).
4 - Déduire de la question 3, que card(U,,,) = card(U,, x U,) et que ¢(mn) = ¢(m)p(n).
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5 - Soit n = plfl - p¥s la factorisation de n en produit de nombres premiers p;. Donner Iexpression de ¢(n) &
I’aide des p; et des k;.

Solution.

1 - (i) = (ii) Supposons que k € U, il existe m € Z, tel que km = 1. Donc n | km — 1, par conséquent, il existe
s € Z, tel que km — 1 = sn, ou encore km — sn = 1, i.e. k et m sont premiers entre eux.

(i1) = (ii7). Supposons que k A n = 1, d’aprés Bezout, il existe m, s € Z, tels que km + sn = 1. Donc mk = 1.
D'ou, Vt € Z, t = tmk, i.e. k est un générateur du groupe (Z/nZ,+).

(iii) = (i). Supposons que k engendre (Z/nZ,+). En particulier, il existe m € Z, tel que mk = 1. D’ott mk = 1
i.e. k est inversible.

2 - D’aprés la question 1, pour déterminer ¢(p®), on calcule le nombre d’entiers k tels que 1 < k < p® qui
sont premiers avec p°. Posons E = {1,2,...,p°}, F ={k € E : p| k}. On a ¢(p°) = card(E) — card(F) =
p* — card(F). Or F = {p,2p,3p,...,p°* = p*~!p}, donc card(F) = p*~!. On en déduit que ¢(p*) = p* — p*~ L.
3 - Soient m et n deux entiers premiers entre eux. On considére I'application

f:Z/mnZ — Z/mZxZ/nk

Zlmn] = (z[m],Z[n])
Montrons d’abord que f est bien définie. Si Z[mn] = gy[mn], alors mn | + —y. Comme m et n sont premiers
entre eux, on a m | x —y et n | x —y. Ou encore Z[m] = g[m] et T[n] = g[n].
Montrons que f est un morphisme de monoides. f(Zy[mn]) = (ZTy[m],Zy[n]) == (Z[m],Z[n])(Y[m],yn]) =
f(@[mn]) f (g[mn]).
Montrons que f est injectif. Si (Z[m],Z[n]) = (y[m],y[rn]), alors m | x —y et n | z —y. Comme m et n
sont premiers entre-eux, mn | © — y, ou encore Z[mn] = g[mn| 4 - Puisque f est un isomorphisme, on a

Z € Uppn < f(Z) € UZ/mZ x Z/nZ = U, x U, Par conséquent, ¢p(mn) = card(Up, = card(Upy, x Uy,) =

5 - Soit n = p’fl - pPs. Par récurrence, on montre que ¢(n) = I, ¢(pf) =[I- 1(p - pf ).

Exercice 8. Soit G, = {z € C | 2" = 1}.

1 - Montrer que G,, est un sous-groupe cyclique de (C*,-).

2 - Réciproquement, soit G un sous-groupe fini d’ordre n de (C*,-). Montrer que G = G,, et que par conséquent
G est cyclique.

Solution.

1 - D’abord on montre que G, est un sous-groupe de (C*, x). On a 1 € G,,. Soient u,v € G,,, on a (uv=1)" =
u(v™)~! = 1. Donc wv=! € G,,.

Tout élément de G, est de la forme z = exp(
¢ = exp(t).

Soit G un sous-groupe fini d’ordre n de (C*, x). D’aprés le théoréme de lagrange, Vz € G, on a z™ = 1, donc

G C Gy. Comme |G| = |Gy, on a G = Gy,

2’””) = exp(zm) . Donc G,, = gr{€) = {1,£,&%,...,6"71}, ou

Exercice 9. Soit z = a+ib € C, ot a,b € R. On pose exp(z) = e*(cosb + isinb). Montrer que ’application
f:(C,+) — (C*, x), définie par f(z) = exp(z), est un morphisme de groupes. Déterminer son noyau et son
image.

Solution. Soient u,v € C, u =a+ bi, et v=c+di a,b,c,d € R. On a :

exp(u + v) = exp(a + ¢)(cos(b+ d) + isin(b+ d)) = exp(a) exp(c)[cos(b) cos(d) — sin(b) sin(d) + i sin(b) cos(d) +
isin(d) cos(b)]

exp(u + v) = exp(a)(cos(b) + isin(b)) exp( )(
exp est bien un morphisme (C,+) — (C*, x).
Soit z=a+bi € C,onaue Kerf o exp(z) e*(cos(b) + isin(b) = 1. Donc e*(cos(b) = 1 et e®(sin(b) = 0.
Puisque e* > 0, on a sin(b) = 0 et cos(b) = 1. Dot @ = 0 et b = 2kw, ou k € Z est quelconque. D’ou
Kerf C 2miZ. Réciproquement, tout nombre complexe z = 2kwi, avec k € Z, vérifie exp(z) = 1. Finalement,
Kerf = 2miZ.

Soit z = a + bi € I'mf, puisque z # 0, posons z = ped. Il existe u = ¢ + di, tel que exp(u) = e®e? = pe’®. On a
alors ¢ = In(p) et d = 6 (mod 27). Il en résulte que z existe (mais n’est pas unique) Yu € C*. par conséquent, f
est surjective et Imf = C*.

cos(d) + isin(d)) = exp(u) exp(v).
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Exercice 10. Soit E un monoide d’élément neutre e.

1 - Montrer que tout élément inversible a gauche et régulier & droite est inversible.

2 - Donner un exemple d’'un monoide contenant un élément inversible & gauche non inversible & droite.
3 - Montrer que dans un monoide fini tout élément régulier & gauche ou & droite est inversible.

Solution.

1 - Soit x € E inversible & gauche et régulier & droite. Il existe 2’ € E tel que 2’z = e. On a (z2')x = z(a'z) =
re = x = ex. Puisque x est régulier & droite, on a : xx’ = e. Donc x est inversible.

2 - En utilisant l'exercice 6, il suffit de considérer F(X) avec X infini et une application injective non surjective.
Par exemple X = Net f: N — N, définie par f(n) =n+ 1.

3 - On suppose que E est fini et a € E régulier a droite. Soit I'application p, : E — E, définie par p,(z) = za.
Puisque a est régulier & droite, p, est injective. Or E et fini, donc p, est bijective. Il existe a’ € E tel que :
a’a = e. Donc a est inversible & gauche et régulier & droite. On applique alors 1.

Par la méme méthode on démontre que régulier & gauche = inversible.

Autre méthode. On considére lapplication ¢ : N — E définie par ¢(n) = a™. Puisque E et fini, ¢ ne peut pas
étre injective. Donc il existe m > n tels que a™ = a™. Donc, puisque a est régulier a gauche ou & droite, il en

est de méme de a”. Donc a™~ ™ = e. Ou encore a.a™ "1 = ¢™ "1 g = e. Donc a est inversible.

T4y
14+zy

Exercice 11. Soit E lintervalle ouvert | — 1,1[. Pour z,y € E, on pose x xy = . Montrer que * définit

une l.c.i. sur E et que (F,*) est un groupe abélien isomorphe a (R, +).
Solution.
* est une l.c.i. D’abord siz,y € Eona—-1<ay<let0<l4zy<2. Douz+y+1l+ay=(zx+1)(y+1)>0.

Donc fsz; >—1.Demémex+y—1—zy=(z—1)(1—y) <0. Donc ff:xyy <1.Doaz=xye]—1,1][

Associativité . Soient x,y,z € E. On a :

— =ty — ztytztaeyz
(ZC * y) ¥z = 14+zy ¥z = 14xy+xz+yz"

_ y+z _ ztytztxyz
x*(yxz)=x* Tros = Tigsregias:

Donc (z xy) * z =z = (y * z). La loi * est associative.

Tty _ ytw
1+zy — 14yzx

Commutativité. On a z xy = =y*x, Vr,y € E.

Donc * est commutative.
Elément neutre. On a z *0 = 0% z = z, donc 0 est ’élément neutre de la loi .
Eléments symétrisables. Pour tout t € Eona —x € Eet x x (—z) = (—x) xx = 0.

En conclusion, (E, *) est un groupe abélien.
On cherche une application bijective f : R —] — 1,1], telle que f(x +y) = f(x) * f(y) = % Une

T —e
et +t+e *

application qui répond & cette propriété est th(z) = (la tangente hyperbolique).

Exercice 12. On appelle application affine de R, toute application de la forme f,, : R — R, z +— az + b.

1 - Montrer que 'ensemble Aff(R), des applications affines est un monoide pour la composition des applications.
2 - Soit f,, une application affine. Montrer que f,; est bijective, si et seulement si, a # 0. On a alors f{;; =
fa_ 1 —a=1b-

3 - Montrer que ’ensemble des bijections affines, GA(R), muni de la composition des applications est un groupe.

Solution.

1-Onal = fi o est une application affine. Si f, 3, f,q sont des applications affines, on a: Vo € R, fq 50 fea(z) =
a(cx +d) +b = acx + ad+ b = focqa+o(x). Donc fop 0 fe.a = facadro- AE(R) est donc stable par La loi o et
contient I. La loi o étant associative, (Aff(R), o) est un monoide.

2 - Soit f,,, une application affine. Si @ # 0, on a, d’aprés 1, fop 0 fo-1,_g-1 = fo-1,—a-15° fap = f1,0 = 1,
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donc f, est inversible.

Réciproquement, si a = 0, on a fo4(0) = fo»(1) = b, donc fo, n’est pas bijective.

3 - Puisque la réciproque d’une bijection affine est une bijection affine, GA(R) est le groupe des éléments
inversibles du monoide Aff(R).

Exercice 13.

Soit (E,-) un ensemble muni d’une loi de composition interne. Pour tout @ € E, on définit les applications
Ga, D, : E — E, par G4(x) = ax et Dy(x) = za, pour tout z € E.

1 - Montrer que a est régulier & gauche (resp. & droite), si et seulemnt si, G, (resp.D,) est injective.

2 - Soit (E,-) un ensemble fini muni d’une loi associative pour laquelle tout élément de F est régulier (& droite
et a gauche). Montrer que (F,-) est un groupe.

(Indication : Montrer que pour tout a € E, les applications G, et D, sont bijectives).

3 - Soit (G, ) un groupe et H un sous-ensemble fini de G stable par la loi -. Montrer que H est un sous-groupe
de G.

4 -On reprend la question 2 en supposant seulement la régularité d’un seul coté. Peut-on conclure que (E, ) est
un groupe ?

Solution.

1 - Supposons que a est régulier & gauche, soient =,y € F, tels que G,(x) = G4(y). Alors ax = ay. Comme a
est régulier & gauche, on a x = y. D’ou G, est injective.

Réciproquement, supposons que G, est injectve. Soient z,y € E tels que axz = ay. On a G,(z) = G,(y), donc
r =y, puisque G, est injective.

On a montré que a régulier a gauche, si et seulement si, G, est injective.

Meéme démonstration pour I’équivalence a régulier & droite, si et seulement si, D, est injective.

2 - Nous allons montrer d’abord que (F,-) posséde un élément neutre. Soit a € E fixé. Puisque a est régulier,
d’aprés la question 1, G, et D, sont injectives. Comme F est fini, elles sont bijectives. Donc de € FE tel
que ae = G4(e) = a. Soit x € E. Comme D, est bijective, il existe 2’ € E tel que z = z’a. On a xe =
(2'a)e = '(ae) = 2’a = x. De méme on a a(ex) = (ae)x = ax, donc par régularité de a on a ex = x. D’ou,
Va € E,xe = ex = x. Par conséquent, (E,-) posséde un élément neutre e.

(E,-) est donc un monoide d’élément neutre e. Soit © € F, il existe 2/, 2" € F, tels que G, (2') = z2’ = e et
2"z = D,(2") = e Donc tout élément de F et inversible. En conclusion (E,-) est un groupe.

3 - Soit (G, -) un groupe et H un sous-ensemble fini de G stable par la loi -. Donc (H,.) est un ensemble fini
muni d’une loi associative pour laquelle tout élément est régulier. Donc H est un sous-groupe de G.

4 - Soit E un ensemble fini de cardinal > 2. on définit sur F la loi % par = * y = y. * est associative et tout
éléement de FE est régulier a gauche car axx = axy = x = y. Mais (E, *) n’est pas un groupe (il ne posséde pas
d’élément neutre).

Exercice 14. Une table d’une l.c.i sur un ensemble fini £ est dite carré latin si dans chaque ligne et dans
chaque colonne, tout élément de E figure une et une seule fois.
Montrer que la table d’un groupe fini est un carré latin et étudier la réciproque.

Solution. Une table d’une l.c.i % est un carré latin < , tout élément est régulier pour *. Ceci est vraie pour
un groupe. la réciproque est fausse, il suffit de considérer la table :

'« | alb|c
a|blalc
c|bla
alcl|b

Ce n’est pas la table d’un groupe, ’associativité est en défaut car a(bc) = aa = b, mais (ab)c = ac = c.

Exercice 15. Soit G un groupe, H et K deux sous-groupes de G. Montrer que H U K est un sous-groupe de
G, si et seulement si, H C K ou K C H.

Solution. Montrons que, si HU K est un sous-groupe, alors H C K ou K C H. Par contraposition. Supposons
que HZ Ket K¢ H, alors il existe v € H z ¢ K et y € K, y ¢ H. Montrons que zy~' ¢ H U K. Sinon,
xy~ ' € Houxy ! € K. Sizy~' € H on a 2 'zy~! € H, ce qui entraine y~! € H. Absurde. De méme,
ry~! € K entraine » = xy~ 'y € K c’est encore une absurdité. Donc xy~! ¢ H U K. Par suite H U K n’est pas
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un groupe.

La réciproque est évidente.

Exercice 16. Soit G un groupe, H, K deux sous-groupes. On suppose qu’il existe x,y € G tels que zH = yK.
Montrer que H = K.

Solution.

D’abord on a y 'zH = K. Donc y 'ze = y 'z € K. Soit h € H, on a y 'zh € K. Donc y " 'zh = k € K. D’ou
h=x"tyk. Or 27ty = (y~'z)~! € K car K est un sous-groupe de G. Donc h € K. D’ott H C K. De fagon
symétrique on a K C H. Par conséquent H = K.

Exercice 17. Soit G un groupe, H et K deux sous-groupes de G.

1 - Montrer qu'’il existe une bijection entre (H/H N K), et (KH/K),. (Bien que K H n’est pas nécessairement
un sous-groupe de G).

_ |K|IH]

- |HNK|

3 - Montrer que si H, K sont d’indices finis de G, alors [H : HN K] < [G : K], que HN K est d’indice fini dans
Get:

2 - Montrer que si H et K sont finis, alors on a card(K H)

[G:HNK]<[G: H]G: K]
4 - Montrer que si [G : H] et [G : K| sont finis et premiers enre eux, alors G = KH.

Solution.

1 - Pour tout z(H N K) € (H/HNK),, posons ¢(z(H N K)z) = xK. Montrons que ¢ est une application
injective de (H/H N K), dans (G/K), dont I'image est (KH/K),.

¢ est bien définie. En effet, si 2(HNK) =y(HNK),onay 'z € HN K. Donc y~ 'z € K. ie. tK = yK. Par
conséquent, ¢ ne dépend pas du représentant choisi.

Montrons que ¢ est injective. Si ¢(z(H N K)) = ¢(y(HN K)), on a : zK = yK. Donc y~'x € K. Comme
r,y€ Hyona:y 'vr € HNK. Donc z(H NK) =y(HNK), ¢ est injective.

Pour zx € H,on a ¢p(x(HNK)) = 2K € (KH/K),. D’autre part, si 2K € (KH/K),,z € H, et ¢(x(HNK)) =
zK. Donc ¢((H/HNK)y = (HK/K),. 1l en résulte une bijection entre (H/HNK), = (KH/K),.

2 - Si H et K sont finis, les ensembles (H/H N K),, (KH/K), sont finis et ont méme cardinal. Par suite
|H|/|HNK|=card(HK)/|K]|.

3 - On suppose que H et K sont d’indices finis. On a (G/K), est fini. Donc, d’aprés 1, (H/H N K), est fini et
card (H/HNK),=[H: HN K] < Card(G/K), = |G : K].

On a [H : HN K] et [G : H] sont finis. Donc [G : HN K] est fini, et [G: HN K] =[G : H|[H : HN K]
(multiplicativité des indices). Or [H : HN K| < [G: K].D'ou [G: HN K| < |G : H|[G : K].

4-Onal|G: H|[H: HNK] =[G : K][K : HnN K]. Par conséquent, [G : K]|[G : H|][H : HN K]. Comme
[G:K|AN[G:H]=1,0ona|[G: K||[H: HNK]. mais, d’aprés 1, on a [H : HN K] < [G : K]. 1l en résulte que
[G:K]=[H:HNK].Ouencore [G: K| =[KH : K]. Finalement, G = KH.

Exercice 18. Soit G le groupe des isométries qui laissent fixe un triangle équilatéral. Donner la liste de tous
les sous-groupes G en précisant ceux qui sont distingués.

Solution. Le groupe G des isométries laissant fixe un triangle equilatéral est constitué les éléments : 1 'identité,
trois symétries si, s2, s3 et deux rotations rq,ry = r%. La table de ce groupe est la suivante :
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Po| 1 |7y | T2 | 81| s2 ]| s3

1 T1 79 I S3 S1 59
T2 T2 I 71 S9 | 83 | S1
S1 S1 So S3 I 1 T2
89 S92 S3 S1 T2 1 1
S3 S3 S1 So 1 T2 I

On a |G| = 6. Si H est un sous-groupe de G alors |H||6. Donc |H| € {1,2,3,6}. Il est alors facile de voir que les
sous-groupes de G sont {1}, {1,s1}, {1,s2}, {1, 83}, {1,71,72}, et G.
Sont distingueés les sous-groupes {1}, {1,71,72}, et G.

Exercice 19. Soit G un groupe et H un sous-groupe d’indice 2 de G.
1 - Montrer que H est distingué dans G.
2 - Montrer que Vg € G on a: g°> € H.

Solution.

1 - Il suffit de montrer que a~*Ha C H pour tout a € G. C’est vrai si a € H. Soit maintenant a ¢ H. Comme
[G : H] = 2, 'ensemble quotient & gauche modulo H est (G/H), = {H, Ha}. De méme, ’ensemble quotient &
droite modulo H est (G/H)g = {H,aH}. Onadonc G = HUHa = HUaH. 1l en résulte que Ha = G\H = aH.
Dot a='Ha C H.

2-Soit g€ G.Sige H,ona:g? € H.Sig¢ H. Supposons que g> ¢ H. On a g> € Hg (puisque G = HU Hyg).
Donc g2 = hg avec h € H. Ce qui entraine que g = h € H absurde. Donc g2 € H.

Exercice 20. Soit G un groupe et H un sous-groupe de G.
1 - Pour tout g € G, montrer que gHg ™' est un sous-groupe de G et que si H est fini, alors |gHg™ | = |H|.
2 - On suppose que G posséde un seul sous-groupe H d’ordre m. Montrer que H est distingué dans G.

Solution.

1 - Pour tout g € G, Considérons l’automorphisme intérieur v, : G — G, définie par v,(z) = gzg~*. On a
gHg™' = ~4(H). C’est I'image par un morphisme d’un sous-groupe donc c’est un sous-groupe. Si H est fini,
comme 7, est bijectif, on a : [gHg™'| = |v,(H)| = |H]|.

2 - Si G posséde un seul sous-groupe H d’ordre m, alors pour tout g € G, on a |gHg™'| = |[H| = m. Donc
gHg '=H.Dou H <G

Exercice 21. Soit G un groupe. On définit sur G une loi * par x * y = yz. Montrer que (G, %) est un groupe
isomorphe & G.

Solution. En écrivant : 2 x y = yr = (27 1y~ 1)~ on déduit que (z * y)~* = 2~ 'y~1. Donc I'application

(G,*) — (G,"), x — o1, est un isomorphisme.
Exercice 22. Montrer que les groupes (Q%, x) et (Q, +) ne sont pas isomorphes.

Solution. Supposons qu'il existe un isomorphisme f : (Q,+) — (Q7, x). Il existe a € Q, tel que f(a) =2. On
a2=f(a)=f(2+%)=f(%)* Donc f(%) = V2. Absurde, car V2 ¢ Q.

Exercice 23. Soit G = {e,a, b, c} groupe non cyclique d’ordre 4 d’élément neutre e.

1 - Montrer que a? = b?> = ¢ = ¢, ab = ba = ¢, ac = ca = b, bc = cb = a. En déduire que G est abélien.
2 - Montrer que G est un groupe de Klein.

3 - Donner la liste, & un isomorphisme prés, de tous les groupes d’ordre < 5.

Solution.

1- Soit x € G. On a o(z) | |G| = 4. Donc o(x) € {1,2,4}. Puisque G n’est pas cyclique, on a o(x) = 1ou2. Par

suite, 22 = e.
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Par ailleurs on a abet ba # a,b donc ab = ba = ¢ De méme ac = ca = b et bc = cb = a. En particulier, G est
abélien.

2 - Posons H = {e,a}, K ={e,b}. Ona HK = G, HN K = {e} et H,K < G (car G est abélien). Donc (voir
cours) G = H x K. C’est le produit direct de deux groupes cycliques d’ordre 2, c’est un groupe de Klein.

En conclusion, tout groupe non cyclique d’ordre 4 est de Klein.

3 - Soit G un groupe d’ordre < 5. Alors :

e Si |G| =1, il est isomorphe & {e}.

e Si |G =|p=2,3,5, il est isomorphe & (Z/pZ,+), car p est premier .

e Si |G| = 4, il est alors soit cyclique, isomorphe & (Z/4Z,+), soit de Klein, isomorphe a (Z/27 x Z/2Z,+).

Exercice 24. Soit R = ABCD un rectangle qui n’est pas un carré.

A B

Trouver son groupe de symétries.

Solution.

— — — — — —
Ona | AB[|=[| CD |, || BC ||=|| AD ||, et || AB [|>|| AD ||

Les isométries qui laissent fixe ce rectangle sont, en plus de l'identité I :

- la symeétrie par rapport & ’axe passant par les milieux des cotés AD et BC : o1 = < g g g Z >
. <1 . o A B C D

- La symétrie par rapport a ’axe passant par les milieux des cotés AB et CD : g9 = B A D C )
: ) (A B C D

- La rotation d’angle m, o3 = ( C D A B

G = {I,01,09,03}, tous ses éléments sont d’ordre 1 ou 2. Il n’est pas cyclique, donc isomorphe au groupe de
Klein.

Exercice 25. Dans GLy(R) on considére les matrices A = (_§ §) B = ( '). Trouver les ordres de A, B
et AB.

Solution.

On a A% = (7}7}), et A% =I. Donc o(A) = 3. De méme B = —I, B> = —B, B* = I. Donc o(B) = 4.

AB=(49),AB=I+N,avec N =(%70).Ona (AB)* = (I+N)*=1+kN # I, Vk € N*. Donc AB n’est
pas d’ordre fini.

Exercice 26.

1-Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. Si € G est d’ordre fini, montrer que l'ordre de f(x) divise
l’ordre de x, avec égalité si f est injectif.

2 - Soit G un groupe, z,y € G, montrer que les éléments xy et yx sont conjugués et en déduire qu’ils ont le
méme ordre.

Montrer le méme résultat pour zyz,yzx, zry.
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Solution.

1-Soit n =o(z). On a f(z)™ = f(z™) = f(e) = ¢'. Donc o(f(x))|n.

Supposons que f est injectif, soit k¥ € N tel que f(z)¥ =¢’. On a : f(2*) = ¢/. Comme f est injectif, z¥ = e.
d’ou n|k. Il en résulte que o(f(z)) = n.

2 - 11 suffit de remarquer que ry = zyrz~! = v,(yz). Ol v, est Pautomorphisme intérieur associé¢ a x. Donc,
d’aprés 1, o(zy) = o(y.(yx)) = o(yx).

De méme zyz = xyzacx_l = z_lzxyz.

Exercice 27. Soit G un groupe fini d’ordre n et k un entier naturel. On considére 'application f : G — G,
définie par f(z) = 2*, Vo € G.

1 - f est-elle un endomorphisme ? Justifier.

2 - On suppose que k est premier avec n.

a - Montrer que f est bijective.

b - Montrer qu'il existe un entier m tel que f~!(z) = 2™, Va € G.

Solution.

1 - En général, f n’est pas un endomorphisme. Par exemple, on prend G = S3, k =2, x = (12),y = (23). On a
(zy)? = (123)? = (132), alors que z%y* = 1.

2 - On suppose k An = 1.

a - D’aprés Bézout, il existe u,v € Z : uk + vn = 1. Soit z € G. Posons z = z%. On a z¥ = z% = gl =
z.xz”"" = z. Donc x admet un antécédent. Par conséquent, f est surjective. Comme G est fini, f est bijective.
b - La question a, montre qu'il suffit de prendre m = u, puisque (z¥)™ = x.

k

Exercice 28. (Théoréme de Cauchy pour les groupes abéliens) Soit G un groupe abélien fini et p un nombre
premier divisant ’ordre de GG. Montrer que G contient un élément d’ordre p.

Solution. Posons |G| = pm et raisonnons par récurrence sur m. Si m = 1, |G| = p, G = Z/p.Z, le résultat est
vrai.

Supposons que m > 1 et que le résultat soit vrai pour tous les entiers < m. Si G est un groupe d’ordre pm,
considérons un élément g # e de G et H =gr < g >. On a H # {e}.

e Si H = @G, G est cyclique et I’élément g™ est d’ordre p.
eSiH#G,onap||G|=[G: H||H|

- Sip||H]|, comme on a |H| < |G|, on applique ’hypothése de récurernce qui nous donne un élément = d’ordre
p dans H donc dans G.

-Sipt|H|onap|[G: H|. Comme G est abélien, H < G, et |G/H| = [G : H| < |G|, on applique alors
I’hypothése de récurence & G/H : il existe Z € G/H, tel que o(z) = p. Donc xP € H. Posons |H| = k et y = z*.
Montrons que o(y) = p. D’aprés Bézout, il existe o, 3 € Z : ap+ Bk = 1. On a x = 2°PHFF = (2P)® 4® forcément
y # e, car sinon on aura z € H. Par ailleurs, y? = (2¥)? = e, par conséquent o(y) = p.

Exercice 29. Soit G un groupe d’élément neutre e tel que Vo € G on a z2 = e.

1 - Montrer que G est abélien.
2 - On suppose que G est fini. Montrer que son ordre est une puissance de 2.

Solution.

1-Pour z,y € G,on a: e = (vy)? = zyry. Donc 2y = x?yxy® = yx. G est abélien.

2 - Soit p un nombre premier tel que p | |G|. D’apreés le théoréme de Cauchy pour les groupes abéliens, il existe
dans G un élément = d’ordre p. On a zP = e ce qui entraine que 2|p, par conséquent p = 2. Ainsi 2 est le seul
nombre premier divisant |G|. Il en résulte que |G| est une puissance de 2.

Exercice 30. Soit G un groupe cyclique d’ordre n engendré par un élément g.
Si k un diviseur de n. Montrer que G posséde un seul sous-groupe d’ordre k.

Solution. Considérons I’ensemble H = {g € G : g* = e}. Montrons que H est un sous-groupe d’ordre k de G.
Onaek =e,donce € H. Siz,y€ H,alors (zy~1)* = 2F(y*¥)~! car G est abélien. Donc (vy~!)* = e. Par suite
zy~' € H. H est un sous-groupe de G.

10
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H est cyclique comme sous-groupe d’un groupe cyclique. Posons H = gr(h). Comme h* = ¢,onao(h) = |H| < k.
Montrons que |H| > k. Soit z = g*. Il est clair que o(z) = k. Donc x € H. Par suite k < |H|. Finalement
|H| = k.

Soit H' un autre sous-groupe d’ordre k de G. On a Vo € H', 2* = e. Donc H' C H. Comme |H| = |H'| = k, on
aH =H.

Exercice 31. Soit (G,-) un groupe d’élément neutre e.

1 - Si g est un élément d’ ordre n de G. Montrer que I’ordre de g* est égal a s o n Ak désigne le PGCD de
n et k. En déduire que g* engendre gr< g>, si et seulement si, k& est premier avec n.

2 - Soit = € G tel que o(x) = n. Pour k|n, montrer que o(x¥) = k.

3 - Soient a,b € G d’ordres finis tels que ab = ba et o(a) A o(b) = 1. Montrer que gr<a> Ngr <b>= {e} et que
o(ab) = o(a)o(b).

4 - Déterminer le groupe des éléments inversibles du monoide (Z/36Z,-). Calculer I'ordre de chacun de ses
éléments. Est-il cyclique 7

Solution.

1 - Posons m = -2—. On a (g*)™ .Orkm =n f\k, nlkm. Donc (g¥)™ = e. Par conséquent, o(g*)|m.
Reaproquement Posons d=nANEk. On an=m.detk=Fk.davecmAk' =1.85i(¢*)* = e, on a n|ks. Donc
md|k'ds. i.e. m|k’s. Comme m Ak’ =1, on a m|s.

g* engendre gr< g>, si et seulement si, o(g*) = n. Donc si et seulement si,
2-o(xt) = - avec d = 2. Donc o(zt) = 2 = k.

3 - Soit z € gr <a > Ngr <b>. Dapres le théoreme de Lagrange, on a o(z)|o(a) et o(z)|o(b). Comme
o(a) No(b)=1,onao(z)=1,iex =e.

S =n. CestadirenAk =1

Posons n = o(a)o(b). Puisque ab = ba, on a (ab)™ = a™b" = e. Soit maintenant m un entier tel que (ab)™
On a a™b™ = e Donc a™ = b""™ € gr <a> Ngr <b>. Donc a™ = e et b™ = e. Par conséquent, o(a)|
o(b)|m. Comme o(a) A o(b) =1, on a o(a)o(b) = n|m. En conclusion, o(ab) = o(a)o(b).

Posons U, le groupe des inversibles du monoide (Z/nZ,.). On sait d’aprés 'exercice ??, que U,, = {k € Z/nZ :
kAn=1}.

Uz n’est pas cyclique car il ne contient aucun élément d’ordre 12.

Exercice 32. Soit un groupe G tel que I'application z +— 2~! soit un endomorphisme de G. Montrer que G
est abélien.

Solution. On a Va,y € G, (zy)"! =y to~! = (yz)~!. Donc zy = yx. G est abélien.

Exercice 33. Dans cet exercice, G désigne un groupe fini d’ordre 2p, ol p est un nombre premier impair.
1 - Montrer que Vz € G, on a o(x) € {1,2,p, 2p}.

2 - Montrer que G contient un élément a d’ordre p.

Dans la suite on notera N le sous-groupe engendré par a.

3 - Montrer que N est distingué dans G.

4 - Montrer que Vz € G, si o(xz) = p alors z € N.

5 - Montrer que G contient un élément b d’ordre 2 et que bab = a*, ot k = 1 ou p—1.

11
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6 - On suppose que k£ = 1. Montrer que G est cyclique.
7 - On suppose que k = p—1. Montrer que G est diédral.

Solution.

1 - D’aprés le Théoréme de Lagrange, Vo € G, o(z)| |G| = 2p. Donc o(zx) € {1, 2, p, 2p}.

2 - Si Vo € G\{e},o(x) = 2, on aura , d’aprés ’exercice 29, |G| est une puissance de 2, ce qui est faux.
Donc il existe un élément = € G\{e} : o(x) # 2. i.e. 22 # e. Posons a = 22, alors puisque |G| = 2p, on a
a? = (22)P = 2%P = e. Ce qui entraine que o(a) = p.

3-On a |N| =p, donc [G: N] = 2. D’apreés Pexercice 19, N < G.

4 - Soit * € G tel que o(z) = p, on a x> € N. D’aprés Bézout, il existe u,v € Z : 2u + pv = 1. Donc
x =2t = (2?)*.(zP)? = (z?)* € N.

5 - Supposons que Yz € G, on a zP = e. On aura alors, d’aprés 4, x € N. Ce qui entraine G C N, ce qui est
absurde. Par suite, il existe € G : 2P # e. Posons b = zP. On a b®> = e. b est donc un élément d’ordre 2.

Puisque N <1 G, on a bab = bab~! = a* € N, et a = bbabb = ba*b = (bab)* = (a*)¥ = a*". Ce qui implique que
a¥’~1 = ¢. D'out p| k* 1= (k—1)(k+ 1). Ou encore, puisque p est premier, p|k — 1 ou p|k + 1. Comme
ke{0,1,2...p—1},ona:k=1louk=p—1.

6 - Si k =1, ab = ba, montrons que o(ab) = 2p. On a (ab)?? = e. Soit n € Z tel que (ab)"™ = e. Puisque ab = ba,
on a: (ab)™ = a™b™ = e. Ou encore a” = b~". En élevant a la puissance p on obtient : e = a"? = b~"P. Il en
résulte que 2 | np. D’ou 2 | n, car p est impair. Par conséquent, a™ = e, il s’ensuit que p | n. Finalement, 2p | n.
En conclusion, o(ab) = 2p, ce qui entraine que G est cyclique engendré par ab.

7-Sik=p—1,etpuisque [G: N] =2,0na: G = NUNb. Donc tout élément de G est de la forme a*b™, ce qui
entraine que G est engendré par a et b. Par ailleurs, o(a) = p, o(b) = 2, abab = e, donc o(ab) = 2. Finalement
G est diédral.

Conclusion finale : Tout groupe fini d’ordre 2p, avec p premier impair, est ou bien cyclique ou bien diédral. Cela
s’applique, par exemple, pour les groupes d’ordres 6, 10, 14, etc..

Exercice 34. Soit (M, +) un groupe abélien noté additivement, d’élément neutre noté 0. Pour n € N, On pose
Tn(M) ={x € M : nx = 0}.

1 - Montrer que T, (M) est un sous-groupe de M.

2 - Exprimer T,,(M) pour M = Z/mZ.

Solution.
1-Ona0eT,(M)etsiz,y € T,,(M),ona:nx =ny = 0.Donc n(x—y) = 0. Ce qui entraine que z—y € T,,(M).

2 - D’aprés la caractérisation des sous-groupes de M = Z/mZ, T,,(Z/mZ) = H/mZ, ou H est le sous-groupe
deZ:H={ke€Z:kn=0}={ke€Z:m|kn}.

Soit k € H. On am | kn. i.e. kn = am, avec « € Z. Posons d = PGCD(m, n), alors : m = du et n = dv avec u, v
premiers entre eux. kn = kdv = am = adu = kv = au. Comme u, v sont premiers entre eux, u | k, i.e k = 37%.

Réciproquement, si k = a’7, alors kn = o™ = am?%, est divisible par m.

Conclusion : H = %7 et T,(Z/mZ) = % Z/mZ.

Exercice 35. Soient N et M deux groupes abéliens notés additivement. On note Hom (N, M) I’ensemble des
homomorphismes de N dans M.
Pour f,g € Hom(N, M) on considére I’application f + g définie par :

f+g(@) = f(z) +g(z) Vee N

1 - Montrer f + g € Hom(N, M).
2 - Montrer (Hom (N, M), +) est un groupe abélien.
3 - On prend N = Z/nZ et on considére I'application ¢ : Hom(N, M) — M, définie par ¢(f) = f(1).

12



Université Chouaib Doukkali Module :Algébre 6
Faculté des Sciences Responsable : A. Haily
Département de Mathématiques AU : 16-17

a - Montrer que ¢ est un homomorphisme de groupes.
b - Montrer qu’on a 'isomorphisme Hom(Z/nZ, M) = T,,(M).
c - Identifier Hom(Z/nZ,Z/mZ).

Solution.
1 - Montrons que f + g € Hom(N,M). Posons h = f+g. On aVz,y € N, h(z +y) = (f +g9)(z+y) =
fla+y) +9(@+y)=f@)+ fy) +9(x) +9() = f(2) +g(x) + f(y) + 9(y).

Donc h(z +y) = (f + 9)(z) + (f + 9)(y) = h(z) + h(y), h = f + g € Hom(N, M).

2 - I suffit de montrer que Hom(N, M) est un sous-groupe du groupe des applications N — M. En effet, il est
non vide, car contient I’application nulle. Stable par 4+ d’aprés 1, et si f € Hom(N, M), alors — f € Hom(N, M).

3 -a- Soient f,g € Hom(N, M), on a: ¢(f +g) = (f+g)(1) = (f)(1) + (9)(1). L’application ¢ est donc un
morphisme de groupes.

b - Montrons que Im¢ = T,(M). Si z € Img¢, il existe f € Hom(Z/nZ,M), tel que f(1) = z. On a
nx = f(in) = f(0) = 0. Donc x € T,,(M). Réciproquement, si x € T,,(M). Soit g : Z — M, définie par g(k) = kx.
¢ est un homomorphisme et g(nZ) = {0}. D’aprés la décomposition canonique, il existe f : Z/nZ — M, telle
que f(k) = g(k), et on ag(f) = f(1) = g(1) = x. Par conséquent, z € Im¢.

Montrons que ¢ est injectif. Soit f € Ker¢g. On a ¢(f) = f(1) = 0. Par suite, Vk € Z/nZ, f(k) = kf(1) = 0.
D’ou f = 0. ¢ est injectif. En conséquence, Hom(Z/nZ, M) = Im¢ = T,,(M).

¢ - Hom(Z/nZ,Z/mZ) = T,(Z/mZ) = wZ/mZ, oi w = 7 , d étant le PGCD de m et n. Par conséquent,
Hom(Z/nZ,Z/mZ) = Z]dZ.

Exercice 36. Soit p un nombre premier différent de 2, G un un groupe fini d’ordre p + 1 et d’élément neutre
e. On suppose que G posséde un automorphisme o d’ordre p. On pose E = G\{e}, et on note « la restriction
de o a FE.

1-Soit I' = {I,0,02,...07~1}. Montrer que, pour tout a € G, 'ensemble H, = {¢ € T' : ¢(a) = a} est un
sous-groupe de T'.

2 - Montrer qu’il existe a € E tel que G = {e,a,0(a),0?(a),...,0?"1(a)}.

3 - Montrer que a? = e. (Raisonner par I’absurde en supposant que a? # e. Montrer alors qu’il existe 1 < k <
p— 1, tel que a=! = 0% (a) et conclure & une contradiction).

4 - Montrer que Vo € G, on a : 22 = e et en déduire que G est abélien d’ordre une puissance de 2.

5 - Donner un exemple d’un tel groupe et un tel automorphisme.

Solution. 1- Soit H, = {¢ € I': ¢(a) = a}. Montrons que H, est un sous-groupe de I'. L’ensemble H,, contient
évidemment P'application identique I. De plus, si ¢ et ¢’ sont dans H,, alors ¢ o ¢'(a) = ¢(¢'(a)) = ¢(a) = a.
Par ailleurs, ¢~1(a) = ¢7!(¢(a)) = a. En conclusion, H, es un sous-groupe de G.

2 - Comme H, est un sous-groupe de I' qui es d’ordre p premier, on a, d’aprés le Théoréme de Lagrange,
|H,| = 1,0u p. Donc H, =T, ou H, = {I}. Montrons qu’il existe a € G tel que H, = {I}. Sinon, Va € G, on
aura H, =T, ce qui impliqueralt que Va € G, o(a) = a et que o = I, absurde. Soit donc a € G tel que H, = {I}.
On a F = {a,0(a),0?(a),...,0?"1(a)} C E. Mais card F = p, car o¥(a) # c™(a), Yk #m =0,1...p—1. Donc
F=E.DouG=FEU{e} ={e,a,o(a),0%(a),...,aP"1(a)}.

3 - Par 'absurde, supposons que a? # e, alors a~! # a. Par suite, existe un entier k tel que 1 < k < p — 1,
et a=' = o¥(a). Appliquons o?~%  on obtient : 6? *(a~!) = o?7*(c*(a)) = oP(a) = a. D’ott a~! = P F(a).
Par suite 0?~*(a) = 0% (a). D’aprés le choix de a, on a p—k = k, ce qui entraine que p = 2k, absurde. Donc a® # e.

4 - On a Vg € G\{e}, il existe k tel que g = o%(a). Alors, g?> = 0¥(a®) = o¥(e) = e. Il en résulte que G est
abélien d’ordre une puissance de 2 d’aprés Exercice 3.

5 - En cherchant un exemple, on note d’abord que z? = e pour tout élément de G. On a un exemple de ce

type de groupe : c’est le groupe de Klein G = Z/2Z x Z/2Z. On considére I’endomorphisme o défini par :
o(x,y) = (z +y,2). o*(z,y) = (y,x +y), 03(x,y) = (z,y). Donc o est un automorphisme d’ordre 3 =4 — 1.
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Exercice 37. Soient les matrices complexes : I = (19); J=(98); K= (3 0); L=(2}).

Onpose H={I,-1,J,—J,K,—K,L,—L}.

1 - Montrer que H est un groupe non commutatif pour la multiplication des matrices. (H est appelé groupe des
quaternions).

2 - Montrer que tout sous-groupe de H est distingué.

3 - Montrer que H n’est pas diédral. (On montrera que le groupe diédral d’ordre 8 contient un sous-groupe
d’ordre 2 non distingué).

4 - Soit G un groupe engendré par deux éléments a, b tels que o(a) = 4, a®> = b?, et aba = b. On pose
N =gr<a>.

a - Montrer que bN C Nb.

b - Soit K = N U Nb. montrer que K est un sous-groupe de G et en déduire qu K = G.

¢ - Montrer que |G| = 8 et que tous les éléments de G s’écrivent a*b™, avec k = 0,1,2,3 et m = 0, 1.

d - Montrer que G est isomorphe au groupe des quaternions.

Solution.

1 - Il suffit de montrer que H est stable par produit matriciel et que 'inverse d’un élément de H est un élément
de H Ona: I € Het JK=-KJ=L,KL=—-LK=J,LJ=—-JL=K,J?>=K?=1L?=—I. Ceci
implique aussi que J ' = —-J, K~ ' = -K L™' = —L.

2 - Si N est un sous-groupe de H, alors o(H) € {1,2,4,8}. Par ailleurs, on a o(I) = 1, o(—I) = 2, les
o(xJ) =o(£K) = o(£L) = 4.

- Les sous-groupes triviaux {I} et H sont évidemment distingués.

- Un seul sous-groupe d’ordre 2 qui est {I,—I} il est distingué.

- Les sous-groupe d’ordre 4 sont évidemment distingués car ils sont d’indice 2.

3 - Le groupe diédral Ay = {e,a,a?, a®,b,ab,ab,a®b}, posséde un sous-groupe d’ordre 2, {e,b} qui est non
distingué car aba=* = a?b ¢ {e,b}. Donc, d’aprés 2, H n’est pas diédral.

4 - a - Montrons que bN C Nb, c’est a dire bNb~1 C N. On a : ba*b~! = (bab~ 1)k = (a®)* = a®F € N.
b - Montrons que K = N U Nb est un sous-groupe de G.

On a K # @, car e € K. Soient g, h € K.

-Sig,h€ Nonaghe N car N est un sous-groupe de G.

-Sige N et he Hb,on a gh € Nb.

-Sige Nbet he N,on aghe NbN C N.Nb C Nb.

-Sig,h € Nb,on a gh € NoONbC N.Nb> C N, car b*> =a? € N.

Dans tous les cas on a gh € K.

-Soit g€ k,sige N,g7' € N,sige Nb, g7 €b='N =b3N = b.b>N C bN C Nb.

En conclusion, K est un sos-groupe de G. Comme a,b € K, on a G C K. Par conséquent, G = K = N U Nb.
c-Onal|G|=|N|.[G: N]=42=8. Comme G = N U Nb, tout élément de G est de la forme a*b™.

d - Considérons le J, K les éléments du groupe des quaternions H de la question 1. Posons ¢(a™b™) = J™K™.
Si a™b" = am/b"/, ona JnK" = Jm K", ¢ définit ainsi une application de G dans H. ¢ est un morphisme in
jectif. Comme o(G) = |H]|, c’est un isomorphisme.

Exercice 38. Soit G un groupe non abélien d’ordre 8 d’élément neutre e.

1 - Montrer que G contient un sous-groupe cyclique H d’ordre 4 et que H est distingué.
Dans la suite, on notera H = {e, a,a?, a®}.

2 - Soit b € G\H. Montrer G = H U Ha et en déduire que H est engendré par a,b.

3 - Montrer que bab~! = a?.

4 - On suppose que b est d’ordre 2. Montrer que G est diédral.

5 - On suppose que b est d’ordre 4. Montrer que G est quaternionien.
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1 - Soit « € G, on a o(z)|8, donc o(z) € {1,2,4, 8}.

Si 22 = eVz € G, alors G est abélien ce qui est absurde. Donc il existe a € G tel que o(a) = 4.

Soit H = gr < a >, alors [G : H] = 2. Donc H < G.

2 - Comme [G: H|=2,etb¢ H,on a (G/H)y ={H,Hb}. Donc G = HU Hb. Tout élément de G est alors de
la forme a*¥’. Donc G = gr < a,b >.

3 - Comme H est distingué, on a bab~—! € H et o(bab~!) = o(a). Par conséquent bab—!, engendre H. Il en résulte
que bab~! = a ou a3. Si bab~! = a, alors ab = ba. Or G est engendré par a et b donc il sera abélien ce qui est
absurde. Par conséquent bab~! = a3.

4 -Sio(b) =2, on a o(a) = 4, abab = a.a® = e. Donc o(ab) = 2. G est alors diédral.

5-Si o(b) =4, on a b*> € H, comme b? est d’ordre 2, il s’ensuit que b*> = a?. G est quaternionien.

Exercice 39. Dans le groupe affine G = GA(R), on note N = {f;; : b € R}. Montrer que IV est un sous-groupe
distingué de Aff;(R) et que GA(R)/N = (R7, x).

Solution. Soit ’application ¢ : G — (R, x), définie par ¢(fa,p) = a. Alors ¢(fap © fe,d) = ¢(fac,adss) = ac =
¢(a)p(c). Donc ¢ est un morphisme de groupes. On vérifie facilement qu’il est surjectif et que Ker¢ = N. Le
premier théoréme des isomorphismes permet alors d’écrire GA(R)/N = (R%, x).

Exercice 40. Soit G un groupe. Pour tout g € G, on considére 'application ~, : G — G, définie par v4(z) =
grg~!l, Vo € G.

1 - Montrer que -y, est un automorphisme de G appelé automorphisme intérieur associé a g.

2 - Montrer que vygp, = V4 © Yh. €t que (v,) "t = Yg-1-

3 - On note Aut(G), le groupe des automorphismes de G. Int(G) ensemble des automorphismes intérieurs de
G.

a - Montrer que Int(G) est un sous-groupe distingué de Aut(QG).

b - Etablir I'isomorphisme Int(G) = G/Z(G), ou Z(G) désigne le centre de G.

Solution.

1-OnaVz,y € G, v (zy) = gryg' = grg ' gyg~ = v4(x)74(y). Donc 7, est un endomorphisme.

On a 4 0 74-1 = 74-1 074 = Ig. Donc v, est bijectif. C’est un automorphisme.

2-Vz € G, ona:y(z)=ghre(gh)™ = ghzh™g~! = v,(yn(z)) = 74 o v (z). Par conséquent, vy, = 74 © V4.
On a vy 07,-1 =7 = Ig. Donc v,-1 = (74) "

3-a-Ig €nt(G). Sivg v, ' €nt(G), ona:v,07, " =71 € nt(G). Donc Int(G) est un sous-groupe de
Aut(Q).

Montrons qu’il est distingué. Soit o € Aut(G). On aVz € G, covy,00 (z) = o(go 1 (z)g~ ) = o(g9)zo(g™t) =
Yo(g)(®). Par suite, 0 0 y5 0 07! == 7,5 € Int(G). En conclusion, Int(G) est un sous-groupe distingué de
Aut(G).

b - Soit 'application ¢ : G — Int(G), ¢(g) = v4- On a ¢(gh) = vgn = 7907 = ¢(g9) 0 ¢(h). ¢ est un morphisme
surjectif de groupes. D’aprés le premier théoréme d’isomorphisme, on a G/Ker¢ = Int(G). Soit g € G, alors
geKerp &y, =Ig Ve eG,gzg ' =x & Vo e G, gz =gz & g € Z(G).

Exercice 41. Soient G et G deux groupes Si Hy <G et Hy <tGo. Montrer que 'on a : Hy X Hy Gy X G et

Gl X G2 ~ G1 G2
Hl X HQ H1 H2

Solution. On a un morphisme surjectif de groupes ¥ : G; x Gy —= gl X G2 défini par ¢(z1,22) =

(m1(z1), m2(x2)), ol ; sont les surjections canoniques correspondantes. Par allleurs (xl,xg) € Keryp & 27 €
Hyetxzs € Hs. Par conséquent, Keryy = Hy x Hs. Il en résulte que H; X Hy << G X G5 et d’aprés le premier
théoréme des isomorphismes

GG G G

H o< H, H = H

Exercice 42. Soit G un groupe fini d’élément neutre e possédant un automorphisme o tel que Vz € g, o(x) =
x = z = e. On considére l'application f : G — G; définie par : f(z) = 270 (z).

1 - Montrer que f est une bijection.

2 - On suppose que o2 = I. Montrer que Vo € G on a : o(r) = 271, et en déduire que G est abélien d’ordre
impair.
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1 - Montrons que f est injective. Soient z,y € G tels que f(x) = v to(z) = f(y) = y~to(y), alors o(y)o(z) ! =

yr~1. Donc o(yz~1) = yxr~!. Par hypothése, e est le seul élment fixé par o, par conséquent, yz~! = e. D’oil
x =y. f est injective. Comme G est fini, f est bijective.

2 - Soit * € G, comme f est bijective, il existe a € G tel que * = a~'oa. On a o(x) = o(a"1)o?(a) = o(a)"la =
(a=to(a))™! = 27!. Donc o est Iinversion x — x~!. Il en résulte que G est abélien. Par ailleurs Vo € G,
r#e=o(x) =21 #z ie 2? # e. par conséquent, G ne posséde pas d’élément d’ordre 2. Ce qui entraine
que l'ordre de G est impair.

Exercice 43. Soient les matrices u = ({ 73) et v=(9}) de GLy(R).

1 - Déterminer les ordres de u, v et uv.

2 - Soit G le sous-groupe de GLo(R) engendré par les éléments u et v. Montrer que G est diédral d’ordre 8.
3 - Soit w = u?. On note Z(G) le centre du groupe G. Montrer que Z(G) = {I,w}.

4 - Quelle est la nature du groupe quotient G/Z(G)?

Solution.
1-Onaw®=(775)(?75) = (% )su=(70) (0" ) = (%6)sut = (% %) (7 5) =1 Donc

v2=(98)(9%) = 1. Donc o(v) = 2.

uv = (? 76) Y5 = (61 Ol), (uv)? = I. Donc o(uv) = 2.

2 - G est engendré par u,v, tels que o(u) = 4, o(v) = 2, o(uv) = 2. Par conséquent, G est un groupe diédral
d’ordre 8.

3 - 1l suffit de montrer que w commute avec les générateurs de G. Soit w = u2. On a vw = wu et vwv™ ! =

vwv = vu?v = vuvvuw = v "t = w2 = u? = w. Donc vw = wv. Par conséquent, w € Z(G).

D’abord tout élément g de G s’écrit g = uFv?, avec k = 0,1,2,3 m = 0,1. Soit g = uFv* € Z(G). Montrons
d’abord que i = 0. Si g = v*v. On a ug = v*+'v et gu = vFvu = uF = w3y, Donc gu # ug. Par conséquent,
Z(G) C gr < u >. Soit donc g = uF € Z(G). On a vu* = u*"Fv = uFv. Par conséquent u*~2* = ¢, ce qui
implique que 4|4 — 2k. Donc k = Oou 2. Finalement, Z(G) = {e,u?}.

4-0nao(G/Z(G)) =4,et Vg € G,on a: g?> € Z(G). Par suite §g°> = &. Par conséquent G/Z(G) est de Klein.

Exercice 44. m et n deux entiers premiers entre-eux.
1 - Montrer que Z/n.Z x Z/m.Z = Z/nm.Z.
2 - Montrer que le produit direct de deux groupes cycliques d’ordres premiers entre eux est un groupe cyclique.

Solution. 1 - Soit ¢ : Z — Z/n.Z x Z/m.Z, définie par ¢(x) = (m1(z), m2(x)), ot m(x) (resp.ma(x) est la
classe de x modulo n (res. m). On a ¢ est un morphisme de groupes.

Soit x € Z. On a = € Ker(¢) & nlretm|z < mn|z, car m et n sont premiers entre eux. Par consé-
quent, Ker¢p = nmZ. D’aprés le premier théoréme des isomorphismes on a Z/Ker¢ = Z/nmZ = Im¢. Or
o(Im¢) = o(Z/nmZ) = mn = o(Z/n.Z x Z/m.Z). Donc Im¢ = Z/n.Z x Z/m.Z.

En conclusion on a l'isomorphisme Z/n.Z x Z/m.Z = Z/nm.Z.
2 - Si G; et Gy sont deux groupes cyclique d’ordre respectifs n et m premiers entre eux, on a Gy X Gg =
Z/nZ x Z/m.Z = Z/nm.Z. Donc G1 X G est cyclique.

Exercice 45. Soit (G, -) un groupe noté mutiplicativement d’élément neutre noté e. On note Aut(G) le groupe
des automorphismes de G. Un sous-groupe H de G est dit caractéristique dans G, si pour tout automorphisme
ude Gonau(H)CH.

1 - Montrer que tout sous-groupe caractéristique de G est distingué dans G.

2 - Montrer que le centre de G est un sous-groupe caractéristique de G.

3 - On suppose que G posséde un seul sous-groupe H d’ordre m. Montrer que H est un sous-groupe caractéris-
tique de G.

4 - On suppose que G est cyclique. Montrer que tout sous-groupe de G est caractéristique.

5 - (Transitivité) Soit N un sous-groupe caractéristique de G et H un sous-groupe caractéristique de N. Montrer
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que H est un sous-groupe caractéristique de G.
6 - Soit £ un groupe non trivial d’élément neutre e. On considére le groupe produit direct G = E x E. Montrer
que N = E x {e} est un sous-groupe distingué dans G mais n’est pas caractéristique.

Solution. 1 - Soit H un sous-groupe caractéristique de G. Pour tout ¢ € G, on a v4(H) C H, ol v, est
I’automorphisme intérieur = + grg~'. Donc gHg~' C H. Le sous-groupe H est donc distingué dans G.

2 - Soit z € Z(G) et u € Aut(G). Il faut montrer que u(z) € Z(G). Ona : Vy € G, Iz € G : y = u(x), car u est
bijectif. D’ot yu(z) = u(z)u(z) = u(xz), car u est un automorphisme. Mais u(zz) = u(zz), car z € Z(G). Donc
yu(z) = u(zz) = u(z)u(z) = u(z)y. Par conséquent, u(z) € Z(G).

3 - Soit H 'unique sous-groupe d’ordre m de G. Pour v € Aut(G), o(u(H)) = o(H) = m, car u est un auto-
morphisme. Donc u(H) = H.

4 - On suppose que G est cyclique engendré par g. Soit H un sous-groupe de G. H est donc engendré par g~.
Pour tout u € Aut(G), on a u(g) = g™ car G est cyclique. Il en résulte que pour tout z = ¢g*¥ € H, on a :

u(@) = u(gh*) = u(g)* = (g")" = g™ = (¢")™ € H.

5 - Soit N un sous-groupe caractéristique de G et H un sous-groupe caractéristique de N. On a Vu € Aut(G),
w(N) C N.On aaussi u=1(N) C N. Donc u(N) = N. Ainsi la restriction de u & N, u iy, est un automorphisme
de N. Comme H est un sous-groupe caractéristique de N, on a w1y (H) = u(H) C H.

6 - Soit F un groupe non trivial d’élément neutre e, et G = F x E le groupe produit direct.

Montrons que N = E X {e} est un sous-groupe distingué dans G. On a (e,e) € N, et si (z,¢e), (y,e) € N, on a
(z,e).(y,e)~t = (x,e).(y" 1, e) = (zy~',e) € N. Donc N est un sous-groupe de G.

V(a,b) € G, ¥(z,e) € N,on a: (a,b)(z,e)(a,b)"1=(a,b)(z,e)@ Lb™1)
= (axa=',aea™t) = (axa=!,e) € N. Donc N est un sous-groupe distingué de G.

Montrons que N n’est pas caractéristique. Il suffit de prendre v : G — G; u(z,y) = (y,z). u est bien un
automorphisme de G. On a u(N) = {e} x E ¢ N.

. . 1 2 3 4
Exercice 46. 1—Smt0(2 58 6

et calculer son ordre et sa signature.

Z ? ; ? > € Sg. Décomposer o en produit de cycles disjoints
2 - Soit ¢ = (34)(45)(23)(12)(56)(23)(45)(34)(23) € Sp. Calculer ¢ et déterminer son ordre et sa signature.
3 - Soit o = (1384) o (268) o (532) € Sg. Décomposer o en produit de cycles disjoints et calculer son ordre.

4 - Soit n € N*. On considére la permutation o € S,, définie par (k) =n+1—k, Vk = 1,...,n. Calculer la
signature de o.

Solution.
1- On a o = (12546)(387). Son ordre est le PPCM des longueurs des cycles disjoints qui la composent. Donc
o(c) = PPCM(5,3) = 15.

On a o = (12)(25)(54)(46)(38)(87) est composée d’un nombre pair de transpositions. Donc ¢(o) = 1.
2 - Soit ¢ = (34)(45)(23)(12)(56)(23)(45)(34)(23) € Se.

On a ¢(1) =4, ¢(2) = 6, ¢(3) = 2, (4) =1, ¢(5) = 5, $(6) = 3.

1 2 3 45 6
Donc¢_(4 6 2 15 3)
¢ est le produit d’un nombre impair de transpositions, par suite sa signature est —1.
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D’autre part, la décomposition de ¢ en cycles disjoints donne ¢ = (14)(263). Il en résulte que o(¢) = PPCM(2,3) =
6.

3 - Soit o = (1384) 0 (268) o (532) € Ss.

eo(l)=3,0(3) =6,0(6) =4, 0(4) = 1, Donc o contient dans sa décomposition le cycle (1364).
e 0(2) =5, 0(5) =8, 0(8) = 2. Donc o contient le cycle (258).

e 0(7) =17, 7 est fixe par o.

Par conséquent, o = (1364) o (258). Son ordre est donc 12.

4-0€S, est définie par (k) =n+1—k, Vk=1,...,n. Ona:

e Sin =2k est pair, 0 = (I1n)(2n —1)...(kk + 1), donc €(o) = (—1)*.

e Sin =2k +1 est impair, 0 = (1n)(2n —1)...(kk +2), donc €(c) = (—1)*. (Noter que dans ce cas 14, k + 1
est fixé par o)

Alinsi,

- sin=0oul (modd), o est paire,

— sin=2ou 3 (modd4), o est impaire.

Exercice 47. Soit 0 € S,, d’ordre un nombre premier p t n. Montrer que o posséde au moins un point fixe.

Solution. Nous allons montrer que si o ne posséde pas de point fixe, alors p | n. Soient Qy,...,Q, les orbites
suivant o. L’ordre de o est le PPCM des longueurs (cardinaux) de ses orbites. On a Zle card(§);) = n, car les
orbites forment une partition de 'ensemble {1,...,n}. Supposons que o ne posséde pas de point fixe. Cela veut

dire que toutes les orbites ont un cardinal > 1. Comme le cardinal de l'orbite divise o(c) = p, par conséquent,
cardQ; =p, Vi =1,...,k. Il s'ensuit que n = kp. i.e p | n.

Exercice 48. Déterminer les différents ordres que peut avoir une permutation de Sg. Quel est 1’ordre maximal
d’une telle permutation ?

Solution. Une permutation o se decompose en produit cics ... c, de cycles deux & deux disjoints. L’ordre de
o est le PPCM des longueurs de ces cycles qui sont comprises entre 2 et 8. Donc k < 4. Notons (I1,1a,...,1),
k < 4, les longueurs des cycles qui composent 0. On peut supposer que Iy > lo > ... >2. Onali+...+1; <8.
Les différentes possiblités sont alors :
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Forme de la décomposition (I1,15...,l;) | ordre = PPCM(ly,ls... 1)
(8) 8
(7) 7

(6,2) 6
(6) 6
(5,3) 15
(5,2) 10
(5) 5
(4, 4) 1
(4,3) 12
(4,2,2) 4
(4,2) 1
(3,3,2) 3
(3,3) 3
(3,2,2) 6
(3,2) 6
(2,2,2,2) 2
(2,2,2) 2
(2,2) 2
(2) 2

Les différents ordres possibles d’un élément de Sg sont 1,2,3,4,5,6,7,8,10,
12,15. Le maximum est donc 15.

Exercice 49. Soient n € N*, ¢ € S,, et ¢ = (i1i2...%x) un k-cycle de S,,.
1 - Montrer que o ocoo ! = (o(i1)o(ia) . ..o(ix))-

2 - Soit 7 = (jm) une transposition. Calculer o o700~
3-Onnote C; = {0 €8, :007 =700}, le centralisateur de la transposition 7 = (jm) dans S,,. Montrer que
Cr ={0€Sp:{o(j),a(m)} = {j ,m}}.

4 - Déduire de la question 3, que pour n > 3, le centre de S,, est réduit a {I}.

1

Solution.

1 - Montrons que cocoo ! est égale au cycle (o(i1)o(is) . ..o (ix)). Posons p = cocoo™!. Pour s = 1,2, ..., k—1,
on a : p(o(is)) = cocoo Y o(is)) = ooclis) = o(isy1). De méme, p(o(ix)) = o o c(ix) = o(ir). Par
ailleurs, si m ¢ {o(i1)o(iz)...0(ix)}, on a o~t(m) ¢ {i1,ia,...,ix}. Par conséquent, c(c~*(m)) = o~(m) et

ogocoo t(m)=oc(c"1(m)) = m. En conclusion, o o coo~! est le cycle (o(iy)o(iz)...o(ir)).

2 - En utilisant 1,0n a: oo (jm)oo=t = (a(j)o(m)).
3-Ona:C,={0€S,:001=100}=C,={0€8S,:00700 ' =7}={0€8,:(c(j)o(m)) = (m)} =
{o €Sn:{a(j),o(m)} = {j,m}}.

4 - On a I est un élément du centre de S,. Nous allons montrer que I est le seul élément du centre Z(S,,)
de S,. Soit ¢ # I. Montrons que ¢ ¢ Z(S,). Comme o # I, il existe i € {1,2,...n}, tel que o(i) = j # 1.
Puisque n > 3, il existe m € {1,2,...n}, tel que m # i et m # j. Notons 7 la transposition (im), on a
{o(@),a(m))} = {j,0(m)} # {i,m}, car j # i et j # m. Par conséquent, o ¢ C, (d’aprés 3). D’ou o ¢ Z(S,).

Exercice 50. Soit n un entier naturel > 3.

1 - Montrer que le produit de deux transpositions de S, est un 3-cycle ou un produit de deux 3-cycles. En
déduire que A,, est engendré par ’ensemble des 3-cycles.

2 - Calculer (12i)(2jk)(12i)~! , (125)(12k)(125)!. En déduire que A,, est engendré par 1’ensemble des 3-cycles
de la forme (123), (124),...(12n).

3 - Soit H un sous-groupe distingué de A,,. Montrer que si H contient un 3-cycle, alors H = A,,.

4 - Dans la suite on prend n = 4.

4.1. On note E Pensemble des 3-cycles de A4, déterminer F et vérifier que card(E) = 8.

4.2. On suppose que Ay contient un sous-groupe H d’ordre 6, Montrer que H est distingué dans Ay et que H
contient contient tous les 3-cycles de A4. Conclure & une contradiction et que .44 ne contient pas de sous-groupe
d’ordre 6.

4.3. Donner la liste de tous les sous-groupes de Ay, vérifier qu’il contient un sous-groupe distingué isomorphe
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au groupe de Klein.
4.4. Montrer que A4 n’est pas diédral.

Solution. 1 - Soient (ij), (k!) deux transpositions distinctes.

« Si {i,} N {k 1} = @, on a (i) (kD) = (i) (GR)GR) (kD) = (ijk) (j0).

o Si{i,j} N{k,l} # @, on a par exemple j = k, alors (ij)(kl) = (i5)(41) = (ijl).

Puisque A,, est engendré par ’ensemble des produits de deux transpositions, et que chaque produit de deux

transpositions est un 3-cycle ou un produit de deux 3-cycles, il en résulte que A,, est engendré par ’ensemble
des 3-cycles.

2 - Remarquons d’abord que (ijk)~! = (ikj). On a (12i)(25k)(12i) ! ( i)(25k)(1 z?) (ijk), (125)(12k)(125) 71

(125)(12k)(152) = (2jk). Par conséquent on a (ijk)=(12i)(25k)(12i)~1=(12i)(125)(12k)(125)"1(12i)~1. Il en
résulte que A,, est engendré par I’ensemble des 3-cycles de la forme (123), (124),...(12n).

3 - Soit H un sous-groupe distingué de A,,. On suppose que H contient un 3—cycle. Montrons que H = A,,. 1l
suffit de montrer, d’aprés 2, que H contient tous les 3-cycles du type (121).

Soit [ > 3 et (ijk) € H, alors (14)(25)(1kl)(ijk)(1kl)~1(25)(1i) = (12]) € H, car H <1 A,,.

4-4.1.0n a F ={(123),(132), (124), (142), (134), (143), (234), (243) }, qui est de cardinal 8.

4.2. Supposons que A4 contient un sous- groupe H d’ordre 6. On a HNE # & (sinon, card(HUE) = 14 > | Ay4]).
Donc H contient un 3-cycle. Or [A,, : H| = 22 = 2, par suite H < Ay4. Ce qui implique, d’aprés 3, que H = Ay,
ce qui est absurde.

Autre démonstration : Soit H un sous-groupe d’ordre 6 de A4. Puisque H est d’indice 2, on a Vo € Ay, 0% € H.
Soit donc ¢ un 3-cycle quelconque. On a ¢3 = 1, par suite 0~ = 02 € H. D’ott ¢ € H, H contient tous les
3-cycles, absurde.

5 - En utilisant la décomposition en cycles disjoints, il est facile de voir que les seuls ordre possibles des éléments
de A4 sont 1,2, 3.

e Les éléments d’ordre 2 sont les produits de transpositions disjointes :

(12)(34), (13)(24), (14)(23).

o Les éléments d’ordre 3 sont les 3-cycles :

(123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243).

Les sous-groupes de A4 sont alors :

e Ordre 1: {I},

e Ordre 2 : {1, (12)(34)}, {1, (13) 24)}, {1, (14)(23)},
o Ordre 3 : {I,(123), (132)}, {1, (124), (142)}, {I, (134), (143)}, {1, (234), (243)},

e Ordre 4 5 {1, ((12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

o Ordre 12 : A4.

L’ensemble V' = {I,((12)(34), (13)(24), (14)(23)} est un sous-groupe d’ordre 4 non cyclique de A4, il est iso-
morphe au group de Klein. Par ailleurs V = {oc € Ay : 0?2 =1}.Sipc Ayet o €V, (pop~ )% = pa?p~! = L.
Donc pop~! € V. Par suite V < Aj,.

6 - Le groupe diédral d’ordre 12 est engendré par un élément d’ordre 6 et un élément d’ordre 2. Donc contient

un sous-groupe d’ordre 6, ce n’est pas le cas pour A4. Donc A4 n’est pas diédral.

Exercice 51. Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 2. On considére S,, le groupe symétrique des per-
mutations de 'ensemble {1,2,...,n}. Pour tout ¢ # j, des entiers apppartenant a {1,2,...,n}, on note (ij) la
transposition ¢ — j et j — 1.

1 - Calculer le produit (1¢)(15)(1¢) et montrer que S,, est engendré par I’ensemble {(12), (13),...(1n)}.

2 - Calculer (k k + 1)(1k)(k k + 1). En déduire, par récurrence sur k, que S, est engendré par lensemble
{(12),(23),...(ii+1),...,(n—1mn)}.

3 - Soient ¢ le cycle (12...n) et 7 la transposition (12). Calculer ¢rc¢™, pour tout i € {0,1,2,...,n — 1}. En
déduire que S,, est engendré par {r,c}.

Dans la suite, on suppose que n = p est un nombre premier.

4 - Montrer que tout élément d’ordre p de S, est un p-cycle.
5 - Soit H un sous-groupe de S, contenant le cycle ¢ = (12...p) et une transposition de la forme (17).

a - Montrer que ¢'~! est un p-cycle et qu’il existe une permutation p telle que pci~tp~t = c et que p(li)p~! =
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(12).

b - Déduire de a) que H = S,,.

6 - Montrer que S, est engendré par un p-cycle o et une transposition ¢ quelconques.

(Indication : Si H est un sous-groupe contenant o et 6, montrer qu’il existe une permutation  telle que 7Hnr !
contient le cycle ¢ = (12...p) et une transposition de la forme (17)).

7 - Le résultat de la question 6, reste - il valable si n n’est pas premier ? (Indication : prendre n = 4, p = (1234)
et @ une transposition autre que (12)).

Solution.

1-(14)(15)(14) = (ij). Comme S,, est engendré par ’ensemble des transpositions et que chaque transposition est
le produit de transpositions d la forme (17), il en résulte que S, est engendré par ’ensemble {(12), (13),...(1n)}.
2-(kk+1)(1k)(k k+1)=(1k+1). Par récurrence on a :
(Ik)=(k—1k)(k—2k—1)...(23)(12)(23) ... (k—2k —1)(k — 1 k).

Donc toute transposition (17) de S, est le produit de transpositions de la forme (k k + 1). Par conséquent le
groupe S, est engendré par ’ensemble des transpositions {(12), (23),...(i i+ 1),...,(n —1n)}.

3 - Soient cle cycle (12...n) et 7 la transposition (12). On a ctc¢™¢ = (i+1 i+2), pour tout i € {0,1,2,...,n—2}.
Il en résulte que S, est engendré par {7, c}.

4 - Soit ¢ un élément d’ordre p de S,. 0 = c10c20...0¢y, ol les ¢; sont des cycles disjoints. Comme o(c;) | o(o),
on a o(¢;) = p. La longueur de chaque ¢; est donc égale a p. Par suite, k =1 et 0 = ¢ est un p-cycle.
5-a-Ona (NP =1.Si(c""Nk =ck0-1) =T alors p| k(i —1). Comme 1 <i<p,onal<i—1<p-—1.
Ce qui entraine que p | k. Donc o(c~!) = p. D’aprés 4, ¢!~ est un p-cycle.

On a ¢! = (1ij3...j,). Soit la permutation p définie par p(1) = 1, p(i) = 2, p(jx) = k, pour k = 3,...,p.
Alors on a : pc'~1p=t = p(lijs...jp)p~ = (123...p) = cet p(li)p~t = (12).

b - On a pHp~! est un sous-groupe de S, qui contient le cycle ¢ = (12...p) et la transposition (12). Donc,
d’aprés 3, pHp~! = S,. Ce qui implique que H = S,.

6 - Soit H est un sous-groupe contenant un cycle o = (i142...4,) et une transposition § = (k) quelconques.
Soit 7 la permutation défine par 7=(m) = i,,. Alors mon~! = c. Soit t = 7~1(1), puisque o est un p-cycle,
il existe s tel que o°(k) = t. Alors wo®(kl)o =1t = (7o®(k) mo*(l)) = (1I'). Donc 7H7~! contient le cycle
¢ = (12...p) et une transposition de la forme (11’) . Ce qui implique d’apreés 6, que tHr ! = S,,. Donc H = S,
7-Sionprendn=4, p=(1234) et 0 = (13), on a: o(p) =4, 0(f) =2, po 6 = (14)(23), par suite o(po §) = 2.
Le groupe engendré par p et 6 est le groupe diédral d’ordre 8, alors que l'ordre de S4 est 24.

Exercice 52. Soit (G,-) un groupe d’élément neutre e, G # {e}, et dont les seuls sous-groupes sont {e} et G.
1 - Montrer que G est monogeéne.

2 - Montrer que G est cyclique.

3 - Montrer que l'ordre de G est un nombre premier.

Solution.

1 - Soit g € G, tel que g # e. H le sous-groupe de G engendré par g. Puisque H # {e}, on a : H = G. Donc G
est monogene.

2 - Montrons que g est d’ordre fini. Si g% = e, c’est vrai. Sinon, g? # e et gr(g?) = G. Il en résulte que g € gr(g?),
ou encore g = (g2)F = ¢?*, il s’ensuit que g?*~! = e. G est fini.

3 - Notons n l'ordre de G et G = gr <g>. Soit k un entier tel que 1 < k < n divisant n. On a g* # e, d’ou
gr{g®) = G. Par suite, g = (g*)™ = g"™, d’ott g*™! = e. Ou encore n | km — 1, il en résulte que n Ak = 1 et
par suite, n est un nombre premier.

Exercice 53. Dans tout ce probléme, (G,-) désigne un groupe fini d’ordre n et d’élément neutre noté e. On
pose G = {x1,z2,...,z,}. Pour tout g € G, on considére I'application o, : {1,...,n} — {1,...,n}, définie par
oq(i) = j & gz = x;j.

1 - Montrer que o4 € S,,.

2 - Montrer que l'application ¢ : G — S,,, définie par ¢(g) = oy, est un morphisme injectif de groupes.

3 - On note € le morphisme signature € : S,, — ({—1,1}, x). On suppose que G est d’ordre 2m avec m un entier
impair. Montrer que le morphisme € o ¢ est surjectif et en déduire que G contient un sous-groupe distingué
d’ordre m.

Solution.

1 - o4 est une application de {1,...,n} dans lui méme. II suffit de montrer qu’elle est injective. Soit i, j tels que
0g4(i) = 04(j). Alors ga; = gz;. Mais G est un groupe, donc z; = x;. Par suite i = j.

2 - Posons ¢(gh)(i) = j, ¢(h)(i) = k. On a alors ghx; = x; et hx; = xj. Il en résulte que gz, = ghx; = x;.
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Donc ¢(g)(¢(h)(i)) = ¢(g) o #(h)(i) = j. Par conséquent ¢(gh) = ¢(g) o ¢(h). ¢ est donc un morphisme.

3 - f = €o¢ est un morphisme de G dans ({—1,1}, x). Montrons qu’il est surjectif. Il suffit de montrer I’existence
de g € G, tel que €0 ¢(g) = —1. Ensuite, puisque 2 | |G|, on a d’aprés le théoréme de Cauchy, G' contient un
élément a d’ordre 2. Si ¢(a)(i) = j, on a i # j et ¢(a)(j) = i. Il en résulte que toutes les orbites de ¢(a) sont
de cardinal 2. G est alors une réunion de m orbites de cardinal 2. Donc e(¢(a)) = (—=1)"~™ = (—=1)"™ = —1, car
m est impair. par conséquent, f est surjectif. D’aprés le premier théoréme des isomorphismes, on a G/Kerf =
Imf ={-1,1}. D’ou Kerf est un sous-groupe distingué d’indice 2, donc d’ordre m.

Exercice 54. Soit H un sous-groupe d’indice 2 de S,,. Montrer que H = A,,.

Solution. On a H est distingué dans S, et Vo € S,,, on a 02 € H. Soit (ijk) un 3-cycle quelconque. On a
(ijk)* = (ijk) € H. Donc H contient tous les 3-cycle. Il en résulte que A, C H. Or [S, : A,] =2 =[S, :
H][H : A,)], par conséquent, [H : A,] = 1. D’ou H = A,

Exercice 55. Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. On note E l'ensemble quotient & gauche de G
modulo H, i.e E = (G/H)y = {zH : € G}. On note B(E) le groupe des bijection de E.

Pour tout a € G, on définit application p, : E — E, par p,(zH) = axzH.

1 - Montrer que p, est bien définie et que p, € B(E).

2 - Montrer que G 'application ® : G — B(FE), a — p, est un morphisme de groupes

Dans la suite on notera N le noyau de ce morphisme.

3 - Montrer que G/N est isomorphe & un sous-groupe de B(E).

4 - Montrer que N est le plus grand sous-groupe distingué de G contenu dans H.

5 - On suppose que H est d’indice fini m.

a - Montrer que [H : N] divise (m — 1)L

b - On suppose de plus que m est le plus petit nombre premier qui divise |G|. Montrer que H est distingué dans

G.

Solution.

1- Soit a € G, si tH = yH, alors 2~ 'y € H, par conséquent (ax) (ay) = z~
arH = ayH. Par conséquent, p, est bien définie.

On considére I'application G x E — E; (g,2H) — gz H. 1l est clair que c’est une opération de G sur E.

Soit 2 H et yH tels que p,(zH) = pa(yH). Alors axH = ayH par suite, (ax)~*(ay) € H. Or (az) ! (ay) = 27 1y.
Donc zH = yH, ce qui implique que p, est injective.

Soit yH € E, alors p,(a~'yH) = yH. Dot p, est surjective.

Conclusion : p, est une bijection de E.

2 -Va,b,x € G, on a pap(vH) = abxH = pa(pp(xH)), donc pap = pa © pp- D’oud(ab) = ®(a) o B(b). ® est donc
un morphisme de groupes. D’aprés le premier théoréme des isomorphismes on a : G/Ker® = Im®, qui est un
sous-groupe de B(FE). Donc G/N est isomorphe & un sous-groupe de B(E).

3 - Evidemment, puisque N est le noyau d’un morphisme, c¢’st un sous-groupe distingué de G. Soit g € N, on a
grH = H, pour tout € G. En prenant x = e, on obtient gH = H. par conséquent, g € H. D’ot N C H.

Soit maintenant un K sous-groupe distingué de G contenu dans H. Montrons que K C N. Soit g € K et z € G.
Ona: K <G, donc 7 'gz € K. Par conséquent puisque K C H, on a 2 'gxH = H. Donc gzH = 2H. Il en
résulte que g € N.

4 -a-On a G/N est isomorphe & un sous-groupe de B(E). Comme cardE = [G : H], on a B(E) = S, le
groupe symétrique. D’ou |G/N| =[G : N] =[G : H|[H : N] | m!. Il en résulte que [H : N] | (m — 1)

b - Montrons que [H : N] = 1. Sinon, il existe un nombre premier p qui divise [H : N|. Donc p | (m — 1)L
Comme p st premier, il divise alors 'un des £ = 1,...,m — 1. Il en résulte que p < m — 1 < m. Mais p divise
|G|, donc p > m, puisque que m est le plus petit nombre premier qui divise |G|. Contradiction.

la='ay = 7'y € H. Donc

Exercice 56. ( Cet exercice utilise le théoréme de Cauchy général).

Soit G un groupe d’ordre pg, ol p et ¢ sont des nombres premiers tels que p < g.

1 - Montrer que G contient un sous-groupe H d’ordre p et un sous-groupe N d’ordre q.

2 - On suppose que G est abelien. Montrer que G est cyclique.

3 - On suppose que G n’est pas abélien. On pose H le sous-groupe d’ordre p et N un sous-groupe d’ordre ¢,
alors N < G et G = NH, de plus N est I'unique sous-groupe d’ordre ¢ de G.

(Indication : utiliser ’exercice 55. 4-b)

4 - Montrer que tout groupe d’ordre 2¢, avec ¢ un nombre premier # 2, est ou bien cyclique ou bien diédral.

Solution. 1 - Puisque p et ¢ sont des nombres premiers qui divisent 'ordre de G, alors d’aprés le théoréme de
Cauchy, G contient un élément a d’ordre g et un élément b d’ordre p. On pose N = gr{a) et H = gr(b)
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2 - Si G est abélien, alors HN est un sous-groupe de G et |[HN| = |H||N|/|H N N|. Puisque |H| et |N| sont
premiers entre-eux, on a H N N = {e}, donc |[HN| = |H||N| =pq = |G|. D’'oa G = HN = H x N est produit
direct de deux groupes cycliques d’ordres premiers entre-eux, donc G est cyclique. (voir Exercice 44).

3 - Le sous-groupe N est d’indice p qui est le plus petit premier divisant 'ordre de G. D’aprés 'exercice 55. 4-b,
N est distingué dans G et on a, comme dans la question 2, G = HN.

4 - On prend ici p = 2. Si G est abélien, alors il est cyclique d’aprés les résultats de la question 2. Si G n’est
pas abélien, on a G = HN = gr{a,b) avec o(a) = q, o(b) = 2. Montrons que (ab)? = abab = e, i.e bab = a~!.
En effet, puisque N <1 G, on a bab = bab™!' = a* € N, et a = bbabb = ba*b = (bab)* = (a*)F = a¥’. Ce qui
implique que a*’ =1 = e. Dot ¢ | k2 — 1 = (k — 1)(k + 1). Ou encore, puisque g est premier, ¢ |k —1 ou q|k+ 1.
Or ke {0,1,2...q—1},donc k =1, ou k = p— 1. Comme k = 1 entraine ab = ba et que G est abélien, on a
k=p—1.ie bab=a?~! = a~!. G est donc diédral.

Exercice 57. On note M2(Z) 'ensemble des matrices ( Z Z ) a coefficients dans ’anneau Z des entiers

relatifs.

1 - On note GL2(Z), 'ensemble des éléments inversibles du monoide (M (Z), X). Montrer que (GLy(Z), X) est
un groupe.

2 - Soit A € Mo (Z). Montrer que A € GLy(Z), si et seulement si, |det(A)] = 1.

3-Oun pose SLy(Z) = {A € My(Z) : det(A) = 1}. Montrer que SL2(Z) est un sous-groupe distingué de GL2(Z).
4 - Déterminer I’ensemble des couples (c,d) € Z x Z, tels que (35) € SLy(Z)

5 - On se propose de déterminer les ordres des matrices d’ordre fini de GL3(Z). Soit donc A € GLo(Z) d’ordre
fini. On note m 'ordre de A. Soit z € C une valeur propre de A.

5.1 Montrer que A est diagonalisable dans My (C).
5.2 Montrer que z™ = 1. On posera alors z = cos(f) + isin(8), 6 € [0, 27]
5.3 On suppose que m > 3, montrer que z ¢ R et que 2cos(0) € Z.
5.4 En déduire que si m > 3, cos(d) € {—3,0,1}
6 - Déduire de ce qui précéde que me{1,2,3,4,6}, et pour chaque m, donner le polyndome caractéristique de A.

7 - Montrer que si A est d’ordre > 3, alors A € SLo(Z).
8 - Donner un élément d’ordre 6 de SLy(Z)

Solution. 1 - GLy(Z), 'ensemble des éléments inversibles d’un monoide, donc c’est un groupe.

2 - Soit A € M2(Z). Supposons que A € GLa(Z). Alors il existe B € My(Z) telle que AB = I. On a alors
det(AB) = det(I3) = det(A)det(B) = 1. Comme det(A),det(b) € Z, on a |det(A)| = 1.

3 - L’application déterminant (GL2(Z), x) — ({—1,1}, X), A — det(A), est un morphisme de groupes, dont le
noyau est {A € GL2(Z) : det(A) =1} = SLo(Z), c’est donc un sous-groupe distingué de GLy(Z).

4- A= (35) € SLy(Z) & 3d — 5¢ = 1. Une solution particuliére est donnée par d = 2 et ¢ = 1. Donc
3(d—2) = 5(c—1). Comme 3 et 5 sont premiers entre eux, on a 3 | c—1et 5| d—2, ce qui implique : ¢ = 3k+1
et d=5k+2,k€Z Do A= (32, 572). k€ Z

5- 5.1. Puisque A™ = Iy, on a P(A) =0, ot P = X™ — 1. Comme A est annulée par un polynéme P dont les
racines sont simples dans C, A est diagonalisable M3 (C).

5.2. Puisque z est valeure propre de A et que A™ = [, on a 2™ = 1.

5.3. Supposons que m > 3, alors z est d’ordre > 3. Par conséquent, z ¢ R. Il en résulte que , Z # z est aussi
valeur propre de A et que A est semblable & (§¢), dans My(C). Le polynome caractéristique de A est alors
X? — 2R(2)X + 1. Comme ce polynéme caractéristique est a coefficients dans Z, on a 2R(z) = 2cos() € Z.

1
5.4.0On a2 cos(f) € Z, comme cos(f) € [—1, 1], alors 2 cos() € [—2,2]. Il en résulte que cos(d) € {—1, bt 0, 3 1}.
6-Sim=1,onaA=1I,. Le polynome caractéristique est P4 = X2 —2X + 1.
Si m = 2, deux cas possibles :
A=—-I,, Py=X>+2X+1
ou A est semblable & (§ %), P4 = X? — 1.
. . 2im 1 \/3 - N j o
- Sim = 3, o(z) = 3, les valeurs propres sont z = j = e¢’3 = ~3 + i et j. A est semblable & (05>,
Py=X>+X+1.
- Si m =4, o(z) = 4, les valeurs propres sont z =i, et z = —i. A est semblable & (§ %), P4 = X? + 1.
247 ]. 3 — o
- Sim = 6, o(z) = 6, les valeurs propres sont z = —j = e’s = 3~ Zg et —j. A est semblable & ( Oj ,03);
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Py=X?-X+1.

7 - Si m > 3, les valeurs propres de A sont z et z complexes non réelles. On a detA = 2z = |2|? = 1, car z est
une racine de I'unité.

8 - On cherche une matrice A & coefficients entier dont le polynoéme caractéristique est X2 — X +1. A = ( L 6)
est une telle matrice.

Exercice 58. (G,-) un groupe abélien d’élément neutre e. Pour tout s € N, on pose Gy = {z € G : z° = e}.
1 - Montrer que G4 est un sous-groupe de G.
2 - On suppose n = km, avec k Am = 1.
2.1. Montrer que Gy N G, = {e}.
2.2. Montrer que G = GG, et que G = Gy X Gpy,.
2.3. En utilisant le théoréme de Cauchy, montrer que |G| Am =1 et en déduire que |G| = k.
2.3. Montrer que Gy, est I'unique sous-groupe d’ordre k de G.
3 - Montrer que tout groupe abélien fini est isomorphe & un produit direct de p-groupes.
(On rappelle q’un p-groupe est un groupe d’ordre une puissance d’un nombre premier p)

Solution.

1-On ae € G, Soient z,y € Gy, (xy~1)* = 2°y~° = e. Donc G est un sous-groupe de G.

2 - 2.1. Soit € G, N Gy, Donc o(z) | k et o(z) | m. Par suite o(z) | k Am = 1. Donc x = e.

2.2. 2 € G, comme kAm = 1, il existe u,v € Z, tels que uk+vm = 1. Alorson a x = x! = guF+vm = (gk)v (zm)v.
Posons y; = (z™)? et yo = (2F)*, on a x = yyy2 et y¥ = yJ* = e. Donc y; € Gy, et y2 € G,,. 11 en résulte que
G = GG, et comme G, NGy, = {e},on a G =Gy X G,

2.3. par l’absurde, si |G| A m # 1, il existe un nombre premier p qui divise |G| et m. D’apreés le théoréme de
Cauchy, Gy, contient un élément x d’ordre p. i.e. 2P = e. Comme p | m, on a ™ = e. Donc z € G,,,, absurde.
d’ou |Gg| Am = 1.

On a |G| = n = km, d’autre part |G| = |Gg||Gm|- Comme |Gi|Am =1, et |G| Ak =1,0na |G| | ketk|Gy.
D’ou Gy = k.

2.4. Soit H un autre sous-groupe d’ordre k, alors Vo € H,2* = e, donc H C G}. Comme |H| = |G}, on a
H = G. D’out 'unicité.

3 - Par récurrence sur le nombre d’entiers premiers qui divisent I'ordre de G. Si |G| = p}" - - - p¥ est la factorisa-
tion de |G| en produit de nombres premiers, on pose G le sous-groupe de G d’ordre py*, et Hy le sous-groupe
de G d’ordre p’gz -..pFs. On a |G| A|Hy| = 1, par suite G = G; x Hy. On applique alors ’hypothése de récur-
rence & Hy : Hy 2 G2 X G3 ... X G, ot les G; sont des sous-groupes d’ordre pfi, i=2,3...,s. Il s’ensuit que
GgGl XG2 X GS

k
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