
COURBES ALGEBRIQUES
(Bernard Le Stum)

CHAPITRE 1 - CORRIGES

1.1.4. On a
V(Y2 - X2 + X4) ı V(Y - tX) = V(Y2 - X2 + X4, Y - tX)
V(Y2 - X2 + X4) ı V(Y - tX) = V((tX)2 - X2 + X4, Y - tX)
V(Y2 - X2 + X4) ı V(Y - tX) = V(X2(X2 + t2 - 1), Y - tX)
V(Y2 - X2 + X4) ı V(Y - tX) = V(X2, Y - tX) Ù V(X2 + t2 - 1, Y - tX)

= 


 {O, ( 1 - t2, t 1 - t2), (- 1 - t2, -t 1 - t2)}siÊætæ ≤ 1
 
{O}Êsinon.

 

On v�rifie aussi que V(Y2 - X2 + X4) ı V(X) = {O}. On voit donc que la
courbe affine plane d'�quation Y2 = X2 - X4Ês'obtient par sym�trie centrale de
centre O � partir de la courbe param�tr�e

 


 x =  1 - t2

 
y = t 1 - t2.

 

Celle ci est d�finie pour ætæ ≤ 1. Comme x est paire et y impaire, on peut
limiter l'intervalle d'�tude � [0, 1] et faire une sym�trie d'axe (OX). Les
fonctions x et y sont d�rivables pour t ≠ 1avec x' = -t/ 1 - t2  et y' = (1 -
2t2)/ 1 - t2  si bien que la pente de la courbe est donn�e par m : = y'/x'= (2t2 -
1)/t. En particulier, celle ci s'annule pour t = 2 /2 , c'est � dire au point de
coordonn�es ( 2 /2 , 1/2). On trace donc l'arc qui part du point (1, 0) avec une
pente verticale, passe par le point ( 2 /2 , 1/2) avec une pente horizontale et
arrive en O avec la pente -1. Il ne reste plus alors qu'a effectuer les sym�tries
d'axe (OX) et de centre O.

1111....2.1. Il est clair que (a, b, c) ‘ C si et seulement si b = a2 et c = a3. On a doncÊC
= V(Y - X2, Z - X3).

1111....2.2. On v�rifie que C = V(Y - X2, XZ - 1).
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1.2.4. Montrons que C = V(X3 - YZ, Y2 - XZ, Z2 - X2Y) : L'inclusion directe est
imm�diate. R�ciproquement, soit (a, b, c) ‘ Å3Êtel que a3 = bc, b2 = acÊet c2 =
a2b. Si a = 0, alors b = c = 0Êet P ‘ C. Sinon on pose t = b/a et on remplace b par
at. On obtient a3 = atc, a2t2 = acÊet c2 = a3t. On voit donc que a2 = ct, at2 = c et c2 =
a3t. Il en r�sulte que at3 = at2t = ct = a2 si bien que a = t3 et finalement b = at =
t4, c = at2 = t5.

1111....2.7. On a C = V ({XÖi
dj - XÖj

di }i,j = 1,...,n) : L'inclusion directe est claire. D'autre

part, puisque les dÖi sont premiers entre eux, il existe des entiers cÖ1, . . . , cÖn tels

que fin
i=1 cidi = 1111.... Soit P : = (aÖ1, . . . , aÖn) ‘ V ({XÖi

dj - XÖj
di }i,j = 1,...,n). Si l'un des ai

est nul, on pose t = 0 et sinon, on pose t = Œn
i=1ai

ci. On v�rifie facilement que P =

(tÖd1, . . . , tÖdn).

1111....2.10. Soit P un point du plan affine r�el de coordonn�es polaires r et ∆. Si P ‘
C, alors r = sin 2∆ = 2sin∆cos∆. En multipliant par r2 et en �levant au carr�, on
trouve que P est sur la courbe d'�quation (X2 + Y2)

3
 = 4X2Y2. R�ciproquement,

si P est sur cette courbe, alors ±r = sin 2∆. On a donc, soit r = sin 2∆, soit -r =
sin2∆ = sin2(∆ + π). Puisque le point P et le point de coordonn�es polaires -r et ∆
+ π sont identiques, on voit que P ‘ C.

1111....2.11. On a

sin n∆ = ∏
k=0

n-1
 (sin ∆ + tankπ

n .cos ∆) .

On en d�duit facilement que C est la courbe alg�brique d'�quation

(X2 + Y2)
(n+1)/2

 = ∏
k=0

n-1
 (Y + tankπ

n .X) 

1111....3.1.    L'intersection de la droite d'�quation X = a avec C est donn�e par X = a et
X2Y2 + X2 + Y2 = 2XY(X + Y + 1), soit encore X = a et (a -1)2Y2 - 2a(a+1)Y + a2

= 0. Si a = 1, on voit que C et la droite se rencontrent au point (1, 1/4). Sinon, on
calcule le discriminant et on trouve fl = 4a3. On voit donc que si a = 0, la droite
coupe C a l'origine, si a est un carr� non nul, la droite coupe C au point (a,
a/(1± a )2) et que si a n'est pas un carr�, la droite ne coupe pas C.
L'intersection de C avec fl est donn�e par X2Y2 + X2 + Y2 = 2XY(X + Y + 1) et Y =
X, ou encore X4 = 4X3 et Y = X. On voit donc que C ı fl est compos� de O et de (4,
4). L'intersection de C avec fl' est donn� par X2Y2 + X2 + Y2 = 2XY(X + Y + 1) et
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Y = -X, ou encore X4 = -4X2 et Y = -X. On voit donc que C ı fl' est r�duite � O si
-1 n'est pas un carr� et compos� des trois points O, (2i, -2i) et (-2i, 2i) sinon.

1111....3.2. Supposons qu'il existe un plan P = V(åX + ∫Y + ¤Z + ∂) tel que C « P.
Alors pour tout t ‘ k, on aurait åt + ∫t2 + ¤t3 + ∂ = 0. Puisque k est infini, on
aurait donc å = ∫ = ¤ = ∂ = 0. Contradiction.

1.3.3. Si D : = {(a + åt, b + ∫t, c + ¤t), t ‘ k} est une droite contenue dans S, on a
pour tout t ‘ k, (a + åt)3 = (b + ∫t)(c + ¤t). Puisque k est infini, on a n�cessai-
rement å = 0 et donc pour tout t ‘ k, a3 = (b + ∫t)(c + ¤t). On en d�duit que ∫¤ =
0. Si ∫ = 0, alors ¤ ≠ 0 et pour tout t ‘ k, a3 = b(c + ¤t). On voit donc que b = 0 et il
en r�sulte que a = 0. On obtient donc D = {(0, 0, c + ¤t), t ‘ k} = (OZ). De m�me,
si ¤ = 0 on trouve D = (OY). Puisque ces deux axes sont bien contenus dans S,
ce sont les seules droites contenues dans S.

1.3.4. C'est l'axe des Z : si D est une droite contenue dans V, alors D est
contenue dans la surface S d'�quation X3 = YZ. On sait alors que D = (OY) ou D
= (OZ) et on v�rifie que (OZ) « V mais que (OY) » V.

1111....3.6. L'intersection C ı fl est donn� par Y = c(X - a) + b et F(X, Y) = 0, soit en-
core Y = c(X - a) + b et G(X) = 0. On voit donc que la premi�re projection induit
bien une bijection de C ı fl sur les racines de G.

1.3.7. L'application qui a un point du plan associe son abscisse induit une bijec-
tion de C ı fl sur l'ensemble des racines de (c(X - a) + b)2 - (X3 - X) = -X3 +
c2X2 + . . . L'�galit� annonc�e provient donc de la formule donnant la somme
des racines d'un polyn�me.

1.4.4. Si a, b, c, d ‘ k, on a (ac)(bd) = (ad)(bc), ce qui montre que S est contenu
dans la surface d'�quation XT = YZ. R�ciproquement, soit P : = (å; ∫; ¤; ∂) ‘ Ê4

tel que å∂ = ∫¤. Si ¤ ≠ 0, on pose a = å, b = ¤, c = 1et d = ∂/¤, si bien que (ac; ad;
bc; bd) = (å; å∂/¤; ¤; ∂)= P avec b, c ≠ 0. Si ¤ = 0 et å ≠ 0, on pose a = 1, b = 0, c =
å et d = ∫ si bien que (ac; ad; bc; bd) = (å; ∫; 0; 0) = P avec a, c ≠ 0. Enfin, si ¤ =
å = 0, on pose a = ∫, b = ∂, c = 0 et d = 1 si bien que (ac; ad; bc; bd) = (0; ∫; 0; ∂)
= P avec d ≠ 0 et a ou b ≠ 0 car (0, ∫, 0, ∂) ≠ 0.

1111....5.5. Dire que (a, b) ‘ C et que ‡(a, b) = (a, c) signifie que a2b2 + a2 + b2 =
2ab(a + b + 1) et que c = a + b - ab, ou encore que 4ab = (a + b - ab)2 et que c =
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a + b - ab, ce qui s'�crit encore 4ab = c2 et b = c - a - c2/4. On obtient
finalement 4a2  - (c2 + 4c)a + c2 = 4a2  - 4(a + b)a + ab = 0 et b = c - a - c2/4.
On voit donc que ‡ est une bijection de C sur C' et que la r�ciproque est induite
par l'application polynomiale (a, c) ò@ (a, c - a - c2/4). Cela signifie bien que
‡ induit un isomorphisme de C sur C'.

1111....5.6. On peut toujours trouver une application affine bijective ‡ du plan dans
lui m�me qui transforme D1 et D2 en les axes des coordonn�es. C'est un iso-
morphisme de D1 Ù D2  sur C.

1111....6.1. Puisque k est infini, A est infini et contenu dans la droite d'�quation X =
1. Puisque les ferm�s propres d'une droite sont finis, on voit que V est la droite
d'�quation X = 1.

1111....6.3. Comme A est infini, V est un sous-ensemble alg�brique infini de Å1,
donc V = Å1.

1.6.4. Puisque k est infini, A est infini et A « V(Y - X2) avec Y - X2 irr�ductible.
Il suit que V est la parabole d'�quation Y = X2.

6.6. Pour tout b ‘ [-1, +1], l'intersection de A avec la droite d'�quation Y = b est
infinie. Donc si A « V(S) et F  ‘  S, Y - b divise F. Comme ceci vaut pour une
infinit� de valeurs de b, on en d�duit F  =  0. On a donc F = 0 et V(S) = Å2.

1.7.1. Si ‡(t) = : P = : (a, b, c), on a b = a(a - 1) et c2 = a3 d'o�

 ‡(Å1) «  C : = V( Y - X(X - 1) , Z2 - X3 ).

Inversement, si P = : (a, b, c)  ‘  C, on pose t = 0 si a = 0 et t = c/a sinon. On
v�rifie facilement que P ò@ t est un inverse pour ‡. Il en r�sulte que ‡ est une
bijection de Å1 sur C = V( Y - X(X - 1) , Z2 - X3 ). Puisque ‡Êest polynomiale,
elle est continue. Enfin, l'image d'un ferm� de Å1Êpar ‡ est soit fini soit �gale �
C, et donc ferm�e. Cela montre que ‡ est une application continue bijective
ferm�e, et donc un hom�omorphisme.

1111....7.3. Si t ‘ È et P : = (a, b) : = ‡(t), on a a = bt. On en d�duit que a3= b3t3 et il
suit que b4 = b3(1 - t3) = b3 - b3t3 = b3 - a3. On voit donc que P est sur la courbe
C d'�quation Y4 = Y3 - X3. R�ciproquement, soit P = : (a, b) ‘ C. Si P = O, on
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pose t = 1. Sinon, on a b ≠ 0 et on pose t : = a/b. Dans les deux cas, on v�rifie
ais�ment que P = ‡(t). Puisque ‡ est clairement injective, cette
applicationÊinduit une bijection de Å1Êsur C. Puisque ‡ est une application
polynomiale, elle est continue. C'est un hom�omorphisme car elle est ferm�e.

1.7.4. Puisque la premi�re projection x : C #@ Å1 est injective, la courbe C ne
peut pas �tre le produit d'une partie de Å1 et de l'axe des Y. On sait qu'alors,
x(C) contient un ouvert non vide. En passant aux compl�mentaires, on voit que
le compl�mentaire Z de x(C) dans Å1 est contenu dans un ferm� propre.
Puisque les ferm�s propres de Å1 sont les ensembles finis, on voit que Z est fini
(ou vide) et donc ferm�. Il suit que x(C) est ouvert.

1.8888....6666....    Le polyn�me X(X - 1)(X - ¬)Ê�tant de degr� impair ne peux pas �tre un
carr� dans k[X]. Il suit que le polyn�me Y2 - X(X - 1)(X - ¬) est unitaire de
degr� 2 en Y et sans racine dans k[X]. Il est donc est irr�ductible. Puisque k est
alg�briquement clos, C  est une courbe irr�ductible.

1.8.7. Les facteurs irr�ductibles du polyn�me (X2 + XY + Y2)(X2 + Y2) sont X -
jY, X - j2Y, X + iY et X - iY. Ceux de X3 + Y3 sont X + Y, X + jY et X + j2Y. On voit
donc que le polyn�me qui d�finit C est somme de deux polyn�mes homog�nes
sans facteurs communs de degr�s 4 et 3. Un tel polyn�me est toujours irr�duc-
tible. Puisque Â est alg�briquement clos, C est irr�ductible.

En caract�ristique 2, on a

(X2 + XY + Y2)(X2 + Y2) + X3 + Y3 = (X + jY)(X + j2Y)(X + Y)(X + Y + 1)

et C est donc compos�e des droites d'�quation X = jY, X = j2Y, X = Y et X = Y + 1.
En caract�ristique 3, les facteurs irr�ductibles du polyn�me (X2 + XY +

Y2)(X2 + Y2) sont X - Y, X + iY et X - iYÊet celui de X3 + Y3 est X + Y. On voit donc
comme sur Â que C est irr�ductible.

1.8.8. Si C n'�tait pas irr�ductible, on pourrait �crire X2Y2 - 2XY(X + Y) + (X -
Y)2 = (F + X - Y)(G + X - Y) avec F et G homog�nes de degr� 2. On aurait alors
(Y - X)(F + G) = 2XY(X + Y), ce qui est clairement impossible.

1.8.9. On sait que C est la courbe alg�brique d'�quation

(X2 + Y2)
(n+1)/2

 = ∏
k=0

n-1
 (Y + tankπ

n .X) .
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Puisque (X2 + Y2)
(n+1)/2

 et ∏
k=0

n-1
  (Y + tankπ

n .X)  sont homog�nes de degr�s respec-
tifs n + 1 et n, et n'ont pas de facteurs communs (les racines du premier poly-
n�me sont imaginaires et celles du second sont r�elles), l'�quation de C est ir-
r�ductible. D'autre part, il est clair que C est infinie et il en r�sulte que C est ir-
r�ductible.

1.8.10. On sait que CÊest la courbe d'�quation (X2 + Y2)
3
 = 4X2Y2. Il suffit alors

puisque C est infinie, de montrer que le polyn�me (X2 + Y2)
3
 - 4X2Y2Êest irr�-

ductible. En consid�rant les composantes homog�nes des facteurs �ventuels,
on voit que si ce polyn�me �tait r�ductible, on pourrait �crire (X2 + Y2)

3
 -

4X2Y2 = ((X2 + Y2)
2
 + F)(X2 + Y2 + G) avec F et G homog�nes de degr�s respec-

tifs 3 et 1. On aurait alors 0 = (X2 + Y2)
2
 G + F(X2 + Y2) et - 4X2Y2 = FG si bien

que F = -(X2 + Y2)GÊÊet 4X2Y2 = (X2 + Y2)G2. Contradiction.

1.9.1. La courbe C est irr�ductible comme image de Å1Êqui est irr�ductible par
l'application ‡ : A1 #@ An, t ò@ (tÖd1, . . . , tÖdn) qui est continue car polyno-
miale.

1.9.2. On sait que l'application ‡ :  Å1 #@ Å3, t ò@ (t2, t2(t2 - 1),  t3 )Êqui para-
m�tre C est un hom�omorphisme de Å1 sur C et que Å1 est irr�ductible.

1111....9.4. Puisque Å1 est irr�ductible, il en va de m�me de son image CÊpar ‡.


