
COURBES ALGEBRIQUES
(Bernard Le Stum)

CHAPITRE 0

Rappels de g�om�trie, de topologie et d'alg�bre commutative

0.1. G�om�trie classique

On fixe un corps de base k.

0.1.1. D�finitions Un espace affine de dimension n sur k est un ensemble non-
vide E muni d'une application

 
@
E  | E #@ E, (@u , P) ò@ P + @u 

o� 
@
E  est un espace vectoriel de dimension n, appel� espace directeur, telle que

(i) Si P ‘ E , alors P + 
@
0  = P,

(ii) Si P ‘ E et @u , @v   ‘ 
@
E , alors P + (@u  + @v  ) = (P + @u ) + @v   et

(iii) Si P, Q ‘ E, il existe un unique 
@

PQ  ‘ 
@
E  tel que Q = P + 

@
PQ .

Un espace affine de dimension 1 est une droite. Un espace affine de
dimension 2 est un plan. Si EÊest un espace vectoriel sur k, la structure
naturelle d'espace affine sur E est celle pour laquelle l'espace directeur est E et
l'action est donn�e par l'addition E | E #@ E, (x, y) ò@ x + y. On dit alors que
0 est l'origine.

0.1.2. D�finition Un sous-ensemble F d'un espace affine E est un sous-espace
affine s'il existe P ‘ F tel que 

@
F  := {

@
PQ , Q ‘ F} soit un sous-espace vectoriel de 

@
E

. On dit que F est un hyperplan affine si 
@
F  est un hyperplan vectoriel.

¥ La propri�t� est alors satisfaite pour tout point P de F et F est de mani�re
naturelle un espace affine d'espace directeur 

@
F  .

¥ Toute intersection non vide de sous-espaces affines est un sous-espace affine.
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¥ Tout sous-espace affine propre est une intersection d'hyperplans.

¥ Si E est un espace vectoriel (muni de sa structure naturelle d'espace affine),
les sous-espaces vectoriels de E sont les sous-espaces affines contenant 0.

0.1.3. D�finition. Soit ƒ : E #@ F une application entre deux espaces affines.
Alors ƒ est affine s'il existe un point P de E tel que l'application 

@
ƒ  : 

@
E  #@ 

@
F ,

@
PQ , ò@ 

##@
ƒ(P)ƒ(Q)  soit lin�aire.

¥ La propri�t� est alors satisfaite pour tout point P de E et l'application 
@
ƒ  est

ind�pendante du point P.

¥ Si E et F sont des espaces vectoriels (munis de leur structure naturelle d'es-
pace affine), les applications lin�aires de E dans F sont les applications affines
qui fixent l'origine.

0.1.4. D�finitions. Si E est un espace vectoriel sur k, l'espace projectif Ê(E) est
l'ensemble des droites de E. Si πE : E\0 #@ Ê(E) est l'application qui envoie un
vecteur non nul sur la droite support�e par ce vecteur et si A « Ê(E), on dit que
C(A) = π-

E 1(A) Ù {0} est le c�ne sur A.

¥ On a C(A) = Ù
P‘A

 P « E.

¥ On a toujours C(Ù
å

 Aå) = Ù
å

 C(Aå) et C(A) « C(B) si et seulement si A « B.

0.1.5. D�finition. Un sous-ensemble V de Ê(E) est un sous-espace projectif
(resp. un hyperplan) si C(V) est un sous-espace vectoriel (resp. un hyperplan)
de E. Si ƒ : E #@ F est une application lin�aire injective, on dit que
l'application induite ƒ : Ê(E) #@ Ê(F) est une homographie.

¥ Toute application lin�aire injective ƒ : E #@ F induit effectivement une ap-
plication ƒ : Ê(E) #@ Ê(F). Celle-ci ne change pas si on multiplie
l'application lin�aire ƒ par une constante non-nulle.

¥ On a toujours ƒ-1(C(A)) = C(ƒ-1(A)).

0.2. Topologie g�n�rale
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0.2.1. D�finitions. Un espace topologique est un ensemble E muni d'une famille
t de parties de E, dites ouvertes, qui contient E et Ø et qui est stable par union
et intersection finie. Le compl�mentaire d'un ouvert est un ferm�. Si A « E, la
topologie induite sur A est la topologie pour laquelle les ouverts sont les parties
de la forme A ı U avec U ouvert dans E. On dit alors que A est un sous-espace
topologique de E. L'adh�rence de A dans E est le plus petit ferm� de E
contenant A. Si l'adh�rence de A est E, on dit que A est dense dans E. Une ap-
plication ƒ : E #@ FÊentre deux espaces topologiques est continue si l'image
r�ciproque d'un ouvert (ou d'un ferm�) est un ouvert (ferm�). Elle est ouverte
(resp. ferm�e) si l'image d'un ouvert (resp. ferm�) est ouvert (resp. ferm�).
C'est un hom�omorphisme si elle est bijective et si la bijection r�ciproque est
continue. Elle est dominante si ƒ(E) est dense dans F.

¥ Si A est une partie d'un espace topologique E, la famille des A ı U avec U ou-
vert dans E d�finit bien une topologie sur A.

¥ Une partie A d'un espace topologique E est dense si et seulement si tout ou-
vert non vide de E rencontre A.

0.2.2. D�finition. Un espace topologique non vide est irr�ductible s'il poss�de
une des propri�t�s �quivalentes suivantes : (i) On ne peut pas l'�crire comme
union de deux ferm�s propres, (ii) Deux ouverts non vides ont une intersection
non vide et (iii) Tout ouvert non vide est dense.

¥ Ces propri�t�s sont bien �quivalentes.

¥ Une partie non vide A d'un espace topologique E est irr�ductible pour la topo-
logie induite si et seulement si chaque fois que A « F1 Ù F2 avec F1, F2 ferm�s
dans E, on a A « F1 ou A « F2.

¥ L'image d'un irr�ductible par une application continue est irr�ductible.

¥ L'adh�rence d'un irr�ductible est irr�ductible. Tout ouvert dense d'un irr�-
ductible est irr�ductible.

0.2.3. D�finition. Un espace topologique est noeth�rien si toute famille non vide
de ferm�s (resp. d'ouverts) contient un �l�ment minimal (resp. maximal), ou
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de mani�re �quivalente, si toute suite d�croissante de ferm�s (resp. croissante
d'ouverts) est stationnaire.

¥ Ces quatre propri�t�s sont bien �quivalentes.

¥ Un sous-espace non vide d'un espace noeth�rien est noeth�rien.

0.2.4. Proposition. Un espace noeth�rien V s'�crit de mani�re unique comme
union finie de ferm�s irr�ductibles Vi avec Vi » VjÊpour i ≠ j.

0.2.5. D�finition. Les Vi sont les composantes irr�ductibles de V.

0.3. Polyn�mes

Si E et F sont deux ensembles, on note FE l'ensemble des applications de E
dans F.

0.3.1. D�finitions. Si R est un anneau (commutatif), on dit que R[X1, . . . , Xn] :=
{F ‘ R˙n

, F(k1, . . . , kn) = 0, k1, . . . , kn >> 0} est l'anneau des polyn�mes en n
variables sur R. On pose pour tout i = 1, . . . , n, Xi(k1, . . . , kn) := 1 si kj = ∂ij pour
tout j = 1, . . . , n et 0 sinon. Un mon�me de degr� d est un �l�ment de la forme
fXd11  . . . Xdnn  , avec f ‘ R\0 et d1 + . . . + dn = d.

¥ L'ensemble R[X1, . . . , Xn] est bien un anneau. En fait, c'est une sous-R-al-
g�bre de R˙n

, pour la multiplication (FG)(k1, . . . , kn) = firi+si=ki
  F(r1, . . . ,

rn)G(s1, . . . , sn).

¥ Tout polyn�me non nul s'�crit de mani�re unique comme somme de mo-
n�mes.

0.3.2. D�finitions. Si F est un polyn�me non nul sur R, le degr� deg(F) (resp. la
valuation val(F)) deÊF est le maximum (resp. minimum) des degr�s des mo-
n�mes composant F. On dit que F est homog�ne si val(F) = deg(F). En g�n�ral,
la composante homog�ne de degr� d de F est la somme des mon�mes de degr�
d dans F. Une forme lin�aire est un polyn�me homog�ne de degr� 1. Si F est un
polyn�me de degr� d en une seule variable X, le coefficient dominant de F est le
coefficient de Xd. On dit que F est unitaire si son coefficient dominant est 1.
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¥ Si un polyn�me F ‘ R[X1, . . . , Xn] est homog�ne de degr� d, on a toujours
F(gf1, . . . , gfn) = gdF(f1, . . . , fn).

¥ �tant donn� une R-alg�bre A et des �l�ments f1, . . . , fnÊde A, il existe un ho-
momorphisme de R-alg�bres et un seul R[X1, . . . , Xn] #@ A, F ò@ F(f1, . . . ,
fn) qui envoie X1, . . . , Xn sur f1, . . . , fn.

0.3.3. D�finition. �tant donn�s une R-alg�bre A et F ‘ R[X1, . . . , Xn], on dit que
l'application An #@ A, (f1, . . . , fn) #@ F(f1, . . . , fn) est l'application polyno-
miale associ�e � F.

¥ L'application canonique R[X1, . . . , Xn] #@ AAn
 est un homomorphisme de R-

alg�bres.

¥ Soient F ‘ R[X1, . . . , Xn], E un ensemble, A une R-alg�bre, u1, . . . , un : E #@
A et P ‘ E. On a alors F(u1, . . . , un)(P) = F(u1(P), . . . , un(P)).

¥ Si F ‘ R[X1, . . . , Xn] et si u : A #@ B est un homomorphisme de R-alg�bres,
alors, F(u(g1), . . . , u(gn)) = u(F(g1, . . . , gn)).

0.3.4. Dans le cas d'un corps de base infini k, on a les r�sultats suivants :

¥ Si F ‘ k[X1, . . . , Xn]Êet si l'application associ�e � F est nulle, alors F = 0.

¥ L'application canonique k[X1, . . . , Xn] #@ kkn
Êest injective. On identifiera

k[X1, . . . , Xn]Êavec son image dans kkn
Ê.

¥ Un polyn�me non nul F ‘ k[X1, . . . , Xn] est homog�ne de degr� dÊsi et seule-
ment si pour tout (a1, . . . , an) ‘ kn et tout ¬ ‘ k, on a F(¬a1, . . . , ¬an) = ¬dF(a1, . .
. , an).

0.3.5. La division euclidienne peut s'interpr�ter comme suit

¥ Si F ‘ R[X] est unitaire de degr� d et R[X]<d d�signe l'ensemble form� des
polyn�mes de degr� strictement inf�rieur � d et du polyn�me nul, alors
l'application canonique R[X]<d Ã@ R[X] #@ R[X]/(F) est bijective.
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¥ Si a1, . . . , an ‘ k, o� k est un corps, alors (X1 - a1, . . . , Xn - an) est un id�al
maximal de k[X1, . . . , Xn] et k[X1, . . . , Xn]/(X1 - a1, . . . , Xn - an) ~= k.

0.3.6. Notations. Si F ‘ k[X1, . . . , Xn+1], on note F* = F(X1, . . . , Xn, 1). Si F ‘ k[X1,
. . . , Xn], on pose 0* = 0 et si F ≠ 0,

F* : = XdegF
n+1  F(

X1
Xn+1

 , . . . , 
Xn

Xn+1
 ) ‘ k[X1, . . . , Xn+1].

Si S est une partie de k[X1, . . . , Xn+1], on note S* : = {F*, F ‘ Sp}. Si I est un id�al
de k[X1, . . . , Xn], on note I* l'id�al de k[X1, . . . , Xn+1] engendr� par les F*, F ‘ I.

¥ L'application F ò@ F* est un homomorphisme d'anneaux. De plus, si F est
homog�ne non nul, on a deg F* = deg F - m o� m est la valuation de F en Xn+1.

¥ Le polyn�me F* est homog�ne de m�me degr� que F.

¥ Si F et G ‘ k[X1, . . . , Xn] , on a (FG)* = F*G* et (F*)* = F.

¥ Si F ‘ k[X1, . . . , Xn+1] est homog�ne de valuation m en Xn+1, alors Xm
n +1(F*)

*

= F.

¥ Un polyn�me F ‘ k[X1, . . . , Xn]Êest irr�ductible si et seulement si F* est irr�-
ductible.

¥ Si F ‘ k[X1, . . . , Xn+1]Êest homog�ne irr�ductibleÊet F ≠ cXn+1, alors F =
(F*)

*Êet F* est irr�ductible.

¥ Si I est un id�al de k[X1, . . . , Xn] on a (I*)* = I.

¥ Si I est un id�al de k[X1, . . . , Xn], et F homog�ne, alors F ‘ I*Êsi et seulement
si F* ‘ I.

0.3.7. Si R est un anneau et F := œ fnXn ‘ R[X], on pose 
dF
dX  = œ nfnXn-1 ‘ R[X].

¥ On a

i) 
d(F + G)

dX   = dF
dX  + dG

dX , ii) d(FG)/dX = FdG
dX  + G dF

dX  et iii) 
df
dX  = 0 si f ‘ R.
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¥ Si F ‘ R[X, Y], on a 
d2F

dXdY  = d2F
dYdX .

¥ Si F ‘ R[X1, . . . , Xn] est homog�ne de degr� m, alors mF = œ Xi 
dF
dXi 

.

¥ Si F ‘ R[X1, . . . , Xn], A est une R alg�bre et Gi ‘ A[X], alors

dF(G1, . . . , Gn)
dX   = œ dF

dXi
(G1, . . . , Gn) 

dGi
dX  .

¥ Soit F ‘ k[X, Y] et p = car k (ou p = & si car k = 0). Alors

F = fi
k<p

1
k! fi

i+j=k



k

i
dkF

dXiYj(P)(X - a) i(Y - b)j mod (X, Y)p

¥ Soit F non constant ‘ k[X1, . . . , Xn] tel que 
dF
dX1

  = . . . = dF
dXn

  = 0. Alors, k est de
caract�ristique p > 0 et F = Gp.

¥ Si F ‘ k[X1, . . . , Xn+1] est homog�ne, alors pour tout i = 1, . . . , n, on a

(dF
dXi

 )* = 
dF*
dXi

 .

0.4. Compl�ments sur les anneaux et id�aux

0.4.1. D�finitions. Le radical (ou la racine) d'un id�al I dans un anneau A est I 
= {f ‘ A, ¡ n ‘ ˙, fn ‘ I}. On dit que I est radical si I = I . Un anneau est r�duit
(resp. int�gre, resp. un corps) si l'id�al nul est un id�al radical (resp. premier,
resp. maximal).

¥ Le radical d'un id�al I de A est un id�al de A contenant I.

¥ Soient A un anneau, I un id�al de A et π : A #@ A/I la surjection canonique.
Alors, l' application J ò@ π(J) est une surjection de l'ensemble des id�aux de
A dans celui des id�aux de A/I.

¥ On a A/(I + J) ~= (A/I)/π(J).

¥ L'id�al π(J) est radical, resp. premier, resp. maximal si et seulement si I + J
l'est. En particulier, I est un id�al radical (resp. premier, resp. maximal) si et
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seulement si A/I est r�duit (resp. int�gre, resp. un corps).

0.4.2. D�finition. Un anneau est noeth�rien s'il satisfait les conditions �quiva-
lentes suivantes : (i) Tout id�al est de type fini, (ii) Toute famille non vide
d'id�aux contient un �l�ment maximal et (iii) Toute suite croissante d'id�aux
est stationnaire.

¥ Ces conditions sont bien �quivalentes.

¥ Un quotient d'un anneau noeth�rien est noeth�rien.

0.4.3. D�finition. Une R-alg�bre est de type fini si elle est isomorphe a un
quotient d'un anneau de polyn�mes (en un nombre fini de variables) sur R.

0.4.4. Th�or�me (Hilbert). Toute alg�bre de type fini sur un anneau noetherien
est noeth�rien.

0.4.5. Th�or�me (Nullstellensatz alg�brique, Hilbert). Si k est un corps, toute
extension de k qui est une k-alg�bre de type fini est une extension finie de k.

0.4.6. D�finitions. Un anneau A est local s'il satisfait les propri�t�s �quivalentes
suivantes : (i) A poss�de un unique id�al maximal µAÊet (ii) A\A| est un id�al de
A. On dit alors que k(A) = A/µA est le corps r�siduel de A. Un homomorphisme
d'anneaux locaux ƒ : A #@ B est local si ƒ(µA) « µB.

¥ Les propri�t�s (i) et (ii) sont bien �quivalentes et on a µA = A\A|.

¥ Si A est un anneau int�gre de corps de fractions K et ¹Êun id�al premier,
alors A¹ := {f/g, g ’ ¹} « K est un anneau.

¥ Si I est un id�al de A, l'id�al IA¹ de A¹ engendr� par I est {f/g, f ‘ I, g ’ ¹}. De
plus, on a toujours (IA¹)(JA¹) = (IJ)A¹.

¥ A¹ est un anneau local d'id�al maximal ¹A¹ et de r�siduel, le corps des
fractions de A/¹.

¥ Si J est un id�al de A¹ alors J = IA¹ avec I = J ı A.
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¥ Si A est noeth�rien, A¹ aussi.

¥ Si u : A #@ BÊest un homomorphisme d'anneaux et ÙÊun id�al premier de B,
alors ¹ := u-1(Ù) Êest un id�al premier de A et u se prolonge de mani�re unique
en un homomorphisme (local) uÙ : A¹ #@ BÙ.

¥ Si u est injectif, surjectif ou un isomorphisme, il en va de m�me de uÙ.

0.4.7. D�finitions. Un id�al I de R[X1, . . . , Xn+1] est gradu� (ou homog�ne) s'il
satisfait les propri�t�s �quivalentes suivantes : (i) Tout �l�ment de I � ses
composantes homog�nes dans I et (ii) I est engendr� par des polyn�mes
homog�nes. Un �l�ment non nul de A := R[X1, . . . , Xn]/I est homog�ne de degr�
d s'il poss�de un repr�sentant homog�ne dans R[X1, . . . , Xn]. Si A est int�gre,
un �l�ment fÊdu corps de fractions K  de A est dit homog�ne de degr� d si on
peut l'�crire f = g/hÊavec g et h homog�nes et deg g - deg h = d.

¥ Les propri�t�s (i) et (ii) ci dessus sont bien �quivalentes.

¥ La notion de degr� est bien d�finie.

¥ Si A est int�gre, l'ensemble form� par 0 et par les �l�ments homog�nes de
degr� nul du corps des fractions de A forment un sous-corps.

0.4.8. D�finition. Une valuation discr�te sur un corps K est une application
surjective v : K* #@ Á tel que v(f.g) = v(f) + v(g)Êet v(f + g) ≥ min(v(f),
v(g)). On dit que l ‘ K est une uniformisante pour v si v(l) = 1. L'ensemble A :=
{f ‘ K, v(f) ≥ 0} Ù {0}Êest l'anneau de valuation de v.

¥ On a v(1) = 0 et pour tout f ‘ K|, v(f-1) = - v(f).

¥ A est bien un sous-anneauÊde K. C'est un anneau local d'id�al maximal µA :=
{f ‘ K, v(f) > 0} Ù {0}.

¥ On a v(f) ≥ n ssi f ‘ µn
A .

¥ Si A contient un corps k tel que l'application compos�e k Ã@ A #@ k(A) soit
bijective, alors pour tout f ‘ A, on a v(f) = dimk A/(f).

0.4.9. Proposition Pour un anneau A, les propri�t�s suivantes sont �quivalentes
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:
(i) A est un anneau de valuation discr�te.
(ii) A est int�gre et il existe l ‘ A tel que tout f non nul de AÊs'�crive de ma-

ni�re unique sous la forme f = uln avec u ‘ A| et n ‘ ˙.
(iii) A est un anneau local principal .
(iv) A est un anneau local int�gre noeth�rien et dimk(A) µA/µ2

A  = 1.



COURBES ALGEBRIQUES
(Bernard Le Stum)

CHAPITRE 1 - COURS

G�om�trie des ensembles alg�briques

On fixe un corps de base infini k.Ê

1.1. Z�ros de polyn�mes dans l'espace affine

1.1.1. D�finitions. Lorsque l'espace vectoriel kn est consid�r� comme espace
affine, on le note Ån(k), ou plus simplement Ån, et on dit que c'est l'espace
affine de dimension n sur k. On dit que Å1 est la droite affine sur k et que Å2 est
le plan affine sur k. Si S est une partie de k[X1, . . . , Xn],Êle lieu des z�ros de S
est V(S) := {P ‘ Ån, ◊ F ‘ S, F(P) = 0}. On �crira V(F1, . . . , Fr) := V({F1, . . . ,
Fr}).

1.1.2. Proposition. (i) On a V(1) = Ø et V(0) = Ån.

(ii) Si {Så}å‘A est un ensemble de parties de k[X1, . . . , Xn], on a V(Ù
å

 Så) =
ı
å

 V(Så)),

(iii) Si S, T « k[X1, . . . , Xn], alors V(S) Ù V(T) = V(FG, F ‘ S, G ‘ T) et

(iv) Si S « T « k[X1, . . . , Xn], alors V(T) « V(S)

D�monstration : i) Puisque le polyn�me constant 1 ne s'annule jamais, on a
V(1) = Ø. De m�me, puisque le polyn�me constant 0 est identiquement nul,
V(0) = Ån. ii) On a

P ‘ V(Ù
å

 Så) ssi ◊ F ‘ Ù
å

 Så, F(P) = 0
P ‘ V(Ù

å
 Så) ssi ◊ å ‘ A, ◊ F ‘ Så, F(P) = 0

P ‘ V(Ù
å

 Så) ssi ◊ å ‘ A, F ‘ V(Så))
P ‘ V(Ù

å
 Så) ssi F ‘ ı

å
 V(Så).

iii) On a
P ‘ V(S) Ù V(T) ssi P ‘ V(S)Êou P ‘ V(T)
P ‘ V(S) Ù V(T) ssi ◊ F ‘ S, F(P) = 0Êou ◊ G ‘ T, G(P) = 0
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P ‘ V(S) Ù V(T) ssi ◊ F ‘ S, ◊G ‘ T, F(P) = 0 ou G(P) = 0
P ‘ V(S) Ù V(T) ssi ◊ F ‘ S, ◊G ‘ T (FG)(P) = 0
P ‘ V(S) Ù V(T) ssi P ‘ V(FG, F ‘ S, ◊G ‘ T).

iv) Enfin, si S « T  et si P ‘ V(T), alors pour tout F ‘ S, on a F ‘ TÊet donc F(P) =
0 si bien que P ‘ V(S).

1.1.3. Proposition. Si F et G ‘ k[X, Y] n'ont pas de facteurs communs, alors V(F,
G) est fini.

D�monstration : On note V = V(F, G) et on applique le th�or�me de B�zout � F
et G dans k(X)[Y] qui est un anneau principal : Puisque FÊet G n'ont pas de
facteur commun dans k[X, Y], ils n'en ont pas non plus dans k(X)[Y]. Ils sont
donc premiers entre eux dans cet anneau. Il existe donc A et B ‘ k(X)[Y] tels
que AF + BG = 1. On peut trouver R non nul ‘ k[X] tel que A = A0/R et B =
B0/RÊavec A0 et B0 ‘ k[X, Y]. On a donc A0F + B0G = R si bien que si P = (a, b) ‘
V, alors F(P) = G(P) = 0 et donc R(a) = 0. On voit ainsi que V « V(R) | Å1Êo�
V(R) « Å1 est un ensemble fini puisque R n'a qu'un nombre fini de racines. De
m�me, on a V « Å1 | V(S) avec V(S)Êfini et donc V « V(R) | V(S)Êqui est fini.

1.2. Ensembles alg�briques affines

1.2.1. D�finitions. Une partie V de Ån est un ensemble alg�brique affine s'il
existe S « k[X1, . . . , Xn]Êtel que V = V(S). On dit alors que les "F = 0" avec F ‘
SÊforment un syst�me d'�quations pour V. La partie V est une hypersurface de
degr� d s'il existe F ‘ k[X1, . . . , Xn] non constantÊde degr� d tel que V = V(F).
Une hypersurface du plan affine est une courbe affine plane. On dit conique,
cubique, quartique, . . . si d = 2, 3, 4, . . .

¥ Ån et Ø sont des ensembles alg�briques : Nous avons vu que Ån  = V(0) et que
Ø = V(1).

¥ Toute intersection et toute union finie d'alg�briques est alg�brique : C'est
aussi une cons�quence imm�diate de la proposition 1.1.2.

¥ Tout ensemble fini est alg�brique : Gr�ce � la remarque pr�c�dente, il suffit
de montrer que tout point est alg�brique. Or si P := (a1, . . . , an) ‘ Ån, on a {P} =
V(X1 - a1, . . . , Xn - an).
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¥ Tout sous-ensemble alg�brique propre est une intersection d'hypersurfaces :
En effet, on a V = V(S) = V( Ù

F‘S
 {F}) = ı

F‘S
 V(F) = Erreur!V(F). Puisque V est

non vide aucun des F ‘ S\0 n'est constantÊet les V(F) sont donc bien des
hypersurfaces.

¥ Les sous-ensembles alg�briques propres de la droite affine sont les ensembles
finis : Il suffit de montrer que, dans Å1, toute hypersurface est finie. Or on sait
que tout polyn�me non nul en une variable sur un corps a un nombre fini de
z�ros.

1.2.2. Proposition. Si V et W sont des sous-ensembles alg�briques de Ån et Åm,
respectivement, alors V | W est un sous-ensemble alg�brique de Ån+m.

D�monstration : Tout F ‘ k[X1, . . . , Xn] peut �tre consid�r� comme �l�ment de
k[X1, . . . , Xn+m]Êet on a alors pour P ‘ ÅnÊet Q ‘ Åm, F(P, Q) = F(P). Si G ‘ k[X1,
. . . , Xm], on note Gn+ = G(Xn+1, . . . , Xn+m) ‘ k[X1, . . . , Xn+m] si bien que si P ‘
ÅnÊet Q ‘ Åm, alors Gn+(P, Q) = G(Q). �crivons V = V(S), W = V(T) et notons
Tn+ = {Gn+, G ‘ T}. On a

(P, Q) ‘ V | W ssi P ‘ V et Q ‘ W
(P, Q) ‘ V | W ssi ◊ F ‘ S, F(P) = 0Êet ◊ G ‘ T, G(Q) = 0
(P, Q) ‘ V | WÊ ssi ◊ F ‘ S, F(P, Q) = 0Êet ◊ G ‘ T, Gn+(P, Q) = 0
(P, Q) ‘ V | WÊ ssi (P, Q) ‘ V(S)Êet (P, Q) ‘ V(Tn+)
(P, Q) ‘ V | WÊ ssi (P, Q) ‘ V(S ÙTn+).

Cela montre bien que V | WÊÊest alg�brique.

1.2.3. D�finition. Une vari�t� lin�aire est un sous-espace affine de Ån.

¥ Un hyperplan de Ån est une hypersurface d�finie par un polyn�me de degr�
1 : Par d�finition, une partie V de Ån est un hyperplan si et seulement si il
existe un point P ‘ V et une forme lin�aire non nulle ƒ : kn #@ k telle que V =
{Q ‘ Ån, ƒ(

@
PQ ) = 0}. Si on note P =: (a1, . . . , an) et ƒ(x1, . . . , xn) =: å1x1 + . . . +

ånxn, on voit donc que Q := (b1, . . . , bn) ‘ V si et seulement si å1(b1 - a1) + . . . +
ån(bn - an) = 0, c'est � dire, si et seulement si QÊest sur l'hypersurface
d'�quation å1(X1 - a1) + . . . + ån(Xn - an) = 0. Puisque tout polyn�me de degr� 1
se met sous cette forme, on voit qu'il y a bien identit� entre hyperplans et
hypersurfaces d�finies par des polyn�mes de degr� 1.



CAL - Chapitre 1- Cours - juin 4, 1999

4

¥ Une vari�t� lin�aire est un ensemble alg�brique d�fini par des polyn�mes de
degr� 1 : Puisqu'une vari�t� lin�aire est une intersection d'hyperplans, c'est
une cons�quence imm�diate de la premi�re assertion.

1.2.4. Proposition. (i) Si V est un ensemble alg�brique affine et L une droite non
contenue dans V, alors L ı V est fini.

(ii) Si V et W Êsont des ensembles alg�briques affines et L une droite
contenue dans V Ù W alors L « V ou L « W.

(iii) Si C = V(F) est une courbe plane avec F irr�ductible et V un sous-
ensemble alg�brique du planÊne contenant pas C, alors C ı VÊest fini.

D�monstration : i) On peut bien sur supposer que VÊest une hypersurface
d'�quation F = 0 et on peut �crireÊL sous forme param�trique L = {(a1 + tå1, . . .
, an + tån), t ‘ k}. Si on note ‡ : Å1 #@ Ån, t ò@ (a1 + tå1, . . . , an + tån) et G =
F(a1 + Tå1, . . . , an + Tån) ‘ k[T], on a L ı V = {‡(t), G(t) = 0, t ‘ k} = ‡(V(G)).
Puisque L n'est pas contenu dans V, G n'est pas identiquement nulÊet V(G) est
donc fini. Il suit que L ı VÊest aussi fini. ii) Puisqu'une droite sur un corps
infini est infinie, les hypoth�ses impliquent que L ı V ou L ı WÊest infini et
donc, gr�ce au r�sultat pr�c�dent, que L « V ou L « W. iii) On peut bien s�r
supposer que VÊest une courbe plane d'�quation G = 0. Puisque C n'est pas
contenue dans V, G n'est pas un multiple de F. Puisque F est irr�ductible, cela
signifie que F et G n'ont pas de facteur commun et il suit que C ı V = V(F, G)
est fini.

1.3. Z�ros de polyn�mes dans l'espace projectif

1.3.1. D�finitions. On dit que Ên(k) ou Ên := Ê(kn+1) est l'espace projectif de
dimension n sur k, que Ê1 est la droite projective sur k et que Ê2 est le plan
projectif sur k. Si (a1, . . . , an+1) est un vecteur directeur de P, on �crit P =: (a1; .
. . ; an+1) et on dit que (a1; . . . ; an+1)Êest un syst�me de coordonn�es homog�nes
pour P. On dit que P est un z�ro de F ‘ k[X1, . . . , Xn+1]Êsi F(P) = 0.

¥ Le point P = (a1; . . . ; an+1) est un z�ro de F si et seulement si F(¬a1, . . . ,
¬an+1) = 0 pour tout ¬ ‘ k : Clair.

¥ On a F(P) = 0 si et seulement si P « V(F) : Clair.
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¥ Si F = Fd + Fd-1 + . . . + F0Êest la d�composition de F non nul ‘ k[X1, . . . , Xn+1]
en somme de ses composantes homog�nes, et si P = (a1; . . . ; an+1), alors F(P) =
0Êsi et seulement si F0(a1, . . . , an+1) = F1(a1, . . . , an+1) = . . . = Fd(a1, . . . , an+1)
= 0 : Puisque k est infini, on a

F(P) = 0 ssi ◊ ¬ ‘ k, F(¬a1, . . . , ¬an+1) = 0
F(P) = 0 ssi ◊ ¬ ‘ k, ¬dFd(a1, . . . , an+1) + ¬d-1Fd-1(a1, . . . , an+1)

 + . . . + F0(a1, . . . , an+1) = 0
F(P) = 0 ssi F0(a1, . . . , an+1) = F1(a1, . . . , an+1)

 = . . . = Fd(a1,. . . , an+1) = 0.

1.3.2. D�finition. Si S « k[X1, . . . , Xn+1],Êon dit que Vp(S) = {P ‘ Ên, ◊ F ‘ S,
F(P) = 0}Êest le lieu des z�ros de S dans Ên.

¥ Si S « k[X1, . . . , Xn+1], on a P ‘ Vp(S) ssi P « V(S) : En effet, on a
P ‘ Vp(S) ssi ◊ F ‘ S, F(P) = 0
P ‘ Vp(S) ssi ◊ F ‘ S, P « V(F)
P ‘ Vp(S) ssi P « ı

F‘S
 V(F) = V(S).

¥ Si Sp est l'ensemble des composantes homog�nes des F ‘ S, alors Vp(S) =
Vp(Sp) : Clair.

1.3.3. Proposition. On a Vp(1) = Ø, Vp(0) = Ên, Vp(Ù
å

 Så) = ı
å

 Vp(Så), Vp(S) Ù
Vp(T) = Vp(FG, F ‘ S, G ‘ T) et Vp(T) « Vp(S) si S « T.

D�monstration : On a
P ‘ Vp(1) ssi P « V(1) = Ø

et
P ‘ Vp(0) ssi P « V(0) = Ån+1.

On a
P ‘ Vp(Ù

å
 Så) ssi P « V(Ù

å
 Så)

P ‘ Vp(Ù
å

 Så) ssi P « ıV(Så)
P ‘ Vp(Ù

å
 Så) ssi ◊å ‘ A, P ‘ V(Så))

P ‘ Vp(Ù
å

 Så) ssi ◊å ‘ A, P ‘ Vp(Så))
P ‘ Vp(Ù

å
 Så) ssi P ‘ ı

å
 Vp(Så).

On a
P ‘ Vp(S) Ù Vp(T) ssi P ‘ Vp(S) ou P ‘ Vp(T)
P ‘ Vp(S) Ù Vp(T) ssi P « V(S) ou P « V(T)
P ‘ Vp(S) Ù Vp(T) ssi P « V(S) Ù V(T) par 1.2.4
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P ‘ Vp(S) Ù Vp(T) ssi P « V(FG, F ‘ S, G ‘ T)
P ‘ Vp(S) Ù Vp(T) ssi P ‘ Vp(FG, F ‘ S, G ‘ T).

Enfin, si S « T alors V(T) « V(S) et donc Vp(T) « Vp(S).

1.3.4. La notion de lieu des z�ros se comporte bien par rapport aux c�nes :

¥ On a toujours C(Vp(S)) « V(S) Ù {O} : Si (a1, . . . , an+1) ≠ O, on a
(a1, . . . , an+1) ‘ C(Vp(S)) ssi (a1; . . . ; an+1) ‘ Vp(S)
(a1, . . . , an+1) ‘ C(Vp(S)) ssi ◊ F ‘ S, F(a1; . . . ; an+1) = 0
(a1, . . . , an+1) ‘ C(Vp(S)) ¶ ◊ F ‘ S, F(a1, . . . , an+1) = 0
(a1, . . . , an+1) ‘ C(Vp(S)) ssi (a1, . . . , an+1) ‘ V(S).

¥ Supposons les �l�ments de S homog�nes. Alors C(Vp(S)) = V(S) si Vp(S) ≠ Ø
et on a Vp(S) = Ø si et seulement si V(S) « {O} : en remarquant que si F est
homog�ne, alors

F(a1, . . . , an) = 0 ssi F(a1; . . . ; an) = 0,
le m�me argument que ci dessus nous fournit C(Vp(S)) = V(S) Ù {O}. Il suffit
alors de remarquer que si P ‘ Vp(S), alors O ‘ P « V(S) et que Vp(S) = Ø si et
seulement si C(Vp(S)) = {O}.

¥ Si C(A) = V(S), alors A = Vp(S) : On a
P ‘ A ssi P « C(A) = V(S) ssi P ‘ Vp(S).

1.3.5. Proposition. L'application Ên-1 #@ Ên, (a1, . . . , an)ò@ (a1; . . . ; an; 0)

est une bijection de Ên-1 sur un hyperplan de Ên et l'application Ån #@ Ên,
(a1, . . . , an)ò@ (a1; . . . ; an; 1) est une bijection de Ån sur le compl�mentaire

de cet hyperplan.

D�monstration : La premi�re assertion r�sulte du fait que l'image d'une
homographie de Ên-1 dans Ên est toujours un hyperplan H. Soit U le
compl�mentaire de H dans Ên. On d�finit la bijection r�ciproque U #@ Ån en
envoyant (a1; . . . ; an+1) sur (a1/an+1, . . . , an/an+1). Cette application est bien
d�finie car si (a1; . . . ; an+1) ‘ UÊalors an+1 ≠ 0 et si ¬ ‘ k, alors (¬a1/¬an+1, . . . ,
¬an/¬an+1) = (a1/an+1, . . . , an/an+1). De plus, on a toujours (a1, . . . , an) = (a1/1, . .
. , an/1)Êet si an+1 ≠ 0, (a1/an+1; . . . ; an/an+1, 1) = (a1; . . . ; an+1).

On identifiera dor�navant Ên-1 et Ån avec leurs images dans Ên.
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1.3.6. D�finition. Si A « Ên, on dit que A* := A ı Ån est la partie affine de A et

que son compl�mentaire dans A est le lieu � l'infini de A.

¥ Si F ‘ k[X1, . . . , Xn+1] est homog�ne et P ‘ Ån Ê« Ên, on a F(P) = 0 (dans Ên)

si et seulement si F*(P) = 0 (dans Ån) : Si P = (a1, . . . , an), on a
F(P) = 0 ssi F(a1; . . . ; an; 1) = 0
F(P) = 0 ssi F(a1, . . . , an, 1) = 0 (car F est homog�ne)
F(P) = 0 ssi F* (a1, . . . , an) = 0
F(P) = 0 ssi F*(P) = 0.

1.3.7. Proposition. i) Si S est une partie de k[X1, . . . , Xn+1], alors Vp(S)* = V(S*).
ii) Si F ‘ k[X1, . . . , Xn], on a V(F) = V(F*)*.

D�monstration : i) Si P ‘ Ån, on a
P ‘ V(S*) ssi ◊F ‘ Sp, F*(P) = 0
P ‘ V(S*) ssi ◊F ‘ Sp, F(P) = 0
P ‘ V(S*) ssi P ‘ Vp(Sp)= Vp(S)
P ‘ V(S*) ssi P ‘ Vp(S)*.

ii) En effet, V(F) = V((F*)*) = V(F*)*.

1.4. Ensembles alg�briques projectifs

1.4.1. D�finition. Une partie V de Ên est un ensemble alg�brique projectif s'il
existe S « k[X1, . . . , Xn+1]Êtel que V = Vp(S). C'est une hypersurface de degr� d
s'il existe F ‘ k[X1, . . . , Xn+1] homog�ne non constantÊde degr� d tel que V =
Vp(F). Une hypersurface du plan projectif est une courbe projective plane. On
dit conique, cubique, quartique, . . . si d = 2, 3, 4, . . .

¥ Un sous-ensemble V de Ên est alg�brique si et seulement si C(V) est un
ensemble alg�brique affine : Nous avons vu que C(Vp(S)) = V(Sp)Êsi Vp(S) ≠ Ø
et on sait que C(Ø) = {O}. R�ciproquement, on a V = Vp(S)Êsi C(V) = V(S).

¥ Un ensemble alg�brique projectif non vide est une intersection
d'hypersurfaces : En effet, on peut �crire V = Vp(S) o� S est compos� de
polyn�mes homog�nes, et on a donc V = Vp( Ù

F‘S
 {F}) = ı

F‘S
 Vp(F).

1.4.2. D�finition. Une vari�t� lin�aire projective est un sous-espace projectif de
Ên.
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¥ Un hyperplan de Ên est une hypersurface d�finie par une forme lin�aire (un
polyn�me homog�ne de degr� 1) : En effet, V est un hyperplan si et seulement si
C(V) = V(F) avec F de degr� 1. Puisque l'origine appartient � C(V), le
polyn�me F est n�cessairement homog�ne et on sait alors que C(V) = V(F) si et
seulement si V = Vp(F).

¥ Une vari�t� lin�aire projective non vide est un ensemble alg�brique d�fini par
des polyn�mes homog�nes de degr� 1 : On sait qu'un sous-espace projectif non
vide est une intersection d'hyperplans.

1.4.3. Proposition. Si V « Ên est une hypersurface distincte de Ên-1 (resp. un
ensemble alg�brique, resp. un hyperplan distinct de Ên-1, resp. une vari�t�
lin�aire), alors V*  est une hypersurface (resp. un ensemble alg�brique, resp.
un hyperplan, resp. une vari�t� lin�aire). De plus, toute hypersurface (resp.
ensemble alg�brique, resp. hyperplan, resp. toute sous-vari�t� lin�aire de Ån)
est la partie affine d'une hypersurface, d'un ensemble alg�brique, d'un
hyperplan, respectivement d'une sous-vari�t� lin�aire) de Ên.

D�monstration : On a vu que si S est une partie de k[X1, . . . , Xn+1], alors
Vp(S)*= V(S*). De plus, si F est un polyn�me homog�ne non constant tel que
F* = c ‘ k, alors F = Xm

n +1(F*)
* = cXm

n +1Êet V(F) = Ên-1. Aussi, si F est une
forme lin�aire et V(F) ≠ Ên-1, alors F* est n�cessairement de degr� 1. Enfin, si
S est une partie de k[X1, . . . , Xn], on peut �crire V(S) = ıV(F) = [ı V(F*)]*.

1.4.4. Les sous-ensembles alg�briques propres de Ê1 sont les ensembles finis :
Remarquons que C(Å1) = Å2\(OX) Ù {O} n'est pas alg�brique car son
intersection avec la droite d'�quation X = 1Ên'est pas finie. Il suit que Å1Ên'est
pas un sous-ensemble alg�brique de Ê1. Si VÊest un sous-ensemble alg�brique
infini de Ê1, alors V* est un sous-ensemble alg�brique infini de Å1Êet on a donc
V* = Å1Êsi bien que Å1 « V. Puisque Å1 ≠ V, on a V = Ê1.

1.5. Fonctions polynomiales, changement de coordonn�es

1.5.1. D�finitions. Si V est un sous-ensemble alg�brique de Ån, une fonction f :
V #@ kÊest polynomiale s'il existe F ‘ k[X1, . . . , Xn], telle que pour tout P ‘ V,
on ait f(P) = F(P). Leur ensemble se note k[V]. Soient W « Åm un autre
ensemble alg�briqueÊet ƒ : W #@ V, P ò@ (f1(P), . . . , fn(P)) une application
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quelconque. On dit que les fonctions f1, . . . , fn : W #@ k sont les composantes
de ƒ , et on consid�rera aussi parfois ƒ comme un vecteur ligne [f1, . . . , fn]. On
dit que ƒ est une application polynomiale si ses composantes sont des fonctions
polynomiales. L'ensemble des applications polynomiales de W dans V se note
Hom(W, V).

¥ Si V est un sous-ensemble alg�brique de Ån, les fonctions coordonn�es xi : V
#@ k, P =: (a1, . . . , an) ò@ ai, pour i = 1, . . . , nÊsont des fonctions
polynomiales : Ces fonctions sont induites par les polyn�mes Xi.

¥ La projection V | W #@ V est une application polynomiale : Si V « Ån, les
composantes de la projection sont les fonctions coordonn�es x1, . . . , xnÊsur V |
W .

¥ Si V « ÅnÊet W « Åm sont deux sous-ensembles alg�briques, une application ƒ
: W #@ V est polynomiale si et seulement si elle se prolonge en une application
polynomiale ‡ : Åm #@ Ån : En effet, une application polynomiale de WÊdans
VÊest une application dont les composantes se prolongent en des fonctions
polynomiales sur Åm.

¥ Si ƒ : W #@ V est une application polynomiale et V' (resp. W') est un sous-
ensemble alg�brique de VÊ(resp. W) tel que ƒ(W') « V', alors l'application
induite ƒ' : W' #@ V' est une application polynomiale : C'est une cons�quence
imm�diate de la remarque pr�c�dente.

1.5.2. Proposition. La compos�e de deux applications polynomiales est une
application polynomiale.

D�monstration : On se donne donc ¥ : Z #@ W et ƒ : W #@ V polynomiales et
on veut montrer que ƒ Ï ¥ est polynomiale. Si ƒ et ¥ se prolongent
respectivement en Í : År #@ Åm et ‡ : Åm #@ Ån, polynomiales, alors ¥ Ï ƒ
se prolonge en ‡ Ï Í. Il suffit donc de montrer que ‡ Ï Í est polynomiales
lorsque ‡ et Í le sont. Puisque cette condition se v�rifie sur les composantes, il
suffit de montre que si Í : År #@ Åm est polynomiale, disons Í = [G1, . . . ,
Gm], et si F ‘ k[X1, . . . , Xm], alors F Ï Í est polynomiale. Il suffit alors de
remarquer que si P ‘ År, on a F((Í(P)) = F(G1(P), . . . , Gm(P)) = F(G1, . . . ,
Gm)(P).
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¥ L'image r�ciproque d'une hypersurface par une application polynomiale ‡ :
Åm #@ Ån est soit vide, soit Åm, soit une hypersurface : Nous venons de voir
que si F ‘ k[X1, . . . , Xm], alors F Ï ‡ =: G ‘ k[X1, . . . , Xn]. Il suit que si V = V(F),
alors ‡-1(V) = V(G).

¥ L'image r�ciproque d'un ensemble alg�brique affine par une application
polynomiale est alg�brique : C'est une cons�quence du r�sultat pr�c�dent car
l'image r�ciproque commute aux intersections.

1.5.3. D�finitions. Une application polynomiale est un isomorphisme si elle est
bijective et si sa r�ciproque est une application polynomiale. Deux ensembles
alg�briques sont isomorphes s'il existe un isomorphisme de l'un sur l'autre.
Une application polynomiale ƒ :  W #@ V est une immersion ferm�e si ƒ induit
un isomorphisme de W sur un sous-ensemble alg�brique de V.

¥ Si ƒ : W #@ V est un isomorphisme, V'Êun sous-ensemble alg�brique de V et
W' := ƒ-1(V'), alors l'application induite W' #@ V' est aussi un isomorphisme :
C'est une application polynomiale bijective et sa r�ciproque qui est induite par
la r�ciproque de ƒÊest aussi polynomiale.

1.5.4. Proposition. Soient V et W des ensembles alg�briques affines, ‚ « V | W et
π  : ‚ #@ W la compos�e de l'inclusion ‚ Ã@ V | W et de la projection V | W
#@ V. Alors les conditions suivantes sont �quivalentes :

(i) ‚ est le graphe d'une application polynomiale de V vers W

(ii) π est un isomorphisme d'ensembles alg�briques.

D�monstration : ÊOn sait que ‚ est le graphe d'une application ƒ : V #@ WÊsi et
seulement si π est bijectiveÊet qu'alors ƒ Êest l'application compos�e de π-1 : V
#@ ‚, de l'inclusion ‚ Ã@ V | W et de la projection V | W #@ W. En
particulier, si π est un isomorphisme d'ensembles alg�briques, alors ƒÊest
polynomiale comme compos�e d'applications polynomiales. R�ciproquement,
si ƒÊest polynomiale, ses composantes sont induites par des polyn�mes F1, . . . ,
FmÊet on a donc ‚ = (V | W) ı Z o� Z  = V(Xn+1 - F1, . . . , Xn+m - Fm), ce qui
montre que ‚ est alg�brique. De plus, π-1Êest induit par (X1, . . . , Xn, F1, . . . , Fm)
et πÊest donc bien un isomorphisme.

1.5.5. D�finitions. Un changement de coordonn�es affines est une application
affine bijective de Ån sur lui m�me.
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¥ Soient V « ÅnÊ et W « Åm des sous-vari�t�s lin�aires. Une application ƒ : W
#@ V est affine si et seulement si c'est une application polynomiale induite
par des polyn�mes de degr� au plus 1 : Puisque toute application affine ƒ : W
#@ VÊse prolonge en une application affine Åm #@ Ån, on peut supposer que
V = Ån et W = Åm . Une application ‡ : Åm #@ Ån est affine si et seulement si il
existe 

@
‡  : km #@ knÊlin�aire telle que ‡(P) = ‡(O) + 

@
‡(

@
OP) . C'est � dire si et

seulement si il existe des åijÊet des ai tels que ‡(b1, . . . , bm) = (œå1j bj + a1, . . . ,
œånj bj + an). Autrement dit, ‡Êest affine si et seulement ses composantes sont
des polyn�mes œå1j Xj + a1 de degr�s au plus 1.

¥ Toute application affine bijective entre vari�t�s lin�aires est un
isomorphisme : Nous savons qu'une application affine est polynomiale, que la
r�ciproque d'une application affine bijective est affineÊet qu'une application
induite par une application polynomiale est polynomiale.

¥ Toute sous-vari�t� lin�aire de dimension d de An est isomorphe � Ad : Nous
savons que si deux espaces affines ont m�me dimension (finie), il existe une
application lin�aire bijective de l'un sur l'autre.

1.5.6. D�finition. Un changement de coordonn�es projectives est une
homographie de Ên sur lui m�me. On dit que deux sous-ensembles alg�briques
de Ên sont projectivement �quivalents s'il existe un changement de
coordonn�es projectives qui les �change.

¥ Si ‡ est une homographie et V un ensemble alg�brique projectif, alors ‡-1(V)
est alg�brique : En effet, on a C(‡-1(V)) = ‡-1(C(V)).

1.6. Topologie de Zariski sur un ensemble alg�brique

1.6.1. D�finition. La topologie de Zariski sur un ensemble alg�brique (affine ou
projectif) V est la topologie pour laquelle les ferm�s sont les sous-ensembles
alg�briques de V. Si F ‘ k[X1, . . . , Xn], on dit que D(F) = Ån \ V(F) est un ouvert
principal de Ån. Enfin, la fermeture alg�brique d'une partie A de V est
l'adh�rence de A dans V.
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¥ Si W est un sous-ensemble alg�brique de V, la topologie de Zariski sur W est
induite par la topologie de Zariski sur V : Si Z est ferm� dans V, alors Z ı WÊ est
ferm� dans W. Si Z est ferm� dans W  alors Z est ferm� dans V et on a Z = Z ı W.

¥ Si F ≠ 0 ‘ k[X1, . . . , Xn], alors D(F) est un ouvert non vide de Ån : En effet,

puisque k est infini, V(F) ≠ Ån.

¥ La topologie de Zariski sur Ån est la topologie induite par la topologie de
Zariski sur Ên : Nous avons vu que la partie affine d'un ensemble alg�brique
projectif est alg�brique et que tout ensemble alg�brique affine est la partie affine
d'un ensemble alg�brique projectif.

¥ Une application polynomiale entre ensembles alg�briques affines est
continue : Nous avons vu que l'image r�ciproque d'un ensemble alg�brique par
une application polynomiale est alg�brique.

¥ Une homographie est continue : On a vu que l'image r�ciproque d'un
ensemble alg�brique est alg�brique.

¥ Les ferm�s propres d'une droite ou d'une courbe affine plane de la forme
V(F) avec F irr�ductible, sont les ensembles finis. En particulier, toute partie
infinie est dense : Le cas affine a d�j� �t� trait� et une droite projective est
hom�omorphe � Ê1 par une homographie.

¥ Si V et W sont deux ensembles alg�briques affines infini, la topologie de
Zariski sur V | W est strictement plus fine que la topologie produit des
topologies de Zariski sur V et sur W! En particulier, une application Z #@ V |
W dont les composantes sont continues n'est pas n�cessairement continue!

1.6.2. D�finition. Si V est un sous-ensemble alg�brique de Ån, on dit que la
fermeture alg�brique V*Êde V dans Ên est la fermeture projective de V. On dit
que le lieu � l'infini de V* est le lieu � l'infini de V. Si P est un point � l'infini de
V « Å2, on peut voir P comme un point de Ê1 et donc comme une droite de k2.
C' est ce que l'on appelle une direction asymptotique pour V.

¥ Si V est un ensemble alg�brique affine, alors V « (V*)* : On a V =  V ı Ån « V*

ı Ån «(V*)*.
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¥ Si V est un ensemble alg�brique projectif, alors (V*)
* « V : On a V* = V ı Ån «

V et donc (V*)
* « V car V est ferm� dans Ên.

1.6.3. Proposition. Si V et W sont des ensembles alg�briques affines, la
projection p  : V | W #@ V est une application ouverte.

D�monstration : On a V « Ån et W « Åm et donc V | W « Ån+m. Si Q = (b1, . . . ,
bm) ‘ Åm et F ‘ k[X1, . . . , Xn+m], on pose

FQ := F(X1, . . . , Xn, b1, . . . , bm) ‘ k[X1, . . . , Xn].

Soit U « V | W un ouvert. Si Z est le compl�mentaire de U dans V | W , on peut
�crire Z := V(S) avec S « k[X1, . . . , Xn+m]. Nous allons montrer que le
compl�mentaire de p(U) dans V est un sous-ensemble alg�brique de V. Soit P ‘
V. On a

P ’ p(U) ssi ◊ Q ‘ W,(P, Q) ’ U
P ’ p(U) ssi ◊ Q ‘ W, (P, Q) ‘ Z
P ’ p(U) ssi ◊ Q ‘ W, ◊ F ‘ S,  F(P, Q) = FQ(P) = 0.

On voit donc que le compl�mentaire de p(U) dans V est l'ensemble alg�brique V
ı V(T) avec T = {FQ, Q ‘ W, F ‘ S} « k[X1, . . . , Xn].

Corollaire. Si n > 0, alors tout ouvert non vide de Ån est infini.

En utilisant la projection p  : Ån #@ Å1Êon se ram�ne au cas n = 1.
Puisque k est infini, il suffit alors de rappeler que tout ferm� propre de Å1 est
fini.

1.6.4. Th�or�me. (k alg�briquement clos) Soit H une hypersurface de Ån ou de
Ên. Alors, H ≠ ØÊsi n ≥ 1 et estÊinfinie si n ≥ 2.

D�monstration : On d�montre d'abord le r�sultat suivant :

¥ Soit H une hypersurface de Ån. S'il n'existe pas d'hypersurface H' de Ån-1

telle que H = H' | (OXn) et si p  : Ån #@ Ån-1 est la projection, alors p(H)
contient un ouvert non vide de Ån-1 : On �crit F = FdXd

n + Fd-1Xd
n -1 + . . . +

F0Êavec F0, F1, . . . , Fd ‘ k[X1, . . . , Xn-1] et Fd ≠ 0. Si d = 0, on a F = F0  ‘ k[X1, . . .
, Xn-1]Êet donc V = V(F0) |  (OXn). Si d > 0, p(H) contient D(Fd), qui est un
ouvert non vide : en effet, si Fd(a1, . . . , an-1) ≠ 0, alors le polyn�me F(a1, . . . ,
an-1, T) ‘ k[T]Êest non constant et poss�de donc une racine an dans k qui est
alg�briquement clos. Il suit que (a1, . . . , an) ‘ H et donc que (a1, . . . , an-1) ‘

p(H).
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On d�montre ensuite le th�or�me dans le cas affine : On proc�de par
r�currence sur n. Le lieu des z�ros d'un polyn�me non constant en une
variable sur un corps alg�briquement clos est non vide. Le th�or�me est donc
vrai si n = 1. Supposons le th�or�me d�montr� pour � l'ordre n - 1. Si H = H' |
LÊo� H' est une hypersurface de Ån-1 et L une droite, alors H est infini comme
produit d'un ensemble non vide par un ensemble infini. Sinon, p(H)Êcontient
un ouvert non vide et donc infini de Ån-1Êet H est n�cessairement infini.

Il reste � traiter le cas projectif : Quitte � faire un changement de
coordonn�es, on peut supposer H ≠ Ên-1. On a alors H Ç H*Êqui est une

hypersurface de Ån.

1.7. Ensembles alg�briques irr�ductibles

1.7.1. Un ensemble alg�brique est dit irr�ductible s'il est irr�ductible pour la
topologie de Zariski.

¥ Si ‡  est un changement de coordonn�es (affines ou projectives)Êet si V est un
ensemble alg�brique irr�ductible, alors ‡-1 (V)Êaussi : On sait que ‡ est un
hom�omorphisme.

¥ Soit ‚ le graphe d'une application polynomiale ƒ : V #@ W. Alors, ‚Êest
irr�ductible si et seulement si V est irr�ductible : En effet, on sait que ‚ est
isomorphe, et donc hom�omorphe � V.

¥ Les droites et les courbes affines planes infinies de la forme C = V(F) avec F
irr�ductible sont irr�ductibles : Les ferm�s propres sont les ensembles finis.

1.7.2. Proposition. Si V et W sont deux ensembles alg�briques affines
irr�ductibles, il en va de m�me de V | W.

D�monstration : Soit, pour i = 1, 2, Ui ≠ Ø un ouvert de V | W. Si p : V | W #@
V est la projection, alors p(Ui) ≠ Ø. Puisque V est irr�ductible, on a p(U1) ı
p(U2) ≠ Ø. Soit P ‘ p(U1) ı p(U2), pour i = 1, 2, U'i  := Ui ı P | W ≠ Ø et est
ouvert dans P | W. Si q : P | W @ W est la projection, alors q(U'i ) ≠ Ø. Puisque
W est irr�ductible, on a q(U'1 ) ı q(U'2 ) ≠ Ø. Si Q ‘ q(U'1 ) ı q(U'2 ), on a (P, Q)
‘ U'1  ı U'2  « U1 ı U2Êqui n'est donc pas vide.

Corollaire. Toute vari�t� lin�aire affine est irr�ductible.
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ÊPuisque toute vari�t� lin�aire affine est isomorphe � Åd et qu'un produit
d'ensembles affines irr�ductibles est irr�ductible, on est ramen� au cas de Å1.

1.7.3. Proposition. Soit V un ensemble alg�brique projectif non vide. Alors C(V)
est irr�ductible si et seulement si V est irr�ductible.

D�monstration : Si C(V) est irr�ductible et si V = V1 Ù V2  avec V1 et
V2Êalg�briques, alors C(V) = C(V1 Ù V2) = C(V1) Ù C(V2) si bien que C(V) =
C(V1)Ê (ou C(V2)) et donc V = V1. R�ciproquement, si C(V) = V(S1) Ù V(S2), on
sait que quel que soit P ‘ V, on a P « V(S1) ou P « V(S2) si bien que P ‘ Vp(S1)
ou P ‘ Vp(S2). On voit donc que V « Vp(S1) Ù Vp(S2) et il suit que si V est
irr�ductible, on a V « Vp(S1) (ou Vp(S2)). On en d�duit que C(V) « C(Vp(S1)) «
V(S1).

Corollaire. Toute vari�t� lin�aire projective non vide est irr�ductible.

En effet, le c�ne d'une telle vari�t� est une vari�t� lin�aire affine.

1.7.4. Partie affine et fermeture projective d'un ensemble alg�brique
irr�ductible :

¥ Si V est un ensemble alg�brique affine irr�ductible alors V* est aussi
irr�ductible : En effet, V est une partie dense de V*.

¥ Si VÊest un sous-ensemble alg�brique irr�ductible de Ên non contenu dans
 Ên-1, alors V* est irr�ductibleÊet (V*)

* = V : On sait d�j� que (V*)
* « V et on a V

« (V*)
* Ù Ên-1Êsi bien que V « (V*)

*. On a donc bien (V*)
* = V. De plus, V*Êest

un ouvert non vide de VÊet donc irr�ductible.


