COURBES ALGEBRIQUES
(Bernard Le Stum)

CHAPITRE 0

Rappels de géométrie, de topologie et d'algebre commutative

0.1. Géométrie classique
On fixe un corps de base k.

0.1.1. Définitions Un espace affine de dimension n sur k est un ensemble non-

vide £ muni d'une application
E xE—E,@,P)—P+@
ou E est un espace vectoriel de dimension n, appelé espace directeur, telle que
(i) SiPeE,alorsP+0 =P,
(i) SiPcEetw,v cE,alorsP+ (% +7)=P+%)+7 et
(iii) Si P, Q € E, il existe un unique PQ € E tel que @ = P + PQ .

Un espace affine de dimension 1 est une droite. Un espace affine de
dimension 2 est un plan. Si E est un espace vectoriel sur k, la structure
naturelle d'espace affine sur E est celle pour laquelle 'espace directeur est E et
l'action est donnée par l'addition £ x E —— E, (x, y) —— x + y. On dit alors que

0 est l'origine.

0.1.2. Définition Un sous-ensemble F d'un espace affine E est un sous-espace
affine s'il existe P € F tel que F = {P_@ , @ € F'} soit un sous-espace vectoriel de E
. On dit que F est un hyperplan affine si F estun hyperplan vectoriel.

e La propriété est alors satisfaite pour tout point P de F et F' est de maniere

naturelle un espace affine d'espace directeur F.

¢ Toute intersection non vide de sous-espaces affines est un sous-espace affine.



* Tout sous-espace affine propre est une intersection d'hyperplans.

¢ Si E est un espace vectoriel (muni de sa structure naturelle d'espace affine),

les sous-espaces vectoriels de E sont les sous-espaces affines contenant 0.

0.1.3. Définition. Soit ¢ : E—— F une application entre deux espaces affines.
Alors ¢ est affine s'il existe un point P de E tel que l'application 6 E —F ,

P_Q ,—> o(P)p(Q) soit linéaire.

e La propriété est alors satisfaite pour tout point P de E et l'application 5 est

indépendante du point P.

¢ Si E et F sont des espaces vectoriels (munis de leur structure naturelle d'es-
pace affine), les applications linéaires de E dans F sont les applications affines

qui fixent l'origine.

0.1.4. Définitions. Si E est un espace vectoriel sur k&, ['espace projectif IP(E) est
I'ensemble des droites de E. Si ny : E\0 —— IP(E) est 'application qui envoie un
vecteur non nul sur la droite supportée par ce vecteur et siA c IP(E), on dit que
C(A) = n 1(A) U {0} est le cone sur A.

eOnaCA)=uU PcE.

PeA
® On a toujours C(UA ) =U C(A ) et C(A) c C(B) si et seulement si A c B.
0.1.5. Définition. Un sous-ensemble V de IP(E) est un sous-espace projectif
(resp. un hyperplan) si C(V) est un sous-espace vectoriel (resp. un hyperplan)
de E. Si ¢ : E —— F est une application linéaire injective, on dit que
l'application induite ¢ : P(E) —— IP(F') est une homographie.
e Toute application linéaire injective ¢ : E —— F induit effectivement une ap-

plication ¢ : IP(E) —— IPP(F). Celle-ci ne change pas si on multiplie

l'application linéaire ¢ par une constante non-nulle.

e On a toujours ¢~ 1(C(A)) = C(¢~1(A)).

0.2. Topologie générale
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0.2.1. Définitions. Un espace topologique est un ensemble E muni d'une famille
7 de parties de E, dites ouvertes, qui contient E et @ et qui est stable par union
et intersection finie. Le complémentaire d'un ouvert est un fermé. SiA c E, la
topologie induite sur A est la topologie pour laquelle les ouverts sont les parties
de la forme A N U avec U ouvert dans E. On dit alors que A est un sous-espace
topologique de E. L'adhérence de A dans E est le plus petit fermé de E
contenant A. Si 'adhérence de A est E, on dit que A est dense dans E. Une ap-
plication ¢ : E —— F entre deux espaces topologiques est continue si l'image
réciproque d'un ouvert (ou d'un fermé) est un ouvert (fermé). Elle est ouverte
(resp. fermée) si 'image d'un ouvert (resp. fermé) est ouvert (resp. fermé).
C'est un homéomorphisme si elle est bijective et si la bijection réciproque est

continue. Elle est dominante si ¢(E) est dense dans F.

® Si A est une partie d'un espace topologique E, la famille des A N U avec U ou-

vert dans E définit bien une topologie sur A.

¢ Une partie A d'un espace topologique E est dense si et seulement si tout ou-

vert non vide de E rencontre A.

0.2.2. Définition. Un espace topologique non vide est irréductible s'il possede
une des propriétés équivalentes suivantes : (i) On ne peut pas l'écrire comme
union de deux fermés propres, (ii) Deux ouverts non vides ont une intersection
non vide et (iii) Tout ouvert non vide est dense.

¢ Ces propriétés sont bien équivalentes.

¢ Une partie non vide A d'un espace topologique E est irréductible pour la topo-

logie induite si et seulement si chaque fois que A c F'; U F, avec F,, F, fermés
dans E,onaA c F,ouA CF,.

¢ L'image d'un irréductible par une application continue est irréductible.

e I'adhérence d'un irréductible est irréductible. Tout ouvert dense d'un irré-

ductible est irréductible.

0.2.3. Définition. Un espace topologique est noethérien si toute famille non vide

de fermés (resp. d'ouverts) contient un élément minimal (resp. maximal), ou
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de maniére équivalente, si toute suite décroissante de fermés (resp. croissante

d'ouverts) est stationnaire.
¢ Ces quatre propriétés sont bien équivalentes.
¢ Un sous-espace non vide d'un espace noethérien est noethérien.

0.2.4. Proposition. Un espace noethérien V s'écrit de maniére unique comme

union finie de fermés irréductibles V; avec V; ¢ Vj pour i # j.

0.2.5. Définition. Les V; sont les composantes irréductibles de V.

0.3. Polynéomes

Si E et F sont deux ensembles, on note F¥ 1'ensemble des applications de E
dans F.

0.3.1. Définitions. Si R est un anneau (commutatif), on dit que R[X, ..., X, ] :=
{FGR]Nn,F(kl, ..., k) =0,kq,...,k, >>0} est l'anneau des polynoémes en n
variables sur R. On pose pour touti=1,...,n,X;(kq,...,k,) :=1si kj = 6ij pour
tout j=1,...,net0 sinon. Un mondéme de degré d est un élément de la forme
fX‘il .. .Xzin,avecfeR\O etdi+...+d,=d.

* L'ensemble R[X;, ..., X ] est bien un anneau. En fait, c'est une sous-R-al-
geébre de RINn, pour la multiplication (FG)(ky, ..., k) = . 2, F(ry, .. .,
r,)G(sy, ..., 8,).

¢ Tout polynéme non nul s'écrit de maniére unique comme somme de mo-

nomes.

0.3.2. Définitions. Si F' est un polynéme non nul sur R, le degré deg(F') (resp. la
valuation val(F')) de F est le maximum (resp. minimum) des degrés des mo-
ndémes composant F. On dit que F' est homogene si val(F) = deg(F'). En général,
la composante homogéne de degré d de F est la somme des monomes de degré
d dans F. Une forme linéaire est un polynéme homogeéne de degré 1. Si F' est un
polyndéme de degré d en une seule variable X, le coefficient dominant de F est le

coefficient de X?. On dit que F est unitaire si son coefficient dominant est 1.
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® Si un polynome F € R[X,, ..., X ]| est homogeéne de degré d, on a toujours

F(gfy, ..., 8f) =&F(fy, ..., f).

e Etant donné une R-algebre A et des éléments fi .-, f,deA, il existe un ho-
momorphisme de R-algebres et un seul R[X;, ..., X, | — A, F— F(f, ...,
f,) quienvoie X;, ..., X surf, ..., f,.

0.3.3. Définition. Etant donnés une R-algébre A et F e R[X,, ..., X, ], on dit que
l'application A"—— A, (f4, ..., f,) — F(fy, ..., f,) est l'application polyno-

miale associée a F'.

* L'application canonique R[X}, . .. ,Xn]%AAn est un homomorphisme de R-
algebres.

* Soient F' e R[X,, ..., X, ], E un ensemble, A une R-algébre, u,, ..., u, : E—
AetPeE.Onaalors F(uy,...,u,)(P)=FuP),...,u,(P)).
*SiFeRI[X,,...,X ]etsiu:A—— B est un homomorphisme de R-algebres,
alors, F(u(gy), ..., u(g,)) =u(F(g,...,8,)).

0.3.4. Dans le cas d'un corps de base infini &, on a les résultats suivants :
* SiFeklX,,...,X ]etsilapplication associée a F' est nulle, alors F' = 0.

* L'application canonique k[X;, ..., X |]— KX est injective. On identifiera
k[X,, ..., X ] avec son image dans kR

® Un polynéme non nul F' € k[X, ..., X, ] est homogeéne de degré d si et seule-
ment si pour tout (ay,...,a,)e k" ettout Le k,onaF(la,,..., Aa,) = de(al, ..

S, a,).
0.3.5. La division euclidienne peut s'interpréter comme suit
* Si F € R[X] est unitaire de degré d et R[X]_; désigne l'ensemble formé des

polynomes de degré strictement inférieur a d et du polynéome nul, alors
l'application canonique R[X]_; <~ R[X] —— RI[X]/(F) est bijective.
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®*Siaq,...,a,€k,ou kestun corps, alors (X; —ay,...,X, —a,) est un idéal
maximal de k[X;, ..., X, letk[X;,... , X I/(X;-a;,...,X, —a,) =k

0.3.6. Notations. Si F e k[ X, ..., X, ;],onnote F,=F(X;,..., X ,1). SiF e klX],
., X, 1, onpose 0°=0 et si F =0,

X X,
egF o1
= x4 F(Xn+1,...,X ) e klXy, ..., X, 1.

n+1
Si.S est une partie de £[X;, ..., X, ;l,onnoteS :={F_, Fe Sp}. Si I est un idéal
de k[X;, ..., X, ], on note I" I'idéal de k[X, . .., X, ] engendré par les F*, F € I.

* L'application F —— F_ est un homomorphisme d'anneaux. De plus, si F est
homogene non nul, on a deg F, = deg F' — m ou m est la valuation de F en X, ;

¢ Le polynéme F* est homogéne de méme degré que F.

*SiFetGeklX,,...,X,],ona (FG)"=F'G"et (F') =F

*SiFeklX,,...,X, ;] est homogéne de valuation m en X, _;, alors X7 +1(F*)*
=F.

* Un polynéme F € k[X], . . ., X| ] est irréductible si et seulement si F* est irré-
ductible.

* Si FeklX),...,X, ;]est homogéne irréductible et F' # cX ,, alors F =
(F,)" et F'_est irréductible.

* Silestunidéal de k[X;,...,X, Jona (I") =1I.

* Silestunidéal de k[X,, ..., X, ], et F homogene, alors F € I" si et seulement
siF el

0.3.7. Si R est un anneau et F':= ¥ f, X" € R[X], on posegTF( =2 nan”‘1 € R[X].

e Ona

0 d(Fd)-EG) _3}1’; gg , i) d(FG)/dX = Fgg +G§X et 111)d§ =0sifeR.
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2 2

* SiFeRI[X,...,X,] est homogene de degré m, alors mF = ZXi%.
l

*SiFeRI[X],...,X, ], AestuneR algebre et G; € A[X], alors
dF(Gy,...,G,) dF .
TX zzd—Xi(Gl,...,Gn)d—X.

e Soit Fe k[X,Y] et p=car k(oup=cosicar k=0). Alors

_ 1, mknd'F i J p
F= kE'pk!iE:kEi QiXin(P)(X_ a) ' (Y—->5b) mod (X,Y)
* Soit ' non constant € k[X, ..., X, ] tel que jTF =... =5TF = 0. Alors, & est de
caractéristique p > 0 et F' = GP. ! "
* SiFeklX;,...,X, ;]esthomogeéne, alors pour touti=1,...,n,ona
dF ~ dF,
(@)= ax;

0.4. Compléments sur les anneaux et idéaux

0.4.1. Définitions. Le radical (oula racine) d'un idéal I dans un anneau A est \/T
={feA,IneN, f*eI}. On dit que I est radical siI =4I . Un anneau est réduit
(resp. integre, resp. un corps) si l'idéal nul est un idéal radical (resp. premier,
resp. maximal).

¢ Le radical d'un idéal I de A est un idéal de A contenant 1.

¢ Soient A un anneau, I un idéal de A et = : A—— A/l la surjection canonique.
Alors, 1' application J —— ©(J) est une surjection de 1'ensemble des idéaux de
A dans celui des idéaux de A/I.

e OnaA/(I+dJ)=A/N/r(J).

e L'idéal n(JJ) est radical, resp. premier, resp. maximal si et seulement si I + J
l'est. En particulier, I est un idéal radical (resp. premier, resp. maximal) si et
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seulement si A/l est réduit (resp. integre, resp. un corps).

0.4.2. Définition. Un anneau est noethérien s'il satisfait les conditions équiva-
lentes suivantes : (i) Tout idéal est de type fini, (ii) Toute famille non vide
d'idéaux contient un élément maximal et (iii) Toute suite croissante d'idéaux

est stationnaire.
¢ Ces conditions sont bien équivalentes.
¢ Un quotient d'un anneau noethérien est noethérien.

0.4.3. Définition. Une R-algebre est de type fini si elle est isomorphe a un

quotient d'un anneau de polynémes (en un nombre fini de variables) sur R.

0.4.4. Théoreme (Hilbert). Toute algébre de type fini sur un anneau noetherien

est noethérien.

0.4.5. Théoreme (Nullstellensatz algébrique, Hilbert). Si £ est un corps, toute

extension de £ qui est une k-algébre de type fini est une extension finie de k.
0.4.6. Définitions. Un anneau A est local s'il satisfait les propriétés équivalentes
suivantes : (i) A posséde un unique idéal maximal m, et (ii) A\VA* est un idéal de
A. On dit alors que k£(A) = A/m, est le corps résiduel de A. Un homomorphisme
d'anneaux locaux ¢ : A—— B est local si ¢(m,) c mp.

* Les propriétés (i) et (ii) sont bien équivalentes et on a m, = A\A*.

e Si A est un anneau integre de corps de fractions K et p un idéal premier,

alors Ap = {f/g, g ¢ p} c K est un anneau.

e Si est unidéal de A, 1'idéal IAp de Ap engendré par [ est {f/g, fel, gep}. De
plus, on a toujours (IAp)(JAp) = (IJ)Ap.

o Ap est un anneau local d'idéal maximal pAp et de résiduel, le corps des
fractions de A/p.

e SiJ est un idéal de Ap alors J = IAp avecl =J NA.
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¢ Si A est noethérien, Ap aussi.

* Siu:A—— Best un homomorphisme d'anneaux et un idéal premier de B,
alors p := u1( ) est un idéal premier de A et u se prolonge de maniére unique

en un homomorphisme (local) u :Ap — B.

® Si u est injectif, surjectif ou un isomorphisme, il en va de méme de u .

0.4.7. Définitions. Un idéal I de R[X}, ..., X, ;] est gradué (ou homogéne) s'il
satisfait les propriétés équivalentes suivantes : (i) Tout élément de I a ses
composantes homogenes dans I et (ii) I est engendré par des polynémes
homogenes. Un élément non nul de A := R[X,, ..., X 1/I est homogene de degré
d s'il possede un représentant homogene dans R[X;, ..., X ]. Si A est integre,
un élément f du corps de fractions K de A est dit homogene de degré d si on
peut l'écrire f = g/h avec g et h homogenes et deg g — deg A =d.

¢ Les propriétés (i) et (ii) ci dessus sont bien équivalentes.
¢ La notion de degré est bien définie.

e Si A est integre, l'ensemble formé par 0 et par les éléments homogenes de
degré nul du corps des fractions de A forment un sous-corps.

0.4.8. Définition. Une valuation discrete sur un corps K est une application

surjective v : K* —— Z tel que v(f.g) = v(f) + v(g) et v(f + g) > min(v(f),
v(g)). On dit que [ € K est une uniformisante pour v si v(/) = 1. L'ensemble A :=
{feK,v(f) >0} U {0} est l'anneau de valuation de v.

e On av(1) =0 et pour tout f e KX, v(f 1) = — v(f).

* A est bien un sous-anneau de K. C'est un anneau local d'idéal maximal m, :=
{feK, v(f) >0} u {0}

*Onav(f) >nssifemy.

¢ Si A contient un corps % tel que l'application composée £ —— A —— k(A) soit
bijective, alors pour tout f € A, on a v(f) = dim, A/(f).

0.4.9. Proposition Pour un anneau A, les propriétés suivantes sont équivalentes
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(i) A est un anneau de valuation discrete.

(i) A est integre et il existe [ € A tel que tout f non nul de A s'écrive de ma-
niére unique sous la forme f = ul" avec u € A*et n € IN.

(iii) A est un anneau local principal .

(iv) A est un anneau local intégre noethérien et dim, 4, m A/mi =1.
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COURBES ALGEBRIQUES
(Bernard Le Stum)

CHAPITRE 1 - COURS

Géométrie des ensembles algébriques

On fixe un corps de base infini k.

1.1. Zéros de polynomes dans l'espace affine

1.1.1. Définitions. Lorsque l'espace vectoriel 2" est considéré comme espace
affine, on le note A"(k), ou plus simplement A", et on dit que c'est ['espace
affine de dimension n sur k. On dit que A' est la droite affine sur k et que A? est
le plan affine sur k. Si S est une partie de k[X;, ..., X 1, le lieu des zéros de S
est V(S) ={Pe A", VFeS,F(P) =0}. On écrira V(F, ..., F) =V({F,, ...,
F1).

r

1.1.2. Proposition. (i) On a V(1) =@ et V(0) = A™.

(ii) Si{S,} .4 est un ensemble de parties de k[X;, ..., X J,ona V(U S ) =
NnV(S,)),
(i) SiS, T cklX,,...,X 1,alors V(S) U V(T) =V(FG,FeS,GeT) et

(iv)SiScTcklX,,...,X ], alors V(T) c V(S)

Démonstration : i) Puisque le polynéme constant 1 ne s'annule jamais, on a
V(1) = @. De méme, puisque le polynéme constant 0 est identiquement nul,
V(0) =A™ ii)On a

PeV(US,)ssiVFeuUS ,F(P)=0

PeV(US,)ssiVacA VFeS,F(P)=0

Pe V(G S,)ssiVaeA, FeV(S))

PeV(US,)ssiFen V(S,).
iii)Ona '

PeV(S)uV(T)ssiPeV(S)ouPeV(T)

PeVIS)uV(T)ssiVFeS,F(P)=0o0uVGeT,GP)=0



PeVIS)uV(T)ssiVFeS,VGeT,F(P)=00uG(P)=0
PeV(S)uV(T)ssiVFeS,VGeT (FG)(P)=0
PeV(S)uV(T)ssiPeV(FG,FeS,VGeT).
iv) Enfin, siS c T et si P € V(T'), alors pour tout F € S,on a F € T et donc F(P) =
0 si bien que P € V(S).

1.1.3. Proposition. Si F' et G € k[ X, Y] n'ont pas de facteurs communs, alors V(F,
G) est fini.

Démonstration: On note V = V(F, G) et on applique le théoreme de Bézout a F
et G dans £(X)[Y] qui est un anneau principal : Puisque Fet G n'ont pas de
facteur commun dans k[X, Y], ils n'en ont pas non plus dans £(X)[Y]. Ils sont
donc premiers entre eux dans cet anneau. Il existe donc A et B € k(X)[Y] tels
que AF + BG = 1. On peut trouver R non nul € k[X] tel que A = Ay/R et B =
By/R avec A, et By € k[X,Y]. On adonc A F' + B,G = R si bien que si P = (a, b) €
V, alors F(P) = G(P) = 0 et donc R(a) = 0. On voit ainsi que Vc V(R) x Al ou
V(R) c A'est un ensemble fini puisque R n'a qu'un nombre fini de racines. De
méme, on a V< Al x V(S) avec V(S) fini et donc V < V(R) x V(S) qui est fini.

1.2. Ensembles algébriques affines

1.2.1. Définitions. Une partie V de A" est un ensemble algébrique affine s'il
existe S c k[X;, ..., X ]tel que V= V(S). On dit alors que les "F' = 0" avec F' €
S forment un systéme d'équations pour V. La partie V est une hypersurface de
degré d s'il existe F € kX, ..., X ] non constant de degré d tel que V = V(F).
Une hypersurface du plan affine est une courbe affine plane. On dit conique,
cubique, quartique, . ..sid =2, 3,4, ...

e A" et @ sont des ensembles algébriques : Nous avons vu que A" = V(0) et que

@=V(1).

e Toute intersection et toute union finie d'algébriques est algébrique : C'est
aussi une conséquence immédiate de la proposition 1.1.2.

¢ Tout ensemble fini est algébrique : Grace a la remarque précédente, il suffit

de montrer que tout point est algébrique. Or si P := (ay, ..., a,) € A", on a {P} =
V(Xl_ al, o o . ,Xn_ an).
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¢ Tout sous-ensemble algébrique propre est une intersection d'hypersurfaces :
En effet, on a V=V(S) = V(FLEJS {F}) = ig® V(F) = Erreur! V(F). Puisque V est
non vide aucun des F € S\O n'est constant et les V(F) sont donc bien des

hypersurfaces.

¢ Les sous-ensembles algébriques propres de la droite affine sont les ensembles
finis : I1 suffit de montrer que, dans A!, toute hypersurface est finie. Or on sait
que tout polynome non nul en une variable sur un corps a un nombre fini de

Zéros.

1.2.2. Proposition. Si V et W sont des sous-ensembles algébriques de A" et A™,

respectivement, alors V x W est un sous-ensemble algébrique de A™"™.

Démonstration : Tout F € k[X,, . . . , X, ] peut étre considéré comme élément de
kIX,,...,X,, ] etonaalors pour Pe A" et @ e A", F(P,Q) =F(P). Si G € kX,
.,Xm],onnoteG =GX, - n+m)e kIX,, ..., X, ,,] si bien que si P e

A" et @ € A", alors G, (P, Q) = G(Q). Ecrivons V= V(S), W = V(T) et notons
={G,,,GeT}.Ona
(P,Q)erWssiPeVethW
(P,Q)eVxWssiVFeS,F(P)=0etVGeT,GQ) =
(P,@)eVxWssiVFeS, F(P,Q)=0etVGeT, G, (P,Q) =0
(P,@)eVxWssi(P,Q) eV(S)et (P,Q)eV(T,,)
(P,Q) e VxW ssi(P,Q)eV(SUT, ).

Cela montre bien que V x W est algébrique.
1.2.3. Définition. Une variété linéaire est un sous-espace affine de A”.

e Un hyperplan de A" est une hypersurface définie par un polynéme de degré
1 : Par définition, une partie V de A" est un hyperplan si et seulement si il
existe un point P € V et une forme linéaire non nulle ¢ : 2" —— k telle que V =
{Qe A", (p(PQ )=0}.Sionnote P=: (ay,...,a,)eto(xy,...,x,) = a;x; +...+
o, X, , on voit donc que @ := (by,...,b,) € Vsiet seulement si oy (b; —ay) +...+
a,(b, — a,)= 0, cest a dire, si et seulement si @ est sur l'hypersurface
d'équation oy (X; —a;) +...+ o (X —a, )=0. Puisque tout polynome de degré 1
se met sous cette forme, on voit qu'il y a bien identité entre hyperplans et
hypersurfaces définies par des polynomes de degré 1.
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¢ Une variété linéaire est un ensemble algébrique défini par des polynémes de
degré 1 : Puisqu'une variété linéaire est une intersection d'hyperplans, c'est

une conséquence immédiate de la premiére assertion.

1.2.4. Proposition. (i) Si V est un ensemble algébrique affine et L une droite non

contenue dans V, alors L N V est fini.

(i) Si V et W sont des ensembles algébriques affines et L une droite
contenue dans Vu Walors Lc VoulL c W.

(iii) Si C = V(F') est une courbe plane avec F irréductible et Vun sous-

ensemble algébrique du plan ne contenant pas C, alors C N V est fini.

Démonstration : i) On peut bien sur supposer que Vest une hypersurface
d'équation F = 0 et on peut écrire L sous forme paramétrique L = {(a; + toy, . ..
,a, +ta,), tek}. Sionnote ®: Al—— A"t —— (a;+toy, ..., a, +ta,) et G=
Flay+Tay,...,a,+Ta,) €klTl,onaL NV ={®(¢),G(t) =0, te k}= ®(V(G)).
Puisque L n'est pas contenu dans V, G n'est pas identiquement nul et V(G) est
donc fini. Il suit que L N Vest aussi fini. ii) Puisqu'une droite sur un corps
infini est infinie, les hypotheses impliquent que L N V ou L N West infini et
donc, grace au résultat précédent, que L — V ou L c W. iii) On peut bien str
supposer que Vest une courbe plane d'équation G = 0. Puisque C n'est pas
contenue dans V, G n'est pas un multiple de F. Puisque F est irréductible, cela
signifie que F' et G n'ont pas de facteur commun et il suit que C N V= V(F, G)

est fini.

1.3. Zéros de polynomes dans l'espace projectif

1.3.1. Définitions. On dit que P"(k) ou IP* := IP(K*"!) est l'espace projectif de
dimension n sur k, que P! est la droite projective sur k et que IP? est le plan
projectif sur k. Si (aq, . . ., a, ;) est un vecteur directeur de P, on écrit P =: (ay; .

.5 a,,;) etondit que (ay; . ..;a,, ) est un systéme de coordonnées homogeénes
pour P. On dit que P est un zéro de F e kX, ..., X, ;1 si F(P) = 0.

* Le point P = (a;...;a, ) est un zéro de F si et seulement si F(la,, . . .,

Aa, . ;) = 0 pour tout 4 € & : Clair.

e On a F(P) =0 si et seulement si P c V(F) : Clair.
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*SiF=F;+F; {+...+F(estladécomposition de F non nul € £[X;, ..., X ;]
en somme de ses composantes homogenes, et si P = (ay;...; a, ), alors F(P) =
0 si et seulement si Fjy(ay, ..., a,,)=F(ay,...,a, ) =...=Fylay,...,a, )
= 0 : Puisque % est infini, on a

F(P)=0ssiViek,F(ay, ..., a, 1) =0

F(P)=0ssiVAek AFylay,...,a,,)+Ar7F; (ay,...,a¢,,,)
+...+Fyay, ... 5a,,)=0
F(P)=0ssiFy(ay,...,a, )=Fay,...,a, )
=...=Fyay, ..,a,,;) =0.
1.3.2. Définition. Si S c k[X,, ..., X, ], on dit que V,(S) = {P e P", V F € §,

F(P) = 0} est le lieu des zéros de S dans IP".

*SiScklX,...,X, 41, onaPeVp(S) ssi P c V(S) : En effet, on a
Pe Vp(S) ssiVFeS,F(P)=0
PeVp(S) ssiVFeS,PcV(F)
Pe Vp(S) ssiP c gt V(F)=V(S).

e Si Sp est l'ensemble des composantes homogeénes des F € S, alors Vp(S)z
Vp(Sp) : Clair.

1.3.3. Proposition. On a V(1) =9,V (0) =", V (U S ) =n V (S, V,(S) U
V() =V, FG,FeS,GeT) etV (T)cV,(S)siScT.

Démonstration : On a
PeV,(1)ssiPcV(1)=0
et
PeV,(0) ssi P c V(0) = A",
On a
Pe Vp(g S,) ssiPc V(L&J S,)
Pe Vp(g S,) ssiPcnV(S,)
Pe Vp(g S,) ssiVaeA,PeV(S,)))
Pe Vp(g S,) ssiVaeA,Pe Vp(Sa))
Pe Vp(g S,)ssiPe N Vp(Sa).
On a
Pe Vp(S) U Vp(T) ssiPe Vp(S) ouPe Vp(T)
Pe Vp(S) U Vp(T) ssiPcV(S)ouPcV(T)
Pe Vp(S) U Vp(T) ssiPc V(S) uV(T) par 1.2.4
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Pe Vp(S) U Vp(T) ssiPcV(FG,FeS,GeT)
Pe Vp(S) U Vp(T) ssiPe Vp(FG, FeS,GeT).
Enfin, si S < T alors V(T') < V(S) et donc Vp(T) c Vp(S).

1.3.4. La notion de lieu des zéros se comporte bien par rapport aux cones :

¢ On a toujours C(Vp(S)) cV(S)ul{o}:Si(ay,...,a, 1) #0,0na
(a,...,a,.q) € C(Vp(S)) ssi(ag;...;a,,1)€ Vp(S)
(ap,...,a,,1) € C(Vp(S)) ssiVFeS,Fla;...5a,.4)=0
(@, -, a,,1) eC(Vp(S)) =VFeS,Flay,...,a,,,) =0
(a,...,a,.q) € C(Vp(S)) ssi(aq,...,a, ) € V(S).

n+1 n+1

e Supposons les éléments de S homogenes. Alors C(Vp(S)) =V(S) si Vp(S) 0
et on a Vp(S) = () si et seulement si V(S) c {O} : en remarquant que si F est
homogene, alors

F(ay,...,a,) =0ssiF(ay;...;a,) =0,
le méme argument que ci dessus nous fournit C (Vp(S )) = V(S) u{0}. 1l suffit
alors de remarquer que si P € Vp(S), alors O e P c V(S) et que Vp(S) = siet
seulement si C(Vp(S)) ={0}.

e SiCA)=V(S), alors A = Vp(S) :On a
PecAssiPcCA)=V(S)ssiPe Vp(S).

1.3.5. Proposition. L'application P"! —— P, (ay, ...,a)—> (ag;...;0a,;0)

est une bijection de P! sur un hyperplan de P" et l'application A" — IP",
(ag,...,a,)—> (ag;...;a, 1) est une bijection de A" sur le complémentaire

de cet hyperplan.

Démonstration : La premiére assertion résulte du fait que l'image d'une
homographie de IP"! dans IP" est toujours un hyperplan H. Soit U le

complémentaire de H dans IP". On définit la bijection réciproque U —— A" en

envoyant (ay;...;a, ;) sur (ay/a, , ..., ay/a, ;). Cette application est bien

définie car si (ay;...;a,, ¢) e Ualors a, ; # 0 et si A € &, alors (1a,/Aa

n+1 n+l> ° ">

rayfra, ) = (aj/a, ., ..., a/a, ;). Deplus, on a toujours (ay, . . ., a,) = (a,/1, ..

a/Detsia, 1 #0,(a)/a,, ;... ;a/a,., 1) =(a;...;a,.).

On identifiera dorénavant IP"! et A" avec leurs images dans IP™.

CAL - Chapitre 1- Cours - juin 4, 1999



1.3.6. Définition. Si A c IP", on dit que A_ := A N A" est la partie affine de A et

que son complémentaire dans A est le lieu a l'infini de A.

*SiFeklX,,...,X, ]est homogéneet Pe A" c IP", on a F(P) = 0 (dans IP")
si et seulement si F,(P) =0 (dans A"):SiP=(ay,...,a,),ona
F(P)=0ssiF(a;;...;a,;1)=0
F(P)=0ssiF(ay,...,a,,1) =0 (car F' est homogene)

F(P)=0ssiF (a,...,a,)=0
F(P)=0ssiF _(P) =0.

1.3.7. Proposition. i) Si S est une partie de £[X, . .., X, ], alors Vp(S)* = VI(S,).
ii)SiFeklX;,...,X l,onaV(F)=V(F),.

Démonstration :i) SiPe A" on a
PeV(S,) ssiVF e Sp, F (P)=0

PeV(S,) ssiVF e Sp, FP)=0
PeV(S, ssiPe Vp(Sp): Vp(S)
PeV(S, ssiPe Vp(S)*.

ii) En effet, V(F) = V((F*),) = V(F")..

1.4. Ensembles algébriques projectifs

1.4.1. Définition. Une partie V de IP"” est un ensemble algébrique projectif s'il
existe S c kX, ..., X, ;ltelque V = Vp(S). C'est une hypersurface de degré d
s'il existe F € k[X;, ..., X, ;] homogéne non constant de degré d tel que V =
Vp(F). Une hypersurface du plan projectif est une courbe projective plane. On

dit conique, cubique, quartique, . . .sid =2, 3,4, ...

e Un sous-ensemble V de IP" est algébrique si et seulement si C(V) est un
ensemble algébrique affine : Nous avons vu que C(Vp(S)) = V(Sp) si Vp(S) 0
et on sait que C(Q) = {O}. Réciproquement, on a V = Vp(S) si C(V) =V(S).

e Un ensemble algébrique projectif non vide est une intersection
d'hypersurfaces : En effet, on peut écrire V = Vp(S) ou S est composé de

polynémes homogenes, et on a donc V = Vp(FLEJS {F}) = fig¥ V,(F).

1.4.2. Définition. Une variété linéaire projective est un sous-espace projectif de
P".
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e Un hyperplan de IP" est une hypersurface définie par une forme linéaire (un
polynéme homogeéne de degré 1) : En effet, V est un hyperplan si et seulement si
C(V) = V(F) avec F de degré 1. Puisque l'origine appartient a C(V), le
polyndéme F' est nécessairement homogéne et on sait alors que C(V) = V(F) si et
seulement si V = Vp(F).

¢ Une variété linéaire projective non vide est un ensemble algébrique défini par
des polynémes homogeénes de degré 1 : On sait qu'un sous-espace projectif non

vide est une intersection d'hyperplans.

1.4.3. Proposition. Si V c P” est une hypersurface distincte de P*! (resp. un
ensemble algébrique, resp. un hyperplan distinct de IP*!, resp. une variété
linéaire), alors V_ est une hypersurface (resp. un ensemble algébrique, resp.
un hyperplan, resp. une variété linéaire). De plus, toute hypersurface (resp.
ensemble algébrique, resp. hyperplan, resp. toute sous-variété linéaire de A")
est la partie affine d'une hypersurface, d'un ensemble algébrique, d'un

hyperplan, respectivement d'une sous-variété linéaire) de IP".

Démonstration : On a vu que si S est une partie de k[X;, . .., X 1, alors
Vp(S)*z V(S,). De plus, si Fest un polynéme homogene non constant tel que
F.,=cek, alors F=X" (F)"'=cX" et V(F) = P". Aussi, si F est une
forme linéaire et V(F) = IP* L, alors F_est nécessairement de degré 1. Enfin, si

S est une partie de £[X, ..., X, 1, on peut écrire V(S) = NV(F) = [n V(F)]..

1.4.4. Les sous-ensembles algébriques propres de IP! sont les ensembles finis :
Remarquons que C(A!) = AA(OX) U {O} n'est pas algébrique car son
intersection avec la droite d'équation X = 1 n'est pas finie. Il suit que A' n'est
pas un sous-ensemble algébrique de IPL. Si Vest un sous-ensemble algébrique
infini de IP!, alors V. est un sous-ensemble algébrique infini de Alet on a donc
V.= A si bien que Al ¢ V. Puisque A' #V, ona V=P

1.5. Fonctions polynomiales, changement de coordonnées

1.5.1. Définitions. Si V est un sous-ensemble algébrique de A", une fonction f :

V—— k est polynomiale s'il existe F € k[X;, ..., X ], telle que pour tout P €V,
on ait f(P) = F(P). Leur ensemble se note k[V]. Soient W < A™ un autre
ensemble algébriqueet 9 : W—— V, P —— (f,(P), ..., f,(P)) une application
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quelconque. On dit que les fonctions f1, . . ., f,, : W—— k sont les composantes
de ¢, et on considérera aussi parfois ¢ comme un vecteur ligne [f, ..., f,]. On
dit que ¢ est une application polynomiale si ses composantes sont des fonctions

polynomiales. L'ensemble des applications polynomiales de W dans V se note
Hom (W, V).

* Si Vest un sous-ensemble algébrique de A", les fonctions coordonnées x; : V
—> k, P=1(ay,...,a,) —> a, pour i = 1, . . ., nsont des fonctions

polynomiales : Ces fonctions sont induites par les polynémes X,.

e La projection V x W—— V est une application polynomiale : Si V < A", les

composantes de la projection sont les fonctions coordonnées x,, ..., x, sur V x

W.

e SiVc A" et Wc A™ sont deux sous-ensembles algébriques, une application ¢
: W—— V est polynomiale si et seulement si elle se prolonge en une application
polynomiale ® : A™ —— A" : En effet, une application polynomiale de W dans
Vest une application dont les composantes se prolongent en des fonctions

polynomiales sur A™.

® Si ¢ : W—— Vest une application polynomiale et V' (resp. W’) est un sous-
ensemble algébrique de V (resp. W) tel que ¢(W’') < V', alors l'application
induite ¢’ : W' —— V' est une application polynomiale : C'est une conséquence

immédiate de la remarque précédente.

1.5.2. Proposition. La composée de deux applications polynomiales est une

application polynomiale.

Démonstration : On se donne donc v : Z—— Wet ¢ : W—— V polynomiales et
on veut montrer que ¢ o yw est polynomiale. Si ¢ et y se prolongent
respectivementen ¥ : A" —— A™ et ® : A" —— A", polynomiales, alors v o ¢
se prolonge en @ o VY. Il suffit donc de montrer que ® o ¥ est polynomiales
lorsque @ et ¥ le sont. Puisque cette condition se vérifie sur les composantes, il
suffit de montre que si ¥ : A" —— A™ est polynomiale, disons ¥ =[G4, . . .,

G,l, etsi FeklX;,...,X 1], alors F o ¥ est polynomiale. Il suffit alors de
remarquer que si Pe A’, on a F((W(P)) =F(G{(P), ...,G, (P)) =F(Gy, ...,
G,)(P).
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¢ L'image réciproque d'une hypersurface par une application polynomiale O :
A" —— A" est soit vide, soit A™, soit une hypersurface : Nous venons de voir
quesi Fek[X,,...,X ]l alorsFo®=:GeklX;,...,X ] Ilsuit quesiV=V(F),
alors @~ 1(V) = V(G).

e L'image réciproque d'un ensemble algébrique affine par une application
polynomiale est algébrique : C'est une conséquence du résultat précédent car

l'image réciproque commute aux intersections.

1.5.3. Définitions. Une application polynomiale est un isomorphisme si elle est
bijective et si sa réciproque est une application polynomiale. Deux ensembles
algébriques sont isomorphes s'il existe un isomorphisme de l'un sur l'autre.
Une application polynomiale ¢ : W——V est une immersion fermée si ¢ induit

un isomorphisme de W sur un sous-ensemble algébrique de V.

® Sip: W—— Vest un isomorphisme, V' un sous-ensemble algébrique de V et
W’ := ¢~ 1(V"), alors l'application induite W' ——> V' est aussi un isomorphisme :
C'est une application polynomiale bijective et sa réciproque qui est induite par

la réciproque de ¢ est aussi polynomiale.

1.5.4. Proposition. Soient V et W des ensembles algébriques affines, ' c V x W et
n :I'——> W la composée de l'inclusion I' =—— V x W et de la projection V x W

—— V. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) I" est le graphe d'une application polynomiale de V vers W
(i1) = est un isomorphisme d'ensembles algébriques.

Démonstration: On sait que I est le graphe d'une application ¢ : V—— Wi et
seulement si 7 est bijective et qu'alors ¢ est 'application composée de 71 : V
—— I, de l'inclusion I' —— V x W et de la projection V x W — W. En
particulier, si 7 est un isomorphisme d'ensembles algébriques, alors ¢est
polynomiale comme composée d'applications polynomiales. Réciproquement,
si ¢ est polynomiale, ses composantes sont induites par des polynémes F, .. .,
F . etonadoncI'=s(VxW)nZouZzZ =V(X, ,-F, ..., X, .

montre que I est algébrique. De plus, 7! est induit par Xy,...,. X, ,F,...,F )

— F, ), ce qui
et = est donc bien un isomorphisme.

1.5.5. Définitions. Un changement de coordonnées affines est une application
affine bijective de A" sur lui méme.
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e Soient Vc A" et W < A" des sous-variétés linéaires. Une application ¢ : W
—— V est affine si et seulement si c'est une application polynomiale induite
par des polynémes de degré au plus 1 : Puisque toute application affine ¢ : W
—— V se prolonge en une application affine A™—— A", on peut supposer que
V=A"et W=/A". Une application ® : A"—— A" est affine si et seulement si il
existe @ : K"— k" linéaire telle que ®(P) = ®(0) + ®(OP) . Clest a dire si et
seulement si il existe des oy et des a; tels que ®(b,,...,0,,)= (Zalj bj +ag,. ..,
2oa,:b.+a,). Autrement dit, ® est affine si et seulement ses composantes sont

nj=J
des polynomes Zalej + a; de degrés au plus 1.

e Toute application affine bijective entre variétés linéaires est un
isomorphisme : Nous savons qu'une application affine est polynomiale, que la
réciproque d'une application affine bijective est affine et qu'une application

induite par une application polynomiale est polynomiale.

e Toute sous-variété linéaire de dimension d de A" est isomorphe a A% : Nous
savons que si deux espaces affines ont méme dimension (finie), il existe une

application linéaire bijective de 1'un sur l'autre.

1.5.6. Définition. Un changement de coordonnées projectives est une
homographie de IP” sur lui méme. On dit que deux sous-ensembles algébriques
de IP" sont projectivement équivalents s'il existe un changement de

coordonnées projectives qui les échange.

e Si @ est une homographie et V un ensemble algébrique projectif, alors ®1(V)
est algébrique : En effet, on a C(®~1(V)) = d~1(C(V)).

1.6. Topologie de Zariski sur un ensemble algébrique

1.6.1. Définition. La topologie de Zariski sur un ensemble algébrique (affine ou
projectif) V est la topologie pour laquelle les fermés sont les sous-ensembles
algébriques de V. SiF e k[X, ..., X ], on dit que D(F) = A"\ V(F) est un ouvert
principal de A". Enfin, la fermeture algébrique d'une partie A de V est
l'adhérence de A dans V.
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e Si W est un sous-ensemble algébrique de V, la topologie de Zariski sur W est
induite par la topologie de Zariski sur V : Si Z est fermé dans V, alors Z N W est
fermé dans W. Si Z est fermé dans W alors Z est fermé dans VetonaZ=2Z N W.

*SiF#0eklX,,...,X, ], alors D(F) est un ouvert non vide de A" : En effet,
puisque k est infini, V(F') = A",

e La topologie de Zariski sur A" est la topologie induite par la topologie de
Zariski sur IP" : Nous avons vu que la partie affine d'un ensemble algébrique
projectif est algébrique et que tout ensemble algébrique affine est la partie affine
d'un ensemble algébrique projectif.

e Une application polynomiale entre ensembles algébriques affines est
continue : Nous avons vu que l'image réciproque d'un ensemble algébrique par
une application polynomiale est algébrique.

¢ Une homographie est continue : On a vu que l'image réciproque d'un
ensemble algébrique est algébrique.

¢ Les fermés propres d'une droite ou d'une courbe affine plane de la forme
V(F) avec F irréductible, sont les ensembles finis. En particulier, toute partie
infinie est dense : Le cas affine a déja été traité et une droite projective est
homéomorphe a P! par une homographie.

e Si Vet W sont deux ensembles algébriques affines infini, la topologie de
Zariski sur V x W est strictement plus fine que la topologie produit des
topologies de Zariski sur V et sur W! En particulier, une application Z — V x
W dont les composantes sont continues n'est pas nécessairement continue!

1.6.2. Définition. Si V est un sous-ensemble algébrique de A", on dit que la
fermeture algébrique V* de V dans IP” est la fermeture projective de V. On dit
que le lieu a l'infini de V* est le lieu a l'infini de V. Si P est un point a l'infini de
V < A2, on peut voir P comme un point de IP! et donc comme une droite de k.
C' est ce que 1'on appelle une direction asymptotique pour V.

* Si V est un ensemble algébrique affine, alors V< (V) :OnaV=Vn A" c V*
NA" (V).
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* Si V est un ensemble algébrique projectif, alors (V_)*cV:0OnaV _=Vn A" c
Vet donc (V,)*c V car V est fermé dans IP".

1.6.3. Proposition. Si V et W sont des ensembles algébriques affines, la
projection p : V. x W—— V est une application ouverte.

Démonstration: OnaVc A"et Wc A" etdonc VX Wc A™™. SiQ = (bq, .. .,
b,) e A" et FeklXy,...,X, I, onpose

Fo:=FXy,...,X,by,...,b,) cklXy, ..., X,].

Soit U c V x W un ouvert. Si Z est le complémentaire de U dans V x W, on peut
écrire Z := V(S) avec S c k[Xy, ..., X, . 1. Nous allons montrer que le
complémentaire de p(U) dans V est un sous-ensemble algébrique de V. Soit P €
V.Ona

PegpU)ssiVQeW,(P,Q)¢U

PepU)ssiVQeW, (P,Q)ecZ

PepU)ssiVQeW,VFeS, F(P,Q) :FQ(P) =0.
On voit donc que le complémentaire de p(U) dans V est 'ensemble algébrique V
NV(T) avec T = {FQ, QeW,FeS}cklXy,...,X ]

Corollaire. Si n > 0, alors tout ouvert non vide de A" est infini.

En utilisant la projection p : A" —> A'on se rameéne au cas n = 1.
Puisque % est infini, il suffit alors de rappeler que tout fermé propre de Al est

fini.

1.6.4. Théoreme. (k algébriquement clos) Soit H une hypersurface de A" ou de
IP". Alors, H #@ si n > 1 et est infinie si n > 2.

Démonstration : On démontre d'abord le résultat suivant :

e Soit H une hypersurface de A" S'il n'existe pas d'hypersurface H' de A"!
telle que H = H' x (OX,) et sip : A" — A™ ! est la projection, alors p(H)

contient un ouvert non vide de A™ ! : On écrit F = Fng + Fd_lX,‘f I

FyavecF,, F,,... , F,eklX,,...,X ,letF;#0.Sid=0,onaF=F,ck[X,, ...
, X, ;letdonc V=V(F) x (OX,). Sid > 0, p(H) contient D(F;), qui est un
ouvert non vide : en effet, si F,(a;, ..., a, ;) # 0, alors le polynome F(a,, ...,
a, 1, T) € kIT] est non constant et posséde donc une racine a, dans k qui est
algébriquement clos. Il suit que (a,, ..., a,) € H et donc que (ay, ..., a, ;) €
p(H).
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On démontre ensuite le théoreme dans le cas affine : On procéde par
récurrence sur n. Le lieu des zéros d'un polynéme non constant en une
variable sur un corps algébriquement clos est non vide. Le théoréme est donc
vrai si n = 1. Supposons le théoréme démontré pour a l'ordre n — 1. Si H = H' x
L ot H' est une hypersurface de A” ! et L une droite, alors H est infini comme
produit d'un ensemble non vide par un ensemble infini. Sinon, p(H) contient

un ouvert non vide et donc infini de A" ! et H est nécessairement infini.

Il reste a traiter le cas projectif : Quitte a faire un changement de
coordonnées, on peut supposer H = PP* 1. On a alors H o H_qui est une

hypersurface de A".

1.7. Ensembles algébriques irréductibles

1.7.1. Un ensemble algébrique est dit irréductible s'il est irréductible pour la
topologie de Zariski.

¢ Si ® est un changement de coordonnées (affines ou projectives) et si Vest un
ensemble algébrique irréductible, alors ® (V) aussi : On sait que ® est un

homéomorphisme.

e Soit I' le graphe d'une application polynomiale ¢ : V—— W. Alors, I est
irréductible si et seulement si V est irréductible : En effet, on sait que I' est
isomorphe, et donc homéomorphe a V.

¢ Les droites et les courbes affines planes infinies de la forme C = V(F) avec F
irréductible sont irréductibles : Les fermés propres sont les ensembles finis.

1.7.2. Proposition. Si V et W sont deux ensembles algébriques affines
irréductibles, il en va de méme de V x W.

Démonstration : Soit, pouri=1,2,U; # @ unouvertde Vx W.Sip : Vx W—
V est la projection, alors p(U,;) # . Puisque V est irréductible, on a p(U;) N
p(Uy) = D. Soit Pep(Uy) Np(Uy), pour i =1,2,U; =U, NP x W= et est
ouvert dans P x W.Siq: P x W — W est la projection, alors q(U; ) # . Puisque
W est irréductible, on a q(U; ) N q(U, ) #¥D.SiQ e q(U; ) N q(U, ), on a (P, Q)
eU; NnU, cU; N U, quin'est donc pas vide.

Corollaire. Toute variété linéaire affine est irréductible.
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Puisque toute variété linéaire affine est isomorphe a A? et qu'un produit
d'ensembles affines irréductibles est irréductible, on est ramené au cas de Al

1.7.3. Proposition. Soit V un ensemble algébrique projectif non vide. Alors C(V)
est irréductible si et seulement si Vest irréductible.

Démonstration : Si C(V) est irréductible et si V = V, U V, avec V; et
V, algébriques, alors C(V) = C(V, uV,) = C(V;) u C(V,) si bien que C(V) =
C(V)) (ou C(V,)) et donc V = V,. Réciproquement, si C(V) = V(S;) U V(S,), on
sait que quel que soit Pe V, on a P c V(S;) ou P c V(S,) si bien que P € Vp(Sl)
ou P e Vp(Sg). On voit donc que V ch(Sl) U Vp(SQ) et il suit que si Vest
irréductible, on a V CVp(Sl) (ou Vp(S2)). On en déduit que C(V) c C(Vp(Sl)) C
V(S,).

Corollaire. Toute variété linéaire projective non vide est irréductible.
En effet, le cone d'une telle variété est une variété linéaire affine.

1.7.4. Partie affine et fermeture projective d'un ensemble algébrique
irréductible :

e Si V est un ensemble algébrique affine irréductible alors V* est aussi
irréductible : En effet, V est une partie dense de V*.

e Si Vest un sous-ensemble algébrique irréductible de IP” non contenu dans
IP"1, alors V, est irréductible et (V,)* = V : On sait déja que (V,)* c Veton a V
c (V,)*u P" ! si bien que V< (V,)*. On a donc bien (V,)* = V. De plus, V, est
un ouvert non vide de V et donc irréductible.
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