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Chapitre 1

Séries de Fourier

1.1 Fonctions périodiques

Définition 1.1.1. Soit f une fonction définie sur R. On dit que f est périodique de

période T (ou T—périodique), si et seulement si :
flx+T) = f(x), pour tout x € R. (1.1

Corollaire 1.1.1. Soit f une fonction T—périodique. On a alors les propriétés
suivantes :
1. Le nombre —T est aussi une période de f.

2. Le nombre nT, n € Z est aussi une période de f.

Démonstration. 1. Puisque f est une fonction T—périodique, on peut alors

écrire :

fix=T) fx=T+T)

f(x), pour tout x € R. (1.2)
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2.5Sin > 0, par récurrence on peut écrire :
fx+nT) = fx+m-1DT+T)=f(x+n-1T)

f(x+T) = f(x), pour tout x € R. (1.3)

Supposons maintenant que n < 0. Puisque —T est aussi une période de f,

l'utilisation de la preuve précédente donne :
flx+nT) = f(x+ (—n)(-T)) = f(x), pour tout x € R. (1.4)
O

Proposition 1.1.1. Soit f une fonction T-périodique, alors la fonction g définie sur

R par g(x) = f(ax + B) (a # 0) est g—périodique.
Démonstration. Puisque f est T—périodique, on peut écrire :
T T
s(eez) = rlefer3)d
flax+B+T) = flax + p) = g(x). (1.5)

O

Proposition 1.1.2. Soit f une fonction T-périodique et intégrable sur un intervalle

[A, A + T] (intervalle de longueur T), alors on a :

A+T T
f flx)dx = f f(x)dx, pour tout A € R. (1.6)
A 0

Démonstration. En effet :

A+T T A+T
f(x)dx f fx)dx + f(x)dx
A T

T A
f fx)dx + f f(x)dx (en posant x — T = X)
A 0

T
f f(x)dx, pour tout A € R.
0

T A+T
f fx)dx + f(x—=T)dx (car — T est aussi une période de f)
A T

(1.7)
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1.2 Séries trigonométriques

Définition 1.2.1. Une série trigonométrique est une série de fonctions qui s’écrit

112—0+Za,, cos(n—?)+bnsin(n7m), (1.8)
n>1

oit (ay)y et (bn), sont deux suites de scalaires, réels ou complexes, T = 2l est la

sous la forme :

période de la série.

Définition 1.2.2. (Forme complexe d’une série trigonométrique) Puisquesin0 = 0,

on peut supposer que by = 0. Donc, si on pose :

a, —ib a, +1ib
Cp = "2 Retc, = "2 Ly (1.9)
I'expression (1.8) peut se réécrire sous la forme complexe :
2 Cy eXp (1”—73() (1.10)

nelN

Ainsi, une série trigonométrique peut étre considérée comme une série de fonctions

dans C de la forme ) ,,cn Cn €XP (zn—?x) .

1.2.1 Reégles de convergences

Proposition 1.2.1. 1) Si les séries Y. ,51 an et Y., by sont absolument conver-
gentes, alors la série trigonométrique (1.8) est normalement (donc uniformément)
convergente sur R, et sa somme est une fonction continue sur R.

2) Si les suites (ay) et (a,) sont positives, décroissantes et convergent vers 0, la
série trigonométrique (1.8) converge simplement sur R — 2IZ. et uniformément
convergente sur tout intervalle de la forme [2kmt + A, 2(k + 1)t — A], olt k € Z et

0<A<m
Démonstration. 1) On peut écrire :

a, cos (g) +b, sin(?) < |ay| + by, pour tout x € R. (1.11)
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La série trigonométrique (1.8) est donc normalement convergente sur R et

donc uniformément convergente sur R par le critere de Weierstrass.

La continuité de la somme de cette série se déroule du fait que les fonctions
nmx . (nmx . L. .

X b a,cos (T) + b, sin (T) sont continues et que la série (1.8) est uni-

formément convergente.

2) C’est une conséquence immédiate du critere d”Abel. ]

1.2.2 Calcul de coefficients d"une série trigonomé-
trique

Proposition 1.2.2. Supposons que les séries numériques ) 1 an et Y., b, sont
absolument convergentes, et soit S la somme de la série trigonométrique (1.8). Alors

les coefficients de cette série sont donnés par :

!
a, = %f S(x) cos(nlix)dx, n>0, (1.12)
-
1 [ nmx
by = Tf 5(x) sin(T)dx, n>1, (1.13)
-1

Démonstration. On multiplie le terme général de la série trigonométrique

(1.8) par cos(@

nmnx . nmnx mrTix
[”" COS(T)+b" S“‘(T)] cos (")

nrmx . nmnx . mmnx
[“" COS(T)+ b s“‘(T)] Sm(T)

. (mmx A TibA i
) ou par sin (—) et en vertu des inégalités suivantes :

I

< |au| + |by|, pour tout x € R,
(1.14)

< |au| +|bul, pour tout x € R,
(1.15)

on peut assurer la convergence uniforme des séries de fonctions suivantes :

; [an cos ($)+ b, sin(g)] cos(@) (1.16)

et

Z [an cos(nlix)+b,, sin(n—?x)] sin(@) (1.17)

n>1
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Par conséquent, on peut les intégrer terme a terme.

Les propriété (1.12) et (1.13) sont donc des conséquences du calcul suivant :

/

! nmx mmx . (nmx\ . (mnx
f COS(T)COS(T)dX = f sm(T)sm (T)dx =0, pour toutn # m,
— -1
(1.18)

] !
f cos? (@)dx = f sin? (nlix)dx =1, (1.19)
-1 -1

/

! nmx\ . (mnx mnx\ . (nmnx
f COS(T)SII’I(T)dXZ f cos(T)sm(T)dx: 0, pour toutn,m > 1.
-1 -1

(1.20)
O

Nous pouvons maintenant définir la série de Fourier d"une fonction

périodique.

1.3 Séries de Fourier

Définition 1.3.1. Soit f une fonction définie sur R, 2l—périodique et intégrable
sur Uintervalle [-1,1]. On appelle série de Fourier de f et on note SF(f) la série
trigonométrique :

ag nmx . (nmx
> +Zan cos(T)+bnsm(T). (1.21)

nx1
Les nombres ay et b, définis par :

I
ay = %f fx) cos(nlix)dx, n>0, (1.22)
-l

!
b, = % [ Fx) sin(”lix)dx, nx1, (1.23)

sont appelés coefficients de Fourier de f .

Corollaire 1.3.1. Pour calculer les coefficients de Fourier d’une fonction, on peut
calculer les intégrales sur tout intervalle du type [A, A + 21] au lieu de [-1,1], et les
coefficients de Fourier deviennent :

1 A+21
a, = —

nmnx
1), f(x) COS(T)dx, nx0, (1.24)
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1 A+21

by =

[ f@sin(T)ax nz1, (125)

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition 1.1.2

O

1.3.1 Séries de Fourier des fonctions paires ou im-
paires

Proposition 1.3.1. 1) Si f est paire sur R, les coefficients de Fourier sont donnés

par :
b, = 0 pour tout n > 1
(1.26)
=7 J(; f(x)cos( )dx pour tout n > 0.
2) Si f est impaire sur R, les coefficients de Fourier sont donnés par :
a, = 0 pour tout n > 0,
(1.27)
b, = =7 fo f(x) sm( ] )dx pour tout n > 1.

Démonstration. 1) Puisque f est paire, on peut alors écrire :

]
ff(x)cos @ dx

—] =

a, =

= %ff(x)cos dx+ffx)cos ]
= % ff(—x)cos - d(—x)+ff(x)cos @)dx]
= %ff(x)cos dx+ff(x)cos )x}

= 7f0f(x)cos —

. . . . (N7 . .
D’autre partssi f est paire sur R, la fonction f sin (Tx) est impaire pour tout
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n>1,etdonc:

b, = 1flf(x)sin(@)dx:—%f_lf(x)sin(g)d(—x)

= ——ff(x)sm d( )= —

Par conséquent b, = 0, pour tout n > 1.

2) La démonstration est analogue pour le cas ol f est impair. |
Exemple 1.3.1. Considérons la fonction f 27 -périodique définie par :
fx)=x, xe]-n,nl. (1.28)

f est impaire, donc pour tout n > 0, a, =0, et

2 (" (=1t
b, =— xsin (nx)dx =2 , pour tout n > 1. (1.29)
T Jo n
La série de Fourier de f est donc :
n-1
SF(f(x)) = 2 Z - ) sin (). (1.30)
n>1

Exemple 1.3.2. Considérons la fonction f 2m -périodique définie par :
f(x)=x% xe[-n,n]. (1.31)

f est impaire, donc pour tout n > 0, b, =0, et

2 (" 2 2 (" -1
aoz—f xzdx:4n—,an:—f xzcos(nx)dx:4( ),pourtoutnzl.

T Jo 3 T Jo n
(1.32)

La série de Fourier de f est donc :

SF(f(x)) = gnz +4 Z (_n;z)n cos (nx). (1.33)

n>1

1.3.2 Lemmede Riemann-Lebesgue (Condition né-
cessaire de convergence)

Lemme 1.3.1. Soit f une fonction intégrable sur un intervalle [a, b], on a alors :

limff(x)cos dx— hmff(x ) sin d =0.

n—+oo n—+oco
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Démonstration. 1l suffit de démontrer que :

b
lim f F)exp (i@)dx:& (1.34)

Supposons que f est intégrable sur [a, b], c’est-a-dire qu'il existe une subdivi-
sion de l'intervalle [a, b] par un nombre fini de points:a = xg < x; << Xx, =D
et une fonction escalier ¢ définie par @(x) = m;, x € [xj,l,xj[, i=12,..,n,
tels que :

If(x) - (p(x)| < ﬁ, pour tout € > 0. (1.35)

On peut alors écrire :

b
[f(x) - (p(x)]exp( 1 dx< f |£() = p(x)| < e, pour tout € > 0.

(1.36)
Par coséquent :
’ nmx
11m f f(x) exp ) = lir}rn f p(x)exp (iT)dx
o [ TIX
= nEIPmdex__ m; exp (zT)dx
- 2t [ o)
= [m]l nroe\|”
= lim [—exp (z—)
- n—+oo | 17T l
j=1 .
=0 (1.37)
O

Corollaire 1.3.2. Soit f une fonction définie sur R, 2l—périodique et intégrable
sur [=1,1], alors les suites des coefficients de Fourier (a,) et (a,) convergent vers 0

quand n — +oo.
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1.3.3 Théoréeme de Dirichlet (Condition suffisante
de convergence)

Dans cette partie, nous allons étudier un cas de convergence des séries

de Fourier. Donnons d’abord quelques définitions.

Définition 1.3.2. Soit f une fonction définie sur un intervalle [a, b]. On dit que f
est continue par morceau sur [a, b] , s"il existe une subdivision {[x]-_l,xj[, i=12,.., n}
de [a, ] tel que :
1. f continue sur chaque intervalle [x]-,l,x]-[, i=12,..,n
2. f admet des discontinuités de premiere espéce aux point xj, j = 1,2, ..., n.

On rappelle que f admet une discontinuité de premiere espéce en un point x,

lorsqu’elle admet en ce point une limite a droite f(x;) et une limite a gauche f(x;)
telle que f(x§) # f(xy)-

Définition 1.3.3. On dit que f est de classe C* par morceau sur [a, b], s'il existe
une subdivision {[xj_l,x]-[, i=12, ...,n} de [a, b] tel que :

1. f est de clsse Cl sur chaque intervalle [xj_l,xj[, i=12,.,n

2. f admet des dérivées a droite et des dérivées a gauche aux point xj, j=1,2,...,n

qui sont distincts..

Définition 1.3.4. (Noyau de Dirichlet) On appelle noyau de Dirichlet la fonction

D, définie par :
. 1\ nx
sin(»+3) F)
— six #2ml, meZ.
Dy(x) = zsm(_) (1.38)
21
n+ =, six =2ml, me Z.

2
Proposition 1.3.2. Le noyau de Dirichlet D,, a des propriétés suivantes :
1. D, est une fonction paire et périodique de période 2I.
2. Dy, est une fonction continue sur R tout entier.

3. Dy, peut se représenter par la formule :

Dy(x) = % + Z cos(@), pour tout x € R, (1.39)
k=1
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et de plus :

1 (! 1
: fo D) = 3. (1.40)

Démonstration. 1. D, est une fonction paire (évident).

D’autre part, pour tout x # 2ml, m € Z,on a:

sin[(n+ %)T(Tx +(2n + 1)7'(]

Dileezh = 25in(§—?+n)
sl 1)) sl 1))
—ZSin(Z—?) 25in(7;—;c)
= D,(x). (1.41)

La fonction D,, est donc 2/ -périodique.

2. 11 suffit de démontrer que D, est continue au oint xo = 0. En effet,

sin ((n + 1) _nx)
1i 2) 1
m -—F-

x—0 . X
2 —
sin( 37

(e )Z) T ()
— im 2) 1 20 2) 1
o) oe(z)
2/ 1 2] 21

1
= n+ E = Dn(O)

lim D, (x)
x—0

La fonction D, est donc continue au point xo = 0. Par périodicité de la
fonction D,, on en déduit alors que D, est continue en tout point x = 2ml,

m € Z. Par conséquent D,, est continue sur R tout entier.
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3.Pourtoutx #2ml,me Z,ona:
Du(x) = k R ik
(X)) = = +Zcos( —) == + Zfexp(l T)
1—exp(m—)
= 1+% exp(inTx) _
2 1- exp(zT)
n7x . (nmx
1 mx 1‘“’5(7)‘”“‘(7)
= —+R|exp(i—)
2 ! 1—cos( )—zsm(—)
251n2(—) 2i Cos(nnx)sin(@)
1 L TIX 2] 21
= -+ R|exp(i—)
2 ! 2sin® (nx) 21cos(nx)sin(ﬂ)
21 21 21
cos(n )+isin(@) sin(@)
_ 1+% exp(in—x) 21 21 2]
2 ! (n )+isin(@) sin(@)
| O\ 21 I
- nmx
O A L e
2 _ 2 l Sm(n;lx)
. (nmx
1 n+1\ nx Sm(?
B §+COS(( 2 )T) in(@)
S\
i [252)%) ol
_ 1+1 2 ! i
o
S\ 21
X
sinf(+3) 7)
= ” (n_x) = Du(x) (1.42)
21
Six=2ml,meZ,ona:
D,(x) = E i (2km)—1+n (1.43)
5 L. cos m =5t .
De plus, ona:
1
fD(x)dx 2lfdx+lch (— dx—2 (1.44)
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Voici maintenant le théoréme de Dirichlet :

Théoreme 1.3.1. (théoreme de Dirichlet ) Soit f une fonction 2l—périodique et de
classe C* par morceau sur R, alors la série de Fourier de f converge simplement en
tout point x de R — 2IZ. et a pour somme :

£ + )

S(x) = >

(1.45)

De plus si f est continue, la série de Fourier de f converge uniformément sur R et

S(x) = f(x), pour tout x € R.

Démonstration. Considérons pour tout n € IN, la suite des sommes partielles
de la série de Fourier :

Su(x) = %0 + Y ay cos(”—;”) +by sin(@). (1.46)
k=1

Soit x un poit de R quelconque. 11 suffit de démontrer

£+ f)

> (1.47)

lim S,(x) =
n—+co
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En effet,

Sp(x) = b12_0 + Zan cos (g) + by sin(n—;w)
k=1

= %f_jf(t)dt+kZ:‘ij(t)(cos(nTm)cos(n—T)+sin(¢)sin(¢))dt
= %Iif(t) %+Zn:cos(nn(tl_x))]dt

k=1
1 !
= 5 f F(OD, (t — x) dt
-1
/—x

= 7 f(x+y)Dy (y)dy (en utilisant le changement y = f — x)
—l-x

I
- % f f(x+y)D, (y)dy (d’apres la proposition 1.1.2)
-l

= %(fjf(ﬁy)Dn(y)dwfolf(x+y)Dn(y)dy)

I
= % f (f(x =) + f(x + y)) Dy (v) dy (en faisant le changement u - —u ).
0

(1.48)
Lutlisation des formules 1 [/ D,(y)dy = T ﬂ[%@?y)]@ = 5
nous donne:
~ 1\my
5,00 - L) %fol(f(x—y>+f<x+y>)[%é)l)]dy+
. 1\ y
- (f<x+> 2+lf<x->) fol [Sm ((nz ZE;)T)J dy.
[ e )
Ty

+% Ozf(X+yL_f(x+) x - (Tn_y) ><sin((n+%)7)d}/.

sin 2]
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y
Puisque la fonction f est de classe C! par morceau et lim 2; = 1, les
sin (E)
fonctions :
Ty y
—y) = flx~ - — f(xt -
g LEZNSE) zny ety LEFV SO zny (149
Y sin (—) Y sin (—)
21 21
sont bornées.

Le résultat est donc une conséquence du lemme de Riemann-Lebesgue. O

1.3.4 Formule de Parseval

Théoreme 1.3.2. Soit f une fonction définie sur R, périodique de période 2I,

intégrable sur [1,1] et soit

%+Z([1n cos(n—7l-[x)+b,, sin(g)), (1.50)
n=1

la série de Fourier de f. Alors la formule de Parseval est donnée par :

%flfz(x)dx _“ N Z (,1721 + bi) (1.51)
-1

n=1
Démonstration. On fait la démonstration de ce théoreme lorsque

flx) = % +Z(a,, cos($)+bn sin(nlix)), (1.52)

n>1

NS

Supposons alors que les séries numériques )., 4, et Y.,51 b, sont absolu-
ment convergentes, et soit (5,) la suite des sommes partielle de la série de

Fourier telle que
n
Su(x) = %O + (akcos(g) +b, sin(knTx)). (1.53)
k=1

Pourtoutx€R,ona:

|f(x) = Su(x)| < Z lax + bil, (1.54)

k>n+1
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quantité tendant vers 0, quand n — +oco. On en déduit :

|2(x) - S2(x)| (%) = $u(0)] | f(x) + Su(x)

() = Su(x)| x 2| ()|

IA

IN

k>n+1

La suite de fonction S2 est donc uniformément convergente vers f2.

Cette convergence uniforme nous permet d’écrire :

/ /
% f l F(x)dx = nm(% I 1 sﬁ(x)dx).

En utilisant les propriétés (1.18), (1.19), (1.20) et le fait que
n

2
[i a,-] = i(xf +2 Z wiaj,
i=1

i=1 ij=1)

on en déduit bien que

En faisant n tendre vers +oo, ’expression (1.56), devient

%flfz(x)dx:a +Y (a2 +82).
-1

n>1

NS

15

2 Z |ax + byl [|%0‘ + Z lax + bk|J — 0, quand n — +oo0.
k=1

(1.55)

(1.56)

(1.57)

(1.58)

(1.59)

(1.60)

O

Remarque 1.1. Le théoréme de Parseval précédent reste vrai méme si f n’est pas

la somme de sa série de Fourier.
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1.4 Quelques applications des séries de

Fourier

L/utilisation de la continuité de la somme de la série de Fourier sur cer-

tains intervalle et le théoréme de Parseval nous donne de nouvelles identités

remarquables :
En effet, dans I'exemple 1.3.1, la série de Fourier de x est donnée par :

(_l)n—l )
SF(x) = . .
(=2) —— sin (i) (1.61)
n>1
n . o T (-1t
Xo = — est un point de continuité, on a alors 5= 2Y 1 - sin (HE)'
d’ou
(-1)" =
=— 1.62
2n+1 4 ( )
n=0
D’autre part, 'utilisation du théoréeme de Parseval, nous donne
1 (™ ’ 2 1
— dx=-n?=4) —. 1.63
Tt In rax=g3m ; n2 (163)
Donc: 5
1 b
n>1

De méme, dans I'exemple 1.3.1, la série de Fourier de x? est donnée par:

SF(x?) = §n2 +4 Z (—1112)" (1.65)

n>1

cos (nx) .

—1)"
xo = 0 est un point de continuité, on a alors 0 = 5712 +4Y, (7, d’ott
@
Z = (1.66)

n>1

D’autre part, l'utilisation du théoreme de Parseval, nous donne :

1 (™, 24 (2, 1
_fxdx——n—[§7z +16Zﬁ’

6

(1.67)

T Jn 5 n>1

d’ou: .
1 i
n>1 n
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