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 لحساب بعض التكاملات  تقنيات -أ 
 

𝑓(𝑥):  تكامل الدالة -1 =
𝛼𝑥+𝛽

𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐
𝑎حيث   ≠ , 𝛼)و   0 𝛽) ≠ (0 , 0) 

ز ثلاث حالات   نمي 

𝑎𝑥2: المقام  الحالة الأولى + 𝑏𝑥 + 𝑐 ز يقبل جذري ي هذه الحالة يوجد عددين 𝑥1  و  𝑥2 ن مختلفي 
 حيث 𝐴 و B. فز

 
𝛼𝑥+𝛽

𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐
=

𝐴

𝑥−𝑥1
+

𝐵

𝑥−𝑥2
 

𝑓(𝑥)𝑑𝑥∫              هو 𝑓و تكامل الدالة  = 𝐴𝐿𝑛|𝑥 − 𝑥1| + 𝐵𝐿𝑛|𝑥 − 𝑥2|          

 

𝑎𝑥2: المقام  لحالة الثانيةا + 𝑏𝑥 + 𝑐 يقبل جذر مضاعف𝑥0 ي هذه الحالة يوجد عددين
 حيث 𝐴 و B. فز

 
𝛼𝑥+𝛽

𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐
=

𝐴

(𝑥−𝑥0)2
+

𝐵

𝑥−𝑥0
 

𝑓(𝑥)𝑑𝑥∫              هو              هو 𝑓و تكامل الدالة  = −
𝐴

𝑥−𝑥0
+ 𝐵𝐿𝑛|𝑥 − 𝑥0|   

𝑎𝑥2: المقام : الثالثة لحالة ا + 𝑏𝑥 + 𝑐 لا يقبل جذور  

                                                ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝛼 ∫
𝑥

𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐
𝑑𝑥 + 𝛽 ∫

1

𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐
𝑑𝑥

 

𝛼

 𝑎
∫

𝑎𝑥+𝑏

𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐
𝑑𝑥 + (𝛽 −

𝛼𝑏

𝑎
)∫

1

𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐
𝑑𝑥       

∫   واضح أن
𝑎𝑥+𝑏

𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐
= 𝐿𝑛|𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐| + 𝑐′ 

∫لنحسب التكامل 
1

𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐
 

 ∫
1

𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐
𝑑𝑥 = ∫

1

(𝑥+
𝑏

2𝑎
)
2
+
−∆

4𝑎2

𝑑𝑥 =
4𝑎2

−∆
∫

1

[
2𝑎

√−∆
(𝑥+

𝑏

2𝑎
)]
2
+1

𝑑𝑥 

 =
2𝑎

√−∆
∫

2𝑎

√−∆

[
2𝑎

√−∆
(𝑥+

𝑏

2𝑎
)]
2
+1

𝑑𝑥 

𝑓(𝑥)بوضع  =
2𝑎

√−∆
(𝑥 +

𝑏

2𝑎
𝑓′(𝑥)ينتج :  ( =

2𝑎

√−∆
 و  

 ∫
1

𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐
𝑑𝑥 =

2𝑎

√−∆
𝑎𝑟𝑡𝑔 [

2𝑎

√−∆
(𝑥 +

𝑏

2𝑎
)] + 𝑐′ 

 
 تكامل الدوال الكسرية  -2

 

𝑓(𝑥)لتكن  =
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
ي حدود بمعاملات حقيقية  𝑄(𝑥)و  𝑃(𝑥)حيث     هما كثي 

بإستعمال القسمة الإقليدية يمكن كتابة الكسر 
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
 ومن عناصر على الشكل 𝐸(𝑥)على شكل مجموع من كثي  حدود    

  
𝛾

(𝑥−𝑥0)𝑘
أو  

𝛼𝑥+𝛽

(𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐)𝑘
𝑎حيث   ≠ , 𝛼)و   0 𝛽) ≠ (0 , 𝑏2)و  (0 − 4𝑎𝑐 < 𝑘و  (0 ∈ ℕ\{0} 

 

 واضح 𝐸(𝑥)تكامل كثي  الحدود  -أ 

∫لنحسب التكامل  -ب
𝜸

(𝒙−𝒙𝟎)
𝒌
𝒅𝒙 

𝑘 1     إذا كان =   :                             ∫
𝛾

(𝑥−𝑥0)
𝑑𝑥 = 𝛾𝐿𝑛|𝑥 − 𝑥0| + 𝑐′ 

𝑘 2إذا كان      ≥   :                             ∫
𝛾

(𝑥−𝑥0)𝑘
𝑑𝑥 =

1

−𝑘+1
(𝑥 − 𝑥0)

−𝑘+1 + 𝑐′ 
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∫ حساب التكامل  -ج
𝜶𝒙+𝜷

(𝒂𝒙𝟐+𝒃𝒙+𝒄)
𝒌 𝒅𝒙 حيث 𝑎 ≠ , 𝛼)و   0 𝛽) ≠ (0 , 𝑏2)و  (0 − 4𝑎𝑐 < 𝑘و  (0 ∈ ℕ\{0} 

 

𝑘 1إذا كان      ي الحالة الثالثة للفقرة السابقة:   =
ز فز  يحسب التكامل كما هو مبي 

𝑘إذا كان                    ≥  نكتب الكسر على الشكل      :   2

 
𝛼𝑥+𝛽

(𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐)𝑘
= 𝛾

2𝑎𝑥+𝑏

(𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐)𝑘
+ 𝛿

1

(𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐)𝑘
  

                         

 ∫
2𝑎𝑥+𝑏

(𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐)𝑘
𝑑𝑥 =

1

−𝑘+1
(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)−𝑘+1 + 𝑐′                                 ولدينا 

 

∫حساب 
𝟏

(𝒂𝒙𝟐+𝒃𝒙+𝒄)𝒌
𝒅𝒙       

 

 ∫
1

(𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐)𝑘
𝑑𝑥 = ∫

1

[(𝑥+
𝑏

2𝑎
)
2
+
−∆

4𝑎2
]
𝑘 𝑑𝑥 =(

4𝑎2

−∆
)
𝑘

∫
1

[[
2𝑎

√−∆
(𝑥+

𝑏

2𝑎
)]
2
+1]

𝑘 𝑑𝑥                                         

 = (
4𝑎2

−∆
)
𝑘−

1

2
∫

2𝑎

√−∆

[[
2𝑎

√−∆
(𝑥+

𝑏

2𝑎
)]
2
+1]

𝑘 𝑑𝑥 

 

𝑢و بوضع  =
2𝑎

√−∆
(𝑥 +

𝑏

2𝑎
 نحصل على  (

2𝑎

√−∆
𝑑𝑥 = 𝑑𝑢 

               ∫
1

(𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐)𝑘
𝑑𝑥 = (

4𝑎2

−∆
)
𝑘−

1

2
∫

1

(𝑢2+1)𝑘
𝑑𝑢 

𝑰𝒌بالنسبة إلى التكامل  = ∫
𝟏

(𝒖𝟐+𝟏)
𝒌𝒅𝒖  

′𝑓نستعمل تقنية التكامل بالتجزئة وذالك بوضع  = 𝑔  و  1 =
1

(𝑢2+1)
ي التكامل 
 فز

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑢 = ∫
1

(𝑢2 + 1)
𝑑𝑢 =

𝑢

(𝑢2 + 1)
+ ∫

2𝑢2

(𝑢2 + 1)2
𝑑𝑢 

                                                    =
𝑢

(𝑢2+1)
+ 2∫

𝑢2+1

(𝑢2+1)2
𝑑𝑢 − 2∫

1

(𝑢2+1)
𝑑𝑢 

                                                   =
𝑢

(𝑢2+1)
+ 2∫

1

(𝑢2+1)
𝑑𝑢 − 2∫

1

(𝑢2+1)2
𝑑𝑢 

                                     =
𝑢

(𝑢2+1)
+ 2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑢 − 2𝐼2 

                                   ⇒  𝐼2 =
1

2
[

𝑢

(𝑢2 + 1)
+ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑢] + 𝑐′ 

𝐼𝑘+1وهكذا لحساب التكامل  = ∫
1

(𝑢2+1)𝑘+1
𝑑𝑢   (𝑘 ≥ ي التكامل (3

 𝐼𝑘نستعمل تقنية التكامل بالتجزئة فز

𝑓′ = 1     ,     𝑔 =
1

(𝑢2 + 1)𝑘
  ,      (𝑔′ = −𝑘

2𝑢

(𝑢2 + 1)𝑘+1
) 

 𝐼𝑘 = ∫
1

(𝑢2+1)𝑘
𝑑𝑢 =

𝑢

(𝑢2+1)𝑘
+ 2𝑘 ∫

𝑢2

(𝑢2+1)𝑘+1
𝑑𝑢 

                                     =
𝑢

(𝑢2+1)𝑘
+ 2𝑘 ∫

𝑢2+1

(𝑢2+1)𝑘+1
𝑑𝑢 − 2𝑘 ∫

1

(𝑢2+1)𝑘+1
𝑑𝑢   

                                      =
𝑢

(𝑢2+1)𝑘
+ 2𝑘𝐼𝑘 − 2𝑘𝐼𝑘+1 
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                               ⇒ 𝐼𝑘+1 =
1

2𝑘
[

𝑢

(𝑢2+1)𝑘
+ (2𝑘 − 1)𝐼𝑘] + 𝑐

′   ,   𝑘 ≥ 3         
 

𝑘  وب  هذا نكون قد أعطينا ≥ 2  ،   𝐼𝑘    اجع  على شكل متتالية دوال معرفة بالير
 

{
 

 𝐼2 =
1

2
[

𝑢

(𝑢2 + 1)
+ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑢] + 𝑐′

𝐼𝑘+1 =
1

2𝑘
[

𝑢

(𝑢2 + 1)𝑘
+ (2𝑘 − 1)𝐼𝑘] + 𝑐

′   , 𝑘 ≥ 3

 

 
, 𝑓(𝑠𝑖𝑛𝑥 :تكامل الدوال المثلثية -3 𝑐𝑜𝑠𝑥) 

 

, 𝑃(𝑠𝑖𝑛𝑥∫نستعمل هذه الطريقة لحساب التكاملات من الشكل  𝑐𝑜𝑠𝑥)𝑑𝑥  أو من الشكل∫
𝑃(𝑠𝑖𝑛𝑥 ,𝑐𝑜𝑠𝑥)

𝑄(𝑠𝑖𝑛𝑥 ,𝑐𝑜𝑠𝑥)
 

ات حدود 𝑃 𝑒𝑡 𝑄حيث   هي كثي 

𝑡  تغيي  المتغي  نستعمل               = 𝑡𝑔
𝑥

2
 . لدينا 

𝑐𝑜𝑠𝑥 = 𝑐𝑜𝑠2
𝑥

2
− 𝑠𝑖𝑛2

𝑥

2
= =

𝑐𝑜𝑠2
𝑥
2 (1 −

𝑠𝑖𝑛2
𝑥
2

𝑐𝑜𝑠2
𝑥
2

)

𝑐𝑜𝑠2
𝑥
2 (1 +

𝑠𝑖𝑛2
𝑥
2

𝑐𝑜𝑠2
𝑥
2

)

 

         𝑠𝑖𝑛𝑥 = 2𝑠𝑖𝑛
𝑥

2
𝑐𝑜𝑠

𝑥

2
= 2

𝑠𝑖𝑛
𝑥

2

𝑐𝑜𝑠
𝑥

2

𝑐𝑜𝑠2
𝑥

2
= 2

𝑠𝑖𝑛
𝑥

2

𝑐𝑜𝑠
𝑥

2

 .
1

1+𝑡𝑔2
𝑥

2

        

 
 

          𝑡𝑔𝑥 =
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥
 

 

𝑡 = 𝑡𝑔
𝑥

2
⇒ 𝑑𝑡 = 𝑡𝑔′

𝑥

2
𝑑𝑥 =

1

2
(1 + 𝑡𝑔2

𝑥

2
)𝑑𝑥        

 
 

 𝑡فنحصل على تكامل دالة ناطقة بدلالة 
 

⇒ 𝑐𝑜𝑠𝑥 =
1 − 𝑡2

1 + 𝑡2
 

 

⇒ 𝑠𝑖𝑛𝑥 =
2𝑡

1 + 𝑡2
 

 

⇒ 𝑡𝑔𝑥 =
2𝑡

1 − 𝑡2
 

 

⇒ 𝑑𝑥 =
2

1 + 𝑡2
𝑑𝑡 

 


