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 03سلسلة تمارين رقم حل 

 التمرين الأول

𝑥 ليكن   -1 > ايدات المنتهية على الدالة :    0 ز ي المجال 𝐿𝑛نطبق نظرية الت 
, 𝑥] فز 𝑥 +               جد و إذن ي  [1

                𝑐 ∈ ]𝑥 , 𝑥 +  : حيث     ]1

1

𝑐
=
𝐿𝑛(𝑥 + 1) − 𝐿𝑛𝑥

(𝑥 + 1) − 𝑥
 

 ⇒
1

𝑐
= 𝐿𝑛(𝑥 + 1) − 𝐿𝑛𝑥  

𝑥 لكن            < 𝑐 < 𝑥 +   إذن   1
1

𝑥+1
<
1

𝑐
<
1

𝑥
و        

1

𝑥+1
< 𝐿𝑛(𝑥 + 1) − 𝐿𝑛𝑥 <

1

𝑥
    (1)…..….     

 

+ℝ على gو   fرتابة   -2
∗  : 

𝑓(𝑥) = (1 +
1

𝑥
)
𝑥

= 𝑒𝑥𝐿𝑛(1+
1
𝑥
)
 

                                   𝑓̀(𝑥) = [𝑒𝑥𝐿𝑛(1+
1
𝑥
)]
′

= [𝑥𝐿𝑛 (1 +
1

𝑥
)]
′

𝑒𝑥𝐿𝑛(1+
1
𝑥
) 

                                                   = [𝐿𝑛 (1 +
1

𝑥
) + 𝑥

1

(1 +
1
𝑥)
(−

1

𝑥2
)] 𝑒𝑥𝐿𝑛(1+

1
𝑥
) 

                                 = [𝐿𝑛 (1 +
1

𝑥
) −

1

(1 + 𝑥)
] 𝑒𝑥𝐿𝑛(1+

1
𝑥
) 

                          = [𝐿𝑛 (1 +
1

𝑥
) −

1

(1+𝑥)
] 𝑒𝑥𝐿𝑛(1+

1

𝑥
) 

                                      = [𝐿𝑛(𝑥 + 1) − 𝐿𝑛𝑥 −
1

(1+𝑥)
] 𝑒𝑥𝐿𝑛(1+

1

𝑥
) 

 (1لكن حسب )

  [𝐿𝑛(𝑥 + 1) − 𝐿𝑛𝑥 −
1

(1+𝑥)
] > 0 

𝑓̀(𝑥) إذن  > 0  , ∀  𝑥 ∈ ℝ+
ايدة تماما على  𝑓و    ∗ ز +ℝمت 

∗ 

𝑔̀(𝑥)بنفس الطريقة نجد  - = [𝐿𝑛(𝑥 + 1)− 𝐿𝑛𝑥 −
1

𝑥
] 𝑒𝑥𝐿𝑛(1+

1

𝑥+1
)

 

 (1و حسب )

[𝐿𝑛(𝑥 + 1) − 𝐿𝑛𝑥 −
1

𝑥
] < 0 

𝑔̀(𝑥)إذن  < 0  , ∀  𝑥 ∈ ℝ+
+ℝمتناقصة تماما على  𝑔و    ∗

∗ 

ز :  إيجا  -3 limالنهايتي 
𝑥→+∞

[𝐿𝑛𝑓](𝑥)    وlim
𝑥→∞

[𝐿𝑛𝑔](𝑥) 

lim
𝑥→+∞

[𝐿𝑛𝑓](𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥𝐿𝑛 (1 +
1

𝑥
) 

هذه النهاية نضع  لحساب
1

𝑥
= 𝑦       لدينا𝑦 → 0+⇔ 𝑥 → +∞          

lim:                                            إذن
𝑥→+∞

[𝐿𝑛𝑓](𝑥) = lim
𝑥→0

𝐿𝑛(1+𝑥)

𝑥
= 1 
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             lim
𝑥→+∞

[𝐿𝑛𝑔](𝑥) = lim
𝑥→+∞

(𝑥 + 1)𝐿𝑛 (1 +
1

𝑥
) = lim

𝑥→+∞
𝐿𝑛 (1 +

1

𝑥
) + lim

𝑥→+∞
𝑥𝐿𝑛 (1 +

1

𝑥
) = 1 

limإستنتاج  -4
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)    وlim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥)  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑒𝐿𝑛𝑓(𝑥) 

 : مستمرة فإن 𝑒𝑥وبما أن الدالة 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝑒
lim
𝑥→+∞

𝐿𝑛𝑓(𝑥)
= 𝑒1 = 𝑒 

 و                                                                              

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = 𝑒
lim
𝑥→+∞

𝐿𝑛𝑔(𝑥)
= 𝑒1 = 𝑒 

ي التمرين 
𝑥ليكن       الثانز > 0 

ايدات المنتهية على الدالة  ز ي المجال  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔نطبق نظرية الت 
, 0]فز 𝑥]   إذن يوجد𝑐 ∈ ]0 , 𝑥[     حيث : 

1

1 + 𝑐2
=
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔0

𝑥 − 0
=
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥

𝑥
 

                                                                            إذن : 
𝑥

1+𝑐2
= 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 

0    وبما أن < 𝑐 < 𝑥 فإن     
1

1+𝑐2
>

1

1+𝑥2
و   

𝑥

1+𝑐2
>

𝑥

1+𝑥2
 

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥                                          إذن        >
𝑥

1+𝑥2
    , ∀   𝑥 > 0 

 الثالثالتمرين 

𝑓(𝑥)للدالة   (nالمشتقة النونية )المشتقة من الرتبة  حساب - = 𝑥2𝐿𝑛𝑥 

𝑢(𝑥)        نضع = 𝑥2    ،   𝑣(𝑥) = 𝐿𝑛𝑥 

𝑢̀(𝑥)                                ا    لدين = 2𝑥  ,   𝑈′′(𝑥) = 2    ,   (𝑈)(𝑘) = 0  ,   ∀  𝑘 ≥ 3  
 وبإستعمال 

 (
1

𝑥𝑛
)
′

= −𝑛
1

𝑥𝑛+1
 ,   𝑛 > 1 

𝑣̀(𝑥)                                                                                                                                                      نجد =
1

𝑥
 

𝑣′′(𝑥) = −
1

𝑥2
    ,    𝑓(3)(𝑥) = 2

1

𝑥3
    ,   𝑓(4)(𝑥) = −2 . 3

1

𝑥4
  ,     … 

𝑣(𝑛)(𝑥) = (−1)𝑛+1 . 2 .  3 . 4… (𝑛 − 1)
1

𝑥𝑛
= (−1)𝑛+1(𝑛 − 1)!

1

𝑥𝑛
  

 

(𝑢𝑣)(𝑛) =∑𝐶𝑛
𝑘𝑢(𝑘)𝑣(𝑛−𝑘)

𝑛

𝑘=0

 

 
𝑛 مال = 1 

(𝑢𝑣)(1) = (𝑢𝑣)′ = 2𝑥𝐿𝑛𝑥 + 𝑥2
1

𝑥
= 𝑥(1 + 2𝐿𝑛𝑥) 
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𝑛 مال = 2 
 

(𝑢𝑣)(2) =∑𝐶2
𝑘𝑢(𝑘)𝑣(2−𝑘)

2

𝑘=0

= 𝐶2
0𝑢(0)𝑣(2) + 𝐶2

1𝑢(1)𝑣(2−1) + 𝐶2
2𝑢(2)𝑣(2−2)    ,   𝑡𝑞 𝐶2

1 = 2  , 𝐶2
2 = 1 

                 = 𝑢𝑣(2) + 2𝑢′𝑣′ + 𝑢(2)𝑣 = 𝑥2. (−
1

𝑥2
) + 2.2𝑥

1

𝑥
+ 2𝐿𝑛𝑥 = 3 + 2𝐿𝑛𝑥 

 
 
𝑛 مال ≥ 3 

(𝑢𝑣)(𝑛) =∑𝐶𝑛
𝑘𝑢(𝑘)𝑣(𝑛−𝑘) =∑𝐶𝑛

𝑘𝑢(𝑘)𝑣(𝑛−𝑘) +∑𝐶𝑛
𝑘𝑢(𝑘)𝑣(𝑛−𝑘)

𝑛

𝑘=3⏟          
=0

2

𝑘=0

𝑛

𝑘=0

 

 

= 𝐶𝑛
0𝑢𝑣(𝑛) + 𝐶𝑛

1𝑢(1)𝑣(𝑛−1) + 𝐶𝑛
2𝑢(2)𝑣(𝑛−2)  , 𝑡𝑞  𝐶𝑛

0 = 1 , 𝐶𝑛
1 = 𝑛  , 𝐶𝑛

2 =
1

2
𝑛(𝑛 − 1) 

                                 إذن                                         
 

(𝑢𝑣)(𝑛) = 𝑥2. (−1)𝑛+1(𝑛 − 1)!
1

𝑥𝑛
+ 𝑛. 2𝑥. (−1)𝑛(𝑛 − 2)!

1

𝑥𝑛−1
+
1

2
𝑛(𝑛 − 1). 2. (−1)𝑛−1(𝑛 − 3)!

1

𝑥𝑛−2
 

 

= (−1)𝑛−1.
1

𝑥𝑛−2
[(𝑛− 1)! − 2𝑛(𝑛 − 2)! + 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛− 3)!] 

 

= (−1)𝑛−1.
(𝑛− 1)!

𝑥𝑛−2
[1 −

2𝑛

𝑛− 1
+

𝑛

𝑛 − 2
] 

= (−1)𝑛−1.
(𝑛− 1)!

𝑥𝑛−2
[

2

(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)
] 

= (−1)𝑛−1. 2.
(𝑛 − 3)!

𝑥𝑛−2
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 


