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1-MÉTHODES DIRECTES 
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Substitution arrière ou avant 

Considérons un système inversible 3×3 triangulaire inferieur : 
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La matrice étant inversible, ses termes diagonaux 𝒍𝒊𝒊, 𝒊 =  𝟏, 𝟐, 𝟑 sont non nuls. On 
peut donc déterminer successivement les valeurs inconnues 𝒙𝒊 pour 𝒊 =  𝟏, 𝟐, 𝟑 : 



Substitution avant (directe) 

Cet algorithme peut être étendu aux systèmes 𝒏 × 𝒏. On l’appelle substitution avant 
(directe). Dans le cas d’un système 𝑳𝒙 = 𝒃, où 𝑳 est une matrice inversible 
triangulaire inférieure d’ordre 𝒏 (𝒏 ≥  𝟐), la méthode s’écrit 
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On appelle ces relations formules de “descente”.  
L’algorithme effectue 𝒏(𝒏 + 𝟏)/𝟐 multiplications et divisions et 𝒏(𝒏 −  𝟏)/𝟐 
additions et soustractions. 



Substitution directe: version orientée ligne 
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function [x]=forwardrow(L,b) 

% FORWARDROW substitution directe: version orientée ligne. 

% X=FORWARDROW(L,B) résout le système triangulaire inférieur L*X=B 

% avec la méthode de substitution directe dans sa version 

% orientée ligne 

[n,m]=size(L); 

if n ~= m, error('Seulement des systèmes carrés'); end 

if min(abs(diag(L))) == 0, error('Le système est singulier'); end 

x(1,1) = b(1)/L(1,1); 

for i = 2:n 

x (i,1) = (b(i)-L(i,1:i-1)*x(1:i-1,1))/L(i,i); 

end 

return 



Exemple: Substitution directe (ligne) 

clear, clc; 

L = [5, 0, 0; 1, 2, 0; -1, 3, 2] 

b = [15; 7; 5] 

[x] = forwardrow(L,b) 
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L = 
     5     0     0 
     1     2     0 
    -1     3     2 
b = 
    15 
     7 
     5 
x = 
     3 
     2 
     1 



Substitution directe: version orientée colonne 
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function [b]=forwardcol(L,b) 

% FORWARDCOL substitution directe: version orientée colonne. 

% X=FORWARDCOL(L,B) résout le système triangulaire inférieur L*X=B 

% avec la méthode de substitution directe dans sa version 

% orientée colonne 

[n,m]=size(L); 

if n ~= m, error('Seulement des systèmes carrés'); end 

if min(abs(diag(L))) == 0, error('Le système est singulier'); end 

for j=1:n-1 

b(j)= b(j)/L(j,j); b(j+1:n)=b(j+1:n)-b(j)*L(j+1:n,j); 

end 

  b(n) = b(n)/L(n,n); 

return 

 



Exemple: Substitution directe (colonne) 

clear, clc; 

L = [5, 0, 0; 1, 2, 0; -1, 3, 2] 

b = [15; 7; 5] 

[x] = forwardcol(L,b) 
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L = 
 
     5     0     0 
     1     2     0 
    -1     3     2 
b = 
    15 
     7 
     5 
x = 
     3 
     2 
     1 



Substitution arrière 

On traite de manière analogue un système linéaire 𝑼𝒙 = 𝒃, où 𝑼 est une 
matrice inversible triangulaire supérieure d’ordre 𝒏 (𝒏 ≥  𝟐). Dans ce cas 
l’algorithme s’appelle substitution arrière (rétrograde) et s’écrit dans le cas 
général 

09/02/2021 9 



Substitution arrière (orientée colonne) 
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function [b]=backwardcol(U,b) 

% BACKWARDCOL substitution rétrograde: version orientée colonne. 

% X=BACKWARDCOL(U,B) résout le système triangulaire supérieur 

% U*X=B avec la méthode de substitution rétrograde dans sa 

% version orientée colonne. 

[n,m]=size(U); 

if n ~= m, error('Seulement des systèmes carrés'); end 

if min(abs(diag(U))) == 0, error('Le système est singulier'); end 

for j = n:-1:2 

  b(j)=b(j)/U(j,j); b(1:j-1)=b(1:j-1)-b(j)*U(1:j-1,j); 

end 

b(1) = b(1)/U(1,1); 

return 



Exemple: Substitution arrière (colonne) 

clear, clc; 

U = [1, -4, 3; 0, 5, -3; 0, 0, -2] 

b = [-2; 7; -2] 

[x] = backwardcol(U,b) 
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U = 
     1    -4     3 
     0     5    -3 
     0     0    -2 
b = 
    -2 
     7 
    -2 
x = 
     3 
     2 
     1 



Factorisation LU 

La matrice 𝑨 est factorisée comme 
𝑨 =  𝑳𝑼 

où 𝑳 est triangulaire inferieure (lower) et U triangulaire supérieure (upper). 
(On parle aussi de factorisation 𝑳𝑹, avec 𝑳 triangulaire à gauche (left) et 𝑹 
triangulaire à droite (right).) 

 

Cette factorisation n’est pas unique, L’équation se traduit alors par 
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Factorisation LU 

Après factorisation 𝑳𝑼, le système à résoudre est 
𝑳𝑼𝒙 = 𝒃 

La solution est évaluée en deux étapes. On évalue d’abord 𝒚 solution de 
𝑳𝒚 = 𝒃 

Puisque 𝑳 est triangulaire inferieure, ceci est mené à bien par substitution 
avant, chaque équation fournissant la solution pour une nouvelle inconnue. 
Comme les éléments diagonaux de 𝑳 sont tous égaux à un, ceci est 
particulièrement simple. 

On évalue ensuite 𝒙 solution de 
𝑼𝒙 = 𝒚 

Comme 𝑼 est triangulaire supérieure, ceci est mené à bien par substitution 
arrière, chaque équation fournissant ici aussi la solution pour une nouvelle 
inconnue. 
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Factorisation LU de la matrice A 
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function [A]=lukji(A) 

% LUKJI Factorisation LU de la matrice A dans la version kji 

% Y=LUKJI(A): U est stocké dans la partie triangulaire supérieure 

% de Y et L est stocké dans la partie triangulaire inferieure 

% stricte de Y. 

[n,m]=size(A); 

if n ~= m, error('Seulement les systèmes carrés'); end 

for k=1:n-1 

  if A(k,k)==0; error('Pivot nul'); end 

  A(k+1:n,k)=A(k+1:n,k)/A(k,k); 

  for j=k+1:n 

    i=[k+1:n]; A(i,j)=A(i,j)-A(i,k)*A(k,j); 

  end 

end 

return 



Exemple: Factorisation LU 

 

clear, clc; 

A = [5, 0, 0; 1, 2, 0; -1, 3, 2] 

[Y] = lukji(A) 

  

L = tril(Y, -1) + diag(ones(size(A,1),1)) 

U = triu(Y) 

  

L*U 
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A=5     0     0 
     1     2     0 
    -1     3     2 
Y=5.0000         0         0 
    0.2000    2.0000         0 
   -0.2000    1.5000    2.0000 
L=1.0000         0         0 
    0.2000    1.0000         0 
   -0.2000    1.5000    1.0000 
U=5     0     0 
     0     2     0 
     0     0     2 
L*U = 
     5     0     0 
     1     2     0 
    -1     3     2 



Factorisation de Cholesky 

Soit la matrice qui admet la factorisation 𝑳𝑫𝑳𝑻 suivante 

 

 

 

 

 

 

Dans le cas où 𝑨 est aussi définie positive, les termes diagonaux de 𝑫 dans la 
factorisation 𝑳𝑫𝑳𝑻 sont strictement positifs. On a de plus le résultat suivant : 
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Factorisation de Cholesky 

Théorème  Soit 𝑨 ∈ ℝ𝒏×𝒏 une matrice symétrique définie positive. Alors, il 
existe une unique matrice triangulaire supérieure 𝑯 dont les termes 
diagonaux sont strictement positifs telle que 

𝑨 = 𝑯𝑻𝑯. 

Cette factorisation est appelée factorisation de Cholesky et les coefficients 
𝒉𝒊𝒋 de 𝑯𝑻 peuvent être calculés comme suit : 𝒉𝟏𝟏 = 𝒂𝟏𝟏 et, pour 

𝒊 =  𝟐, . . . , 𝒏, 
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Factorisation de Cholesky 

function [A]=chol2(A) 

% CHOL2 Factorisation de Cholesky d'une matrice A symétrique définie positive. 

% R=CHOL2(A) renvoie une matrice triangulaire supérieure R telle que R'*R=A. 

[n,m]=size(A); 

if n ~= m, error('Seulement les systèmes carrés'); end 

for k=1:n-1 

if A(k,k) <= 0, error('Pivot nul ou n´négatif'); end 

A(k,k)=sqrt(A(k,k)); A(k+1:n,k)=A(k+1:n,k)/A(k,k); 

for j=k+1:n, A(j:n,j)=A(j:n,j)-A(j:n,k)*A(j,k); end 

end 

A(n,n)=sqrt(A(n,n)); 

A = tril(A); A=A'; 

return 
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Note: La matrice 𝑳 étant triangulaire inferieure avec des 𝟏 sur la diagonale et 𝑼 étant 
triangulaire supérieure. 



Exemple: Factorisation de Cholesky 

clear, clc; 

  

A = [1, 1/2, 1/3; 1/2, 1/3, 1/4; 1/3, 1/4, 1/5] 

[R] = chol2(A) 

  

R'*R 
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A = 
    1.0000    0.5000    0.3333 
    0.5000    0.3333    0.2500 
    0.3333    0.2500    0.2000 
 
R = 
    1.0000    0.5000    0.3333 
         0    0.2887    0.2887 
         0         0    0.0745 
 
R'*R  = 
    1.0000    0.5000    0.3333 
    0.5000    0.3333    0.2500 
    0.3333    0.2500    0.2000 



2-MÉTHODES ITÉRATIVES 
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Méthodes itératives linéaires 
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Méthodes itératives linéaires 
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La méthode de Jacobi 
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La méthode de Jacobi 
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La méthode de sur-relaxation 
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Méthode JOR 
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function [x,iter]=jor(A,b,x0,nmax,tol,omega) 

%Méthode JOR tente de résoudre le 

système A*X=B avec la méthode JOR. 

% TOL est la tolérance de la méthode.  

% NMAX est le nombre maximum 

d'itérations. 

% X0 est la donnée initiale. 

% OMEGA est le paramètre de relaxation.  

% ITER est l'itération à laquelle la solution 

X a été calculée. 

[n,m]=size(A); 

if n ~= m, error('Seulement les systèmes 

carrés'); end 

iter=0; 

r = b-A*x0; r0=norm(r); err=norm(r); x=x0; 

while err > tol && iter < nmax 

iter = iter + 1; 

for i=1:n 

s = 0; 

for j = 1:i-1, s=s+A(i,j)*x(j); end 

for j = i+1:n, s=s+A(i,j)*x(j); end 

xnew(i,1)=omega*(b(i)-s)/A(i,i)+(1-omega) 

*x(i); 

end 

x=xnew; r=b-A*x; err=norm(r)/r0; 

end 

return 



Exemple : Méthode JOR 

clear, clc; 

  

e = ones(5,1); 

A = full(spdiags([-e 2*e -e],-1:1,5,5)) 

b = [1:5]' 

  

x0 = b.*0+1; 

nmax = 1000; 

tol = 1e-3;  

omega = 1; 

[x,iter]=jor(A, b, x0, nmax, tol, omega) 
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A=2    -1     0     0     0 
    -1     2    -1     0     0 
     0    -1     2    -1     0 
     0     0    -1     2    -1 
     0     0     0    -1     2 
b=1 
     2 
     3 
     4 
     5 
x=5.8270 
   10.6556 
   13.4873 
   13.3223 
    9.1603 
iter =  48 



La méthode de Gauss-Seidel 
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Méthode SOR 
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function [x,iter]=sor(A,b,x0,nmax,tol,omega) 

%SOR Méthode SOR 

% [X,ITER]=SOR(A,B,X0,NMAX,TOL, 

OMEGA) tente de résoudre le système 

% A*X=B avec la méthode SOR. 

% TOL est la tolérance de la méthode. 

% NMAX est le nombre maximum 

d'itérations. 

% X0 est la donnée initiale. 

% OMEGA est le paramètre de relaxation. 

% ITER est l'itération `a laquelle la solution X 

a été calculée. 

[n,m]=size(A); 

if n ~= m, error('Seulement les systèmes 

carrés'); end 

iter=0; r=b-A*x0; r0=norm(r); err=norm(r); 

xold=x0; 

while err > tol & iter < nmax 

iter = iter + 1; 

for i=1:n 

s=0; 

for j = 1:i-1, s=s+A(i,j)*x(j); end 

for j = i+1:n, s=s+A(i,j)*xold(j); end 

x(i,1)=omega*(b(i)-s)/A(i,i)+(1-

omega)*xold(i); 

end 

xold=x; r=b-A*x; err=norm(r)/r0; 

end 

return 



Exemple: Méthode SOR 

clear, clc; 

  

e = ones(5,1); 

A = full(spdiags([-e 2*e -e],-1:1,5,5)) 

b = [1:5]' 

  

x0 = b.*0+1; 

nmax = 1000; 

tol = 1e-3;  

omega = 1; 

 [x,iter]=sor(A, b, x0, nmax, tol, omega) 
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A=2    -1     0     0     0 
    -1     2    -1     0     0 
     0    -1     2    -1     0 
     0     0    -1     2    -1 
     0     0     0    -1     2 
b=1 
     2 
     3 
     4 
     5 
x= 5.8259 
   10.6555 
   13.4888 
   13.3249 
    9.1625 
iter =  25 


