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 المحور الثالث

 الإشتقاق

ة   المحاضر
 

 نظريات و تعاريف -أ 
 

 تعريف  -1

:𝑓 لتكن  𝐼 ⟶ ℝ  دالة حقيقية معرفة على مجال مفتوح𝐼  ولتكن ،𝑥0  نقطة من𝐼 

 كانت النهاية   إذا  𝑥0قابلة للإشتقاق عند النقطة  𝑓نقول أن  

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
 

ي 
 𝑥0عند النقطة  𝑓ونسميها مشتقة الدالة  𝑓̀(𝑥0)ونرمز لهذه النهاية بـ   ℝموجودة فر

 إذا كانت قابلة للإشتقاق عند كل نقطة منه 𝐼قابلة للإشتقاق على المجال   𝑓نقول أن   -

,  𝑥0)يقبل مماسا عند النقطة   𝑓معناه أن منحنر الدالة  𝑥0قابلة للإشتقاق عند النقطة  𝑓وهندسيا  - 𝑓(𝑥0))   ميله

𝑓̀(𝑥0) 

ي هذه النقطة 𝑥0قابلة للإشتقاق عند النقطة  𝑓إذا كانت  -
 فإنها مستمرة فر

 
 قواعد الإشتقاق -2

 

 الدالة المشتقة  الدالة  المشتقة

𝑓̀ 𝑎𝑓  0 𝑎  ثابت 

𝑓̀ + 𝑔̀ 𝑓 + 𝑔  𝑎 𝑎𝑥 

𝑓̀𝑔 + 𝑓𝑔̀ 𝑓. 𝑔  𝑛𝑥𝑛−1 𝑥𝑛   ,   𝑛 ≥ 1 

𝑓̀

2√𝑓
 

√𝑓  1

2√𝑥
 √𝑥 

−
𝑓̀

𝑓2
    ,    (

𝑓̀𝑔−𝑓𝑔̀

𝑔2
)     

1

𝑓
     ,           (

𝑓

𝑔
)    -

1

𝑥2 1

𝑥
 

−𝑛.
𝑓̀

𝑓𝑛+1
 

1

𝑓𝑛
   ,   𝑛 > 1 

 
−𝑛.

1

𝑥𝑛+1
 

1

𝑥𝑛
   ,   𝑛 > 1 

𝑓̀

𝑓
 

𝐿𝑛𝑓  1

𝑥
 

𝐿𝑛𝑥 

𝑓̀𝑒𝑓 𝑒𝑓  𝑒𝑥 𝑒𝑥 

𝑓̀𝑐𝑜𝑠𝑓 𝑠𝑖𝑛𝑓  𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑥 

−𝑓̀𝑠𝑖𝑛𝑓 𝑐𝑜𝑠𝑓  −𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥 

𝑓̀

𝑐𝑜𝑠2𝑓
= 𝑓̀(1 + 𝑡𝑔2𝑓) 

𝑡𝑔𝑓  1

𝑐𝑜𝑠2𝑥
= 1 + 𝑡𝑔2𝑥 

𝑡𝑔𝑥 
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 مشتق الدالة العكسية -3
 

 (𝐼) فهي تقابل على  𝐼دالة مستمرة ورتيبة تماما على مجال مفتوح  𝑓لتكن    

𝑓̀(𝑥0)و  𝐼من   𝑥0عند نقطة  قابلة للإشتقاق 𝑓 إذا كانت       ≠ :𝑓−1فإن الدالة العكسية  0 𝑓(𝐼) → 𝐼  

𝑓(𝑥0)قابلة للإشتقاق عند النقطة                     = 𝑦0 و                     [𝑓−1] ̀ (𝑦0) =  
1

𝑓̀(𝑥0)
 

 :  نظرية القيم الوسطى -4
 

, 𝑎]دالة معرفة و مستمرة على مجال  𝑓لتكن                   𝑏]  إذا كان𝑓(𝑎). 𝑓(𝑏) < ي 0    𝑐:   فإنه يوجد عدد حقيقن 

, 𝑎[ينتمي إلى المجال                            . 𝑏[   : حيث𝑓(𝑐) = 0 

ي  𝑐رتيبة تماما فإن  𝑓إذا كانت  -
, 𝑎[وحيد فر 𝑏[ 

 

 : نظرية رول -5
 

, 𝑎]دالة معرفة و مستمرة على مجال  𝑓لتكن   𝑏]  وقابلة للإشتقاق على المجال]𝑎 , 𝑏[  إذا كان𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏) 

, 𝑎[من المجال  𝑐فإنه يوجد                    𝑏[   : حيث𝑓̀(𝑐) = 0 
 

ايدات المنتهية:  - -6 ر  نظرية الت 
 

, 𝑎]دالة معرفة و مستمرة على مجال  𝑓لتكن  𝑏]  وقابلة للإشتقاق على المجال]𝑎 , 𝑏[  

, 𝑎[من المجال  𝑐إذن يوجد                    𝑏[  : حيث𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎) = (𝑏 − 𝑎)𝑓̀(𝑐) 
 

 مثال: 

ايدات المنتهية أثبت أن :         ر 𝑥∀  بإستعمال نظرية الت  ∈ ℝ , − |𝑥| ≤ 𝑠𝑖𝑛𝑥 ≤ |𝑥| 

𝑥ليكن  ∈ ℝ  نطبق النظرية على الدالة𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑥 ي المجال الذي حديه
, 0 فر 𝑥   

 ينتمي إلى هذا المجال حيث :  𝑐إذن يوجد  

𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑠𝑖𝑛0 =  (𝑥 − 0)𝑐𝑜𝑠𝑐    ، بما أن  و𝑠𝑖𝑛0 = |𝑐𝑜𝑠𝑐| و   0 ≤  فإن:  1

|𝑠𝑖𝑛𝑥|     وهو المطلوب    ≤ |𝑥| 

 قاعدة لوبيتال  -7

ر للإشتقاق على المجال  𝑓 و 𝑔لتكن  ر قابلتي  , 𝑎[ دالتي  𝑏[ و عنصرα من هذا المجال 

𝑙𝑖𝑚إذا كانت النهاية                 
𝑥→𝛼

𝑓̀(𝑥)

𝑔̀(𝑥)
 موجودة    

𝑙𝑖𝑚                      :فإن النهاية 
𝑥→𝛼

𝑓(𝑥)−𝑓(𝛼)

𝑔(𝑥)−𝑔(𝛼)
 موجودة 

𝑙𝑖𝑚                               ولدينا 
𝑥→𝛼

𝑓(𝑥)−𝑓(𝛼)

𝑔(𝑥)−𝑔(𝛼)
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝛼

𝑓̀(𝑥)

𝑔̀(𝑥)
 


