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Chapitre 1

Fonctions continues

1.1 Fonctions continues en un point

Définition 1.1.1 :

Soit f: I — R une fonction, I un intervalle quelque de R, et Soit xg € I.

1. On dit que f est continue en xo € I si: lim f (z) = f (zo) c’est-a-dire:

T—T0o

Ve > 0,36 >0,Va € I; |z —xo| <6 = |f (2) — f (20)] < e.

2. On dit que f est continue a droite en xo € I si: lim f (z) = f (zo) c’est-a-dire:
>

r5T0

Ve>0,30>0,Vee;0<z—x0<d=|f(2) — f(x0)] <e.

3. On dit que f est continue & gauche en xo € I si: lim f (x) = f (x) c’est-a-dire:
<

T—=T0

Ve>0,30>0,Veel; -0 <z —x0<0=|f(z) — f(x0)] <e.

Théoréme 1.1.1 -

Soit f: I — R une fonction, x¢ € I.

(f est continue en zy) < li>m f(x)= 1i<m f(x) = lim f (x) = f(x0).

Exemple 1.1.1 :



1) f:R—R
r— f(z)==x
f est continue en tout point xy de R.
en effet, soit € > 0, on a:
|f () — f (z0)| = |x — x| < € c’est-a- dire 30 > 0, |x — xo| < 0
donc il suffit de prendre 6 = ¢.
2) f:R—R
x+— f(z)=sinx
f est continue en tout point o dans R.C’est-a- dire
Ve > 0,30 >0,Ve e Ry |z —zo| <6 = |f () — f(z0)| < ¢

soit € > 0, on a:

|f (x) — f(z0)] = |sinz — sinx]
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<e=|r—x0| <e¢

donc O existe et il suffit de prendre 6 = ¢.
3) [ R — R,
v— [ (z) =z
f est continue en tout point xoy dans R, .C’est-a- dire

Ve > 0,36 > 0,Vx € RY; |z — 20| <0 = |f (z) — f(wo)| <€



Soit e > 0, on a:

(@) — f (wo)] < & = |Vi — Vo] <

VIt /To

|z — 2]
\/;L’_O

= |z — x| < ey/70

:>‘ <€

<e€

donc o existe et il suffit de prendre 0 = £.\/xq.

Théoréme 1.1.2 :
Soit f : I — R une fonction, xy € I.
(f est continue en x9) <=V la suite x, € I convergente vers xq alors la suite f (x,)

convergente vers f (o) .

i.e: (hmf(:c) = f(:co)) = (an €l, lim z, =20 = lim f(x,) = f(:co)) :

xr—xQ n—-+o0o n—-+o0o

1.2 Fonctions discontinues

Définition 1.2.1 :

1) Si f n'est pas définie en xq, alors [ est discontinue en xq.

2) Si f est définie au voisinage de xo. On dit que f est discontinue en xq si:

Je>0,¥0 >0,z € I;|lx—xo| <6 et |f(x)— f(xg)] >e.

3) Si lim f (z) # lim f (z) alors f est discontinue en g, et xqo est un point de discontinue
> <
T5T0 T—=T0

de premiére espéce.

4) Si l'une des deuz limites lim f (x) et lim f (x) ou bien les deux limites n'existe pas
<
Tx0 T—=T0

ou n’est pas finie, alors [ est discontinue en xy et xo est un point de discontinue de

2" espéce.

5) Si lim f () = lim f(x) # f(x0), alors f est discontinue en xy.

T5T0 T—=T0



Exemple 1.2.1 :
1) f:R—R
0, z€Q

o) = 1, zeR/Q

f est discontinue (n’est pas continue) en tout point de R.

2) f(w)zé, x9 = 0.

f nest pas définie en 0 => f n’est pas continue en 0 = f est discontinue.

sin x si 240
3) flx)={ 7] , 2o =0
1 st =0
sinx sinx
li =1 =1 et li = 1i = —1.
S0 = Iy =t e g = g

donc 1i10n+f (x) # lirélif (x).

Alors f est discontinue en xq =0 et 0 est un point de discontinue de 1°"espéce.

|
— st v#0
4) f(z)=¢ 7 ; 29 =0
2 st =0
lim f () = lim = = +00 et lim f(z) = lm =
im f(zx)= lim — =400 ef lim f(z)= lim — = —o0.
z—0t z—0t T z—0~ z—0— T

Alors f est discontinue en xqg =0 et 0 est un point de discontinue de 2°"¢espéce.

1.3 Fonctions continues sur un intervalle

Définition 1.3.1 :

1) Une fonction f définie sur lintervalle ouvert I = |a,b| est dit continue sur I si elle

est continue en tout point de I.

2) Une fonction [ définie sur lintervalle fermé I = |a,b] est dit continue sur I si elle est
continue sur lintervalle ouvert |a, b| et continue & droite en a et continue & gauche

en b.

3) L’ensemble des fonctions continues sur I se note C (I).



1.4 Continue uniforme d’une fonction sur un in-
tervalle

Définition 1.4.1 :
Une fonction [ définie sur un intervalle I de R est dite uniformément continue sur
1 si:
Ve > 0,30 >0,Va', 2" e I} |2' —2"| <6 = |f (2)) — f (2")| < e.

Remarque 1.4.1 :

1) La continuité uniforme est une propriété de la forme sur intervalle, alors que la con-

tinuité peut étre définie en un point.
2) Le nombre § ne dépend pas de € alors que pour la continuité 6 dépend de € et de xy.
3) f est uniformément continue sur I = f est continue sur I.

4) On dit que f n'est pas uniformément continue sue I si:

Je > 0,V6 > 0,3, 2" e I; |2/ —2"| <d et |f(2))— f(2")] > e.

Exemple 1.4.1 : f(z) =z et g (z) = sinz sont uniformément continues sur R (on trouve § =€) .

1.5 Opérations sur les fonctions continues

1l résulte de théoréme sur les limites que si f et g sont définis sur méme intervalle I et
continue au point xy € I. Alors les fonctions f+g, f x g, af (a € R), f (si g (xg) #0)
et |f| sont continues au point xy. !

o Sotent f: 1 —J et g:J—R.

Si [ est continue au point xg € I et g est continue au point yo = f (xg) € J alors

go f:I — R est continue au point xo € I



1.6 Prolongement par continuité

Définition 1.6.1 :
Soit f une fonction définie et continue sur I/{xo}, si lim f(x) = [ (I existe et finit)
T—x0

alors peut étre prolongé par continuité au point xo o la fonction g définie par:

f(@) six#x

lim f(z) =1 si x=umx
T—x0

g(z) =

Dans ce cas g est continue sur I.
Exemple 1.6.1 :
1
1) f(z) =xcos—
x
f et continue sur R/ {0} .
. . 1 . 1 .
On a: hII(l)f (x) = hr%:zj cos — = 0 | parce que hn%x =0 et cos — est bornée | .
T—> T— €T Tr— €T

Donc f est prolongeable par continue au point xqg =0 a la fonction g définie par:

1
xcos— st x#0
g(x) = 37
0 st =0

donc g continue sur R.
2) () =t
f et continue sur R/ {0} et on a lim f(x) =0 et lim+f () = 400.
z—0~ z—0

donc f n’est pas prolongeable par continuité au point ro = 0.

1.7 Théoréme sur les fonctions continues

Théoréme 1.7.1 : (Heine)

Une fonction continue sur un intervalle fermé [a,b] est uniformément continue sur

[a,b].



Théoréme 1.7.2 :
Toute fonction continue sur un intervalle fermé |a,b] est bornée sur |a,b] .

d.e: sup|f (z)| < +o0.
 [ad)

Remarque 1.7.1 :

Le théoréme 1.8.2 n’est pas vrai si lintervalle n’est pas fermé ou n’est pas borné.

Théoréme 1.7.3 :

Toute fonction continue sur un intervalle fermé [a,b| atteint ses bornées.

g.e: Jx1, 72 € [a,b]; f (z1) =supf (z) et f(z2)= [glbf]f (x) .

[a,b]
Théoréme 1.7.4 : (Des valeurs intermédiaires)

Soit f une fonction continue sur |a,b] si f(a) et f(b) sont des signes contraires

(f (a) x f(b) <0) alors il existe au moins un point ¢ € |a,b[; f (¢) = 0.

Remarque 1.7.2 :

Le théoréme peut étre utilisé pour encadrer les solutions de l’équation f (x) = 0.

Ezxemple 1.7.1 :

Soit f (x) =sinz + cosz, [a, b] = [g,ﬂ']

. , ™
On a: f est continue sur R donc continue sur [—, 7T] :

On a: f(g) :sing+cosg:1

f(m)=sinm+cosm = —1
f(%) X f(m)=1x(-1)=—-1<0
alors Elce}g,w[;f(c)zo

s
donc Uéquation f (x) = 0 admet au moins une racine dans [—, 7T:| .

Théoréme 1.7.5 : (Des valeurs intermédiaires 2)

Soit f : I — R une fonction continue sur I (I CR), soient x1,xs 0ot 11 < g, alors
pour tout réel ¢ strictement compris entre f(x1) et f(xq) il existe xy € |x1,xo| tel que
f(xo) =c.

Preuve. :

Soient v1,x9 € I; 11 < 9



on a: f(x1) < f(xq) soit donc e, f(x1) <c< f(xq).

Considérons la fonction

g:lr, 1) — R
v — g@)=f(z)-c
il est évident que g est continue sur [xq,xs] car [ est continue sur [xq,xs] C I.
Ona: g(z)=f(r1)—c<0 et g(zz) = f(x2) —c>0.
alors g (x1) X g (z2) < 0= 3xg € |z1,22[, 9 (29) = 0.

donc g € |y, o[, f (x0) =c. ™

Corollaire 1.7.1 :
Soit I un intervalle et f: I — R une fonction continue alors f (I) est un intervalle

et f(I) ensemble des valeurs de f.
Remarque 1.7.3 :

1. Lmmage par une fonction continue d’un intervalle fermé de R est un intervalle

fermé.

2. Si I n’est pas fermé alors intervalle f (I) n'est pas nécessairement de nature de I.
Exemple 1.7.2 :
1) f(z) =2 f(-1L1)=][0,1[.
2) f (ZL’) =sinz, f ([—7'(',71'[) = [_]-7 1] :

3) f(x)=z+2, f([0,1]) =[2,3].

1.8 Propriétés des fonctions monotones sur un in-
tervalle

Théoréme 1.8.1 :
Soit I C R un intervalle quelconque. Soit f : I — R une fonction monotone.

[ est continue sur I = f (I) est un intervalle.



Théoréme 1.8.2 :
Soit f: I — R une fonction continue alors

f est injective sur I = f est strictement monotone sur I.

Théoréme 1.8.3 : (de la fonction réciproque)
Soit I un intervalle de R et f: I — f(I) C R une fonction continue et strictement
monotone, alors la fonction réciproque f~' : f(I) — I existe et elle est continue et

strictement monotone sur f (I).

1.9 Théoréme du point fixe

Définition 1.9.1 :
Soit f: I — I et soit & € 1.
On dit que & est un point fixe pour f si f (i) = .

Définition 1.9.2 :

Soit f : [a,b] — [a,b] une fonction continue, alors f admet au moins un point fixe
dans [a,b].
i.e: 3 € [a,b], f(T) = &.
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