Chapitre 11

ESPACES DE HILBERT

II.1. Généralités

I1.1.1. Définitions

Définition I1.1.1. Soit H un espace vectoriel réel, resp. compleze. On appelle
produit scalaire sur H toute forme bilinéaire symétrique, resp. hermitienne,
qui est définie positive.

On notera (z | y) le produit scalaire des vecteurs z,y € H.

Cela signifie que 'application :

(.].): HxH — K=RouC
(z,y) — (z]v)

vérifie :
1) pour tout y € H, 'application z € H — (z | y) € K est une forme linéaire;

2) pour tous z,y € H,on a:

(ylz)=(z|y) silespace est réel
(y|z) = (z|y) silespace est complexe;

3) pour tout z € H, on a (z | z) > 0 et (z | z) = 0 si et seulement si z = 0.

Remarque. Notons que dans le cas complexe, on a donc, pour z,y € Het A€ C:

(@l My) =A(zy)|

Définition I1.1.2. Si I’espace vectoriel H est muni d’un produit scalaire, on
dit que c’est un espace préhilbertien.
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Exemples.
1) a) Le produit scalaire usuel de R™ est défini par :

| (@[ y) =291+ + Tnpn |

pour & = (Z1,...,%n),¥ = (¥1,...,Yn) ER™
Le produit scalaire usuel de C™ est défini par :

[(@]y) =151+ + TaFin|

pour r = (xls" . 1wn))y = (yl,'- -1y‘n) eC™.
b} On peut définir d’autres produits scalaires sur K™ en se donnant des poids,
c’est-a-dire des nombres w;,...,w, > 0, et en posant :

n

(z|y) = wakyk, si K =R;
k=1
n

(zly)= Zwkivkiik, siK=C.
k=1

2) Si (S, 7,m) est un espace mesuré, on munit H = L?(m) d’un produit scalaire
(que l'on qualifiera de naturel) en posant, pour f,g € L?(m) :

(flg)= / fgdm| dans le cas réel,
s

et :

(flg)= / fgdm| dans le cas complexe.
s

En particulier, sur £5, on a le produit scalaire naturel défini par :

m N
(z|y) = anyn dans le cas réel,
n=1

et :

o0
(z|y)= Z ZnY, | dans le cas complexe.
n=1

pour Z = (Tn)n31,¥ = (Yn)n31 € £2.

I1.1.2. Propriétés élémentaires

Notation. Puisque (z | z) > 0, on peut poser :

=l = /(=] z) |-
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Proposition 11.1.3. Pour tous z,y € H :
a) |llz+yl* ==l + lylI* + 2(z | y) (cas réel) ;

b) |lle+yl® =llz]* + lyl* + 2Re(z | y) (cas compleze).

Preuve. 1l suffit de développer :

lz+yl* =(@+ylz+y) =(z|2)+ @y + (o) + @] 2),

et utiliser le fait que (z |y) + (y | z) = (z | y) + (z | y) = 2(z | y) dans le cas réel, et
= 2Re(z | y) dans le cas complexe. O

Théoréme II1.1.4 (inégalité de Cauchy-Schwarz). Pour tous z,y € H :

[z | )l < =l Iyl ]-

Exemple. Dans le cas oit H = L?(m), elle est équivalente & I'inégalité de Cauchy-
Schwarz pour les intégrales :

Jyfan] < [[17stam < (/S!flzdm)l/z(/slglzdm)l/z

Preuve. On ne la fera que dans le cas complexe; c’est un peu plus facile dans le
cas réel (on considére le signe du produit scalaire au lieu de son argument). En fait
la preuve est valable méme pour les semi-produits scalaires, c’est-a-dire si la forme
bilinéaire symétrique (resp. hermitienne) est seulement positive (c’est-a-dire que 1’on
ne demande pas que (z | ) = 0 entraine z = 0).

Soit 8 € R tel que :

(e ¥z |y)=e"¥z|y) eRy
1/

(si (z]|y) #0, 0 est 'argument du nombre complexe (z | ). Posons z' = e™
Pour tout ¢ € R, on a, par la Proposition I1.1.3 :

z.

Iz'II* + 2Re (2’ | y) t + |lyl*t? = ||z + tyl|* > 0.

Si |lyll = 0, on a ||z'[|2 + 2Re (2’ | ¥)t > 0 pour tout t € R; cela n’est possible que
si Re(z' | y) = 0. Si ||y|| # 0, on a un trindme du second degré en ¢, qui est toujours
positif ou nul; son discriminant doit &tre négatif ou nul :

Re(z' | 9) - l'|I*llyll* < 0.

Comme : _
(@ y)=e®(=z|y)=l(z|y) €Ry,
ona:
Re(z'|y) = (@' |y) = (= | )l

Comme, de plus, ||z’|| = ||lz||, on obtient I'inégalité annoncée. O
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Corollaire IL.1.5. L’ezpression ||z|| = v/(z | z) définit une norme sur H,
appelée norme hilbertienne.

Preuve. Il suffit de vérifier I'inégalité triangulaire :

lz+9l2 = ll)2 + lyl? + 2Re (2 | 5) < llzl® + Iol® + 2zl iyl = (=l + l9)*
grace 3 l'inégalité de Cauchy-Schwarz. 0O
Corollaire 11.1.6. Pour chaque y € H, la forme linéaire :

®,: H — K=RouC
z —  (z]y)

est continue. Sa norme dans H* est||[®,[| = |lyll |-

Preuve. On peut supposer y # 0. L'inégalité de Cauchy-Schwarz dit que :
18y (2)| = |(z [ 9! < llwltll=ll 5
cela prouve que @, est continue et que ||®,]| < |lyl}.

@, (y
Comme 2,(y) = 411, on a 2,1 > 15 — . 0

Remarque importante. Cas d’égalité dans l’inégalité de Cauchy-Schwarz. Lorsque
I'on regarde la preuve de I'inégalité (dans le cas d’un produit scalaire), on voit que
Pon a |(z | y)| = |lz]| ||y|l si et seulement siy = 0 ou biensiy # O et le discriminant du
trinéme du second degré en ¢ est nul; cela signifie que ce trindme posséde une racine
(double) : il existe to € R tel que ||z’ + toyl| = 0; autrement dit e ¥z +toy=0:les
vecteurs z et y sont linéairement liés.

Inversement, si et y sont linéairement dépendants, il est clair que I'on a égaliteé.

I1.1.3. Orthogonalité

Définition I1.1.7. On dit que deus vecteurs z et y d’un espace préhilbertien H sont
orthogonaux si (z | y) = 0. On note .

Exemple. Dans H = R?, pour le produit scalaire usuel, on a (-1, 1) L (1,1).
Notons que la relation d’orthogonalité est symétrique : siz L y, alorsy L x (car

(v z)=(=z|v))

D’aprés la Proposition I1.1.3, on a, dans le cas réel :

[ zly <= llo+yl®=lal?+ lyl?

ce que l'on peut appeler le “ Théoréme de Pythagore”.
Dans le cas complexe :

ely > [letolP=lalP+ Il et lo+igl® = lol?+Iul? |
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En effet, pour tout nombre complexe a, on a Im (a) = Re (—ia) et par conséquent
Im (z | y) = Re(z | iy).
Des parties A,B C H sont dites orthogonales si tout £ € A est orthogonal &
tout y € B :
zly, Vz € A, Vye B.

On dit aussi que 'une est orthogonale & 'autre.
Définition I1.1.8. L’orthogonal d’une partie A C H est l'ensemble :

Al ={yeH; ylz, Vze A}|

On a B+ C At si A C B; donc en particulier (Z)J' C A% ; mais la continuité des

applications ®,: z — (z | ) entraine que (Z)l = Al

Proposition I1.1.9. Pour toute partie A de H, AL est orthogonal & A ; c’est la plus
grande partie orthogonale & A.
De plus A+ est un sous-espace vectoriel fermé de H.

Preuve. Le début est clair. Pour le reste, remarquons que :

At = () ker®,
z€A

et que chaque sous-espace vectoriel ker®, = ®;!({0}) est fermé puisque ®, est
continue. O

I1.1.4. Espaces de Hilbert

Définition I1.1.10. Si un espace préhilbertien est complet, pour sa norme
hilbertienne, on dit que c’est un espace de Hilbert.

C’est donc un cas particulier d’espace de Banach.

Exemples. 1) Tout espace préhilbertien de dimension finie est un espace de Hilbert.
Lorsque le corps de base est réel, on dit que c¢’est un espace euclidien, et que c’est un
espace hermitien lorsque le corps de base est complexe.

2) Pour toute mesure positive m, | LZ(m) est un espace de Hilbert |, en vertu du
Théoréme de Riesz-Fisher, puisque la norme || .||z :

T ( / If(t)lzdm(t))l/z

est la norme hilbertienne associée au produit scalaire usuel :

(flg) = /S F(t)a®) dmt).

En particulier, | £; est un espace de Hilbert |
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I1.2. Le Théoréme de projection et ses conséquences

I1.2.1. Le Théoréme de projection

C’est grace a ce théoréme que 1'on obtient toutes les “bonnes” propriétés des es-
paces de Hilbert.

Rappelons d’abord qu’une partie C d’un espace vectoriel est dite convexe si le
segment [z, ] est contenu dans C dés lors que z,y € C':

z,yeC = [x,y]gC,

ot [z,y] = {tz+ (1 —t)y; t €[0,1]}.
Tout sous-espace vectoriel est convexe; toute boule est convexe.

Théoréme I1.2.1 (Théoréme de projection). Soit H un espace de Hilbert
et soit C une partie convexe et fermée, non vide, de H. Alors, pour tout
z € H, il existe un unique y € C tel que :

llz — ylf = dist (2, C).

On dit que y = Po(z) est la projection de z sur C. Il est caractérisé par la
propriété ;

yeEC e Re(z—y|z-y)<0,Vze(l. (%)

Dans le cas réel, l'inégalité dans la caractérisation (+) signifie que I'angle & =
(z = y,z — y) est obtus.

Notons que la complétude de H n’est pas absolument indispensable : on peut la
supprimer, mais en supposant que c’est C qui est complet.

Preuve.
1) Eristence. On aura besoin du lemme suivant, dont la preuve est immédiate,
avec la Proposition 11.1.3.

Lemme I1.2.2 (identité du parallélogramme). Pour tous u,v € H :

llu + ol + flu = ol? = 2(Jlull® + v]]*) |
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Cela signifie que la somme des carrés des diagonales d’un parallélogramme est
égale 3 la somme des carrés des quatre cotés.

Soit d = dist (z,C) = infec |l — 2|

Notons que si d = 0, alors = € C (car C est fermé), et y = z est I'unique point de
C tel que ||z — y|| = d.

Pour tout n > 1, il existe z, € C tel que :

1
Iz =2l < 4 2

Appliquons alors, pour n,p > 1, l'identité du parallélogramme & u = z — 2, et
v = — zp; on obtient :

Zn+ 2p |2
4o - 232||" +lzn 2l = 2(Ilz ~ 2l + 2 = 5l?)

2
Mais, C étant conveze, on a _z_n_;—_zp € C; donc :
2t 2
“m ATty H > d;
2
de sorte que l'on obtient : ,

llzn—zpllz<2(d2+%+d2+%)—4d2=2(%+%)-

La suite (z,), est par conséquent une suite de Cauchy. Comme H est complet, elle
converge donc vers un élément y € H. Mais comme C est fermé, on a en fait, puisque
les 2, sont dans C, y € C.

De plus, le fait que ||z — z,||> < d® + 1/n entraine, en passant & la limite, que
llz — || < d. On a donc {lz — y|| = d, puisque y € C.

2) Unicité. Si |z — y1]] = ||z — y2|| = d, avec y1,72 € C, alors, comme ci-dessus,
'identité du parallélogramme donne :

+ 2
4 + s - wal? < 4o - BB+ g - gal?

=2(|z = w1l + |z — p2ll?) = 2(d® + d%);
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d’oit [ly1 ~ gl < 0, ce qui n’est possible que si y; = ys.

3) Preuve de (*).
a)Siz€C,ona(l-t)y+tze C pour 0<¢t< 1, par la convexité de C; donc:

lz = (1= t)y = t2|1? > ||z - y|I?,
soit en développant ||z —(1—¢t)y—tz||? = ||(z—y)+t(y—2)||? avec la Proposition I1.1.3 :
t?ly— 2| +2tRe(z —y |y —2) > 0.

Pour ¢ # 0, divisons par ¢, puis faisons ensuite tendre ¢ vers 0; il vient Re (z—vy|
y—2) >0, soit :
Re(z—-y|2z-9)<0.

b) Réciproquement, si y vérifie (), on a, pour tout z € C :
lz =2l =z ~y+ @2 =llz -yl + ly— 2I? + 2Re (z — y | y — 2)
=l|lz - ylI* +lly — 2I> = 2Re(z -y | 2 — y) > ||z — y|I?;

donc y = Po(z), par unicité. O

I1.2.2. Conséquences

Proposition I1.2.3. L’application Po: H — C est continue; plus précisément, on
a, pour tous z,,z, € H :

|Pc(z1) — Po(z2)|l < |2y — 2.
Preuve. Posons y; = Pg(z,) et y2 = Po(x;); la condition (*) donne :

Re(zi—wm|z—1)<0 Vze(C;
Re(za—y2 |2 —342) <0 VZ eC.

En prenant 2z = y; et 2/ = y;, et en additionnant, il vient :
Re([z1 —31] — [z2 — 92] | 92 — %) <0.
On obtient donc :

llon — 3/2"2 = Rel|ly; - yz"2 = Re ([2/2 — Zo] + [29 — z] + [ — y1] | ve — yl)
=Re([z1—w1] — (22— 2] | y2— %) + Re(z2 — 21 | y2 — 1)
SRe(zz —z1 | y2 — 1)
< (@2 =21 | y2 = 91)| < |22 — 2l ly2 — ]
par l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Il en résulte, en divisant par flva — 1| (que l'on

peut supposer non nul, car sinon le résultat est évident), que l'on a bien [Jy; — vl <
llz2 = 21]]. O
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Dans le cas on le convexe C est un sous-espace vectoriel, on a de meilleures pro-
priétés.

Théoréme I1.2.4. Si F est un sous-espace vectoriel fermé de !’espace
de Hilbert H, alors Vapplication Pr: H — F est une application linéaire
continue, et Pp(z) est l'unique point y € F' tel que :

[yEF et x—yeFll.

Preuve. D'abord, siy€ Fetz—y € FL, ona:

dist (z, F)* = inf |l — 2[|* = nf [l = olf" + ly — 2I"] = lle - oll*;

donc ||z — y|| = dist (z, F) et y = Pp(z).
La réciproque résulte de la condition (*) :

Re(z—y|z2—-y) <0, VzeF;
en effet, comme F est un sous-espace vectoriel, on a :
z=y+weF, YweF e VieK.
Lorsque H est réel, on a donc, pour tout w € F :
| Mz—ylw)=(z—y| ) <0, VIER,

ce qui n’est possible que si (z —y | w) =0.
Lorsque 1’espace H est complexe, on a, de méme, pour tout w € F :

ARe(z—y|w)=Re(z—y|w) <0, VIeR,
et, avec z =y + 1 w :
Am(z—y|w)=Re(z—y|ilw) <0, VAER,

ce qui, de nouveau, n’est possible que si (z —y | w) = 0.

La linéarité de Pr est alors facile a voir, grace & I’unicité ; en effet, si y1 = Pr(z1),
vz = Pp(z3), alors (z1 — 1), (z2 — y2) € FL; donc, pour a3,a; €K, (6121 + a222) —
(a1y1 + agy2) € F*; donc Pr(a1z1 + azz2) = a191 + azys. ]

Notons que la continuité a été vue & la Proposition I1.2.3, et qu’en prenant zz = 0
dans cette proposition, on a : ||Pp(z)|| € ||z| pour tout z € H; la norme de P est
donc < 1. Mais comme Pr(z) = z pour tout z € F, on obtient, si F # {0}, que

| Prl =1
A titre d’exercice, on pourra montrer que, pour un convexe fermé C, Pc est linéaire
si et seulement si C est un sous-espace vectoriel.
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Théoréme I1.2.5. Si H est un espace de Hilbert, alors, pour tout sous-
espace vectoriel fermé, on a :

H=F®Ft|,

et la projection sur F parallelement & FL associde est Pr. Elle est donc
continue, de sorte que la somme directe est une somme directe topologique.
On dit que Pr est la projection orthogonale sur F.

Le fait que H soit la somme directe de F et F* signifie que tout = € H s’écrit, de
facon unique, , avec |y € F, z € F*|. Notons que, puisque F et F+ sont
orthogonaux, on a : ||z]|* = ||ly||*> + ||z]|?; en d’autres termes :

Izl = 1Pe(@)|I* + llz — Pr(z)]]-

On retrouve le fait que Pr est continue et de norme 1, si F' # {0}. On voit aussi que
IIdg — Pr|| = 1, si F+ # {0}; mais on verra juste aprés qu’en fait Idy — Pr est la
projection orthogonale sur F*.

Preuve. On a z = Pp(z)+ (z— Pr(z)), avec z— Pr(z) € F*, par le Théoréme I1.2.4.
D’autre part, si ¢ € F N FL, on a, en particulier, (z | ) = 0; donc z = 0. O

Remarque. Le Théoréme I1.2.5 est vraiment spécifique aux espaces de Hilbert ; en
effet, J. Lindenstraus et L. Tzafriri ont montré en 1971 que si E est un espace de Ba-
nach dans lequel tout sous-espace vectoriel fermé est I'image d’une projection conti-
nue, alors cet espace E est isomorphe & un espace de Hilbert. La preuve repose sur
le Théoréme de Dvoretzky, disant que tout sous-espace vectoriel de dimension finie
n d’un espace normé contient un sous-espace vectoriel, de dimension “assez grande”,
de ’ordre de logn, qui est trés proche d’un espace de Hilbert (voir le Chapitre 8 du
livre : D. Li - H. Queffélec, Introduction & l’étude des espaces de Banach — Analyse
et Probabilités, Cours Spécialisés 12, Société Mathématique de France, 2004).

Le résultat suivant peut étre montré directement, mais il est facilement obtenu a
partir du Théoréme I1.2.5.

Corollaire I1.2.8. On a F++ = F pour tout sous-espace vectoriel F' de l’espace de
Hilbert H.

Preuve. Comme F est un sous-espace vectoriel fermé, par la Proposition I1.1.9, on
peut lui appliquer le Théoréme 11.2.5 : H = F+ @ F+L, que I'on peut aussi écrire :
H=FtoFt

D’autre part, on peut aussi appliquer ce théoréme au sous-espace vectoriel fermé
F:H=Fo(F) ' =FoF.

1l en résulte, puisque l'on sait que F C F+L, que F++ =F. O

Notons qu’en général un sous-espace vectoriel a une infinité de supplémentaires;
mais il n’a qu'un seul supplémentaire orthogonal.
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On en déduit, puisque H+ = {0} et {0}* = H, le critére trés pratique suivant
de densité.

Corollaire I1.2.7. Soit H un espace de Hilbert, et F un sous-espace vectoriel
de H. Alors F est dense dans H si et seulement si F+ = {0}.

Ainsi, pour montrer qu’un sous-espace vectoriel F est dense dans H, il suffit de
vérifier que :

[(z|y)=0, VzeF] = y=0|

Voyons un exemple d'application. Rappelons que le support de f: R — C, noté
supp f, est I'adhérence de {z € R; f(z) # 0}.

Théoréme I1.2.8. L’espace )£ (R) des fonctions continues sur R & support
compact est dense dans L*(R).

Ce théoréme se démontre, sous une forme plus générale d’ailleurs, dans tout cours
d’Intégration (voir aussi le Théoréme II1.1.2); mais il s’agit ici, méme si le résultat
est important par lui-méme, de voir comment appliquer le Corollaire 11.2.7.

Notons que J£'(R) n’est pas réellement contenu dans L?(R), puisque ce dernier
est un espace de classes d’équivalence de fonctions, mais, comme deux applications
continues qui sont égales presque partout, pour la mesure de Lebesgue, le sont en fait
partout, l’application canonique j: J(R) — L?(R), qui associe & chaque fonction
sa classe d’équivalence, est injective ; on peut donc identifier chaque f € J£'(R) 4 sa
classe d’équivalence j(f), c’est-a-dire £ (R) & j[¢'(R)].

Preuve. Soit g € L*(R) telle que :

(ﬂm=4ma=m Vf e X (R).

On veut montrer que g = 0.
En prenant les parties réelles et imaginaires, on peut supposer que g est & valeurs
réelles, et I'on écrit g = g* — ¢~. On a, pour toute f € ' (R) :

/ fe)g*(t)dt = / f®)g~(t)dt.
R R
Soit @ < b. Il existe des f, € H(R) telles

que :

{0<h<m%
fn(t) ;——::o) I]a,b[(t) pour t € R,

et telles que la suite (f,), soit croissante.
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Le Théoréme de convergence monotone donne :

b b
[ oroa= it [ fosee=jnt [ noroa= [ oo

Cela, veut dire que les mesures positives u = gt.\ et v = g~. )\ sont égales sur tous les
intervalles ]a, b et y prennent des valeurs finies :

b b
/ gT(t)dt < / lg(2)| dt = /ng(t)l Tja,p) () dt < Vb —aljgll2 < +00,

par l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Le Théoréme d’unicité des mesures dit alors que
p = v. Cela signifie que g* = g~ presque partout, c’est-a-dire g = 0 dans L%(R). O

Corollaire I1.2.9. %([0,1]) est dense dans L?(0,1).
Preuve. Soit f € L?(0,1). Prolongeons-la en f sur R par 0 en dehors de [0,1]. On

afe L%(R). Pour tout £ > 0, il existe g € J'(R) telle que ||f — gllza@w) < e Soit
h = gjj0,1) la restriction de g & [0,1]. On a, d’une part, h € €([0, 1]) et, d’autre part,

If = Blizaco,y < I1F = gll2my < & 0

IL.2.3. Représentation du dual
Rappelons que le dual est :
H*={®: H > K; & linéaire continue},

oit K =R ou C est le corps de base.

Savoir donner une représentation “concréte” du dual d’un espace fonctionnel per-
met souvent de résoudre des problémes sur l’espace lui-méme. Dans le cas des espaces
de Hilbert, c’est particuliérement simple.

Rappelons d’abord que nous avons vu que, pour tout y € H, la forme linéaire
®,:z € H - (x| y) est continue, c’est-a-dire est un élément du dual H*, et que
1@yl = |lyll. Il S’avére que tous les éléments du dual sont de cette forme.

Théoréme I1.2.10 (Théoréme de représentation de Fréchet-Riesz).
Soit H un espace de Hilbert. Pour toute ® € H*, il existe un (unique)

y € H tel que| ®(x) = (z | y) | pour tout z € H.

Ce théoréme a été prouvé, de facon indépendante, par M. Fréchet et F. Riesz en
1907, pour H = L?(0,1); les deux articles ont été publiés, par coincidence, dans le
méme numéro des Notes aux Compte-rendus de 1'Académie des Sciences.

Une autre fagon de voir ce théoréme est de dire que 1’application :

J: H — H*
y — &,=J(y)
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est surjective. Elle est donc bijective car c’est une isométrie (au sens des espaces
métriques) : |J(y) = J(W)I| = [|@y — Byl = 1By—y [l = [ly — /1.

Notons que dans le cas réel, J est linéaire, mais que dans le cas complexe, elle
n'est que semi-linéaire.

Preuve. Nous savons déja que J est une isométrie métrique; cela prouve 'unicité.
Ce qu'’il faut voir, c’est la surjectivité.

Soit & € H*, non nulle. Comme ® est continue, le sous-espace vectoriel F' = ker &
est fermé. Donc :

H = (ker ) @ (ker ).

Mais comme @ est une forme linéaire non nulle, ker & est de codimension 1; donc
(ker &) est de dimension 1. L

Soit u € (ker ®)*, de norme 1, et posons y = ®(u) u. Alors, comme y € (ker @),
®, est nulle sur ker ®; mais, d’autre part :

&y (u) = (u]y) = 2(u) (u | u) = 2(u) lul® = B(u).
Ainsi I'on a bien & = &,. O

Remarque. La valeur y = ®(u) u peut sembler “tomber du ciel”. En fait, si 'on veut
avoir ®(z) = (z | y) pour tout z € H, on doit I’avoir pour z € ker ®; donc y doit étre
dans (ker ®)*. Ainsi y = cu, et I’égalité ®(u) = (u | y) entraine &(u) =¢(u | u) =
Z|lujj? = ¢ On a donc forcément y = ®(u) u.

I1.2.4. Adjoint d’un opérateur
On appelle opérateur sur H toute application linéaire continue T': H — H.

Proposition 11.2.11. Soit H un espace de Hilbert. Pour tout T € £ (H), il existe
un autre opérateur, noté T*, et appelé I’adjoint de T, tel que :

|(Tz|y) = (=] T*y)|, Vz,yeH.

De plus ||T*|| = ||T.
Preuve. Soit y € H. L’application : LY

®,0oT: H — H
z — (Tz|y)

est une forme linéaire continue sur H ; il existe donc, par le Théoréme de Fréchet-
Riesz, un unique élément de H, que ’on notera Ty, tel que :

(z|T*y)=(Tz|y), VreH.

A cause de l'unicité, 'application T*: y € H — T*y € H est clairement linéaire : si
y1,y2 € H et a3,a2 € K, on a, pour tout z € H :

(z | T*(a1y1 + a212)) = (Tz | aatn + a2y2) = @1 (T2 | 1) +82(Tz | 32)
=a(z | T* ) +aa2(z | T*y2) = (x| a1 T y1 + 02T y2);

donc T*(a1y1 + a2y2) = a1 T*y1 + aoT*y2.
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D’autre part, I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

[(@y o T)(2)| = |(Tz | »)I < Tl llyll < ITI=I llwll;

donc ||[T*y|| = ||®y o T'|| < ||IT}||lyll. Cela prouve que I'application linéaire T* est
continue et que ||T*| < ||T|l.
Pour voir que ||T|| < ||T*||, remarquons que T* a lui-méme un adjoint T**, et que
PonaT** =T:
(y | T"z) = (T"y| =) = (y | Tx)

pour tous z,y € H ; cela implique que T**z = Tz pour tout z € H. Alors ||T|| =
Il < N7 |l. O

I1.3. Bases orthonormées

Pour éviter de parler de familles sommables, on se restreindra aux espaces sé-
parables. Pour le cas général, on pourra se reporter, par exemple, au livre de G.
Choquet, Cours d’Analyse, Masson.

I1.3.1. Espaces séparables

Définition IL1.3.1. Un espace topologique E est dit séparable s’il existe une partie
D C E qui est dénombrable et dense dans E : D = E.

Dans le cas des espaces normés, on a une notion équivalente.

Proposition 11.8.2. Soit E un espace vectoriel normé. Pour que E soit séparable, il
faut et il suffit qu’il existe dans E une partie A qui soit dénombrable et totale dans
E.

On dit qu’une partie A d’un espace vectoriel normé E est totale lorsque le sous-
espace vectoriel vect (A) engendré par cette partie est dense.

Preuve. Le Q-sous-espace vectoriel (respectivement le (Q+iQ)-sous-espace vectoriel)
engendré par A est dénombrable et son adhérence est la méme que celle de vect (A).
O

Exemples.
1) Tout espace vectoriel de dimension finie est séparable.
2) Les espaces cg et £,, pour 1 < p < 00, sont séparables, car si

e. = (0,...,0,1,0,...),
T

nitme glace

alors A = {e,,; n > 1} est totale, puisque, pour tout = = (§1,62,...) € {p,on a:

o0
Iz~ (611 + -+ + énen)lI” = kZ1 |kl —=0;
=n+4
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et lorsque = € ¢y :

”.’I) - (£161 +-- 4+ fnen)”oo = 8sup Ifk' —0.
k2n+l n—000

On peut montrer (Ezercice 19 du Chapitre I) que £, n’est pas séparable.
Proposition I1.3.3. Tout sous-espace d’un espace métrique séparable est séparable.

Preuve. Soit E un espace métrique séparable, D = {z,; n > 1} une partie de E
dénombrable dense, et F' C E. Pourtout couple d’entiers n, k > tels que FNB(z,, 1/k)
ne soit pas vide, choisissons un élément y,x € F N B(z,,1/k); sinon (pour des
questions de notation), posons y, x = Yo, O Yo est un élément fixe donné de F (on
peut supposer F' non vide). Alors Dg = {ynk; n,k > 1} est une partie dénombrable
de F, et elle est dense dans F : soit y € F; il existe, pour tout k > 1, un entier
n 2 1 tel que d(y,z,) < 1/k; on a donc y € B(z,,1/k); donc F N B(z,,1/k) # 0, et
Yn,k € F N B(zn, 1/k); alors d(y, yn k) < d(y, Tn) + d(Zn, Yn.k) < 2/k- 0

Remarque. Ce n’est pas vrai dans les espaces topologiques généraux. En effet, pour
tout ensemble I, il existe un “gros” espace compact 81, appelé compactifié de Stone-
Cech de I dans lequel I est dense (il a la propriété que toute fonction bornée sur I
4 valeurs scalaires se prolonge de facon unique en une fonction continue sur 8I, avec
les mémes bornes). Le compactifié de Stone-Cech SN de N est donc séparable ; mais
on peut montrer que SN\ N n’est pas séparable.

Notons que, d’aprés la propriété de prolongement, I’espace € (8N) des fonctions
continues sur AN est isométrique & £oo. Alors cp est isométrique au sous-espace {f €
%(BN); f(z) = O0pour z € AN\ N}. La non séparabilité de 1’espace topologique
BN\ N correspond a la non séparabilité de ’espace de Banach quotient £u,/co.

I1.3.2. Systémes orthonormés

Nous supposerons dans la suite que H est un espace préhilbertien, de dimension
infinie.

Définition I1.3.4. Soit (u;)icr une famille d’éléments de H, indexée par un ensemble
arbitraire I, non vide. On dit que c’est une famille orthonormée, ou un systéme
orthonormé, si :

1) |lwl|=1,Viel;

2) u; Luj, Vi#j.

Notons que tout sous-systéme (u;)ics (J C I) d’un systéme orthonormé (u;)ier
est encore orthonormé.

Exemples.
1) Dans £, la suite (ep)n>1 est orthonormée.
2) Dans L?(0,1), on pose :

en(t) =e¥mint| neZ;

le systéme (en)nez est orthonormé; on dit que c’est le systéme trigonométrique.
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Proposition I1.8.5. Si le systéme fini (u1,...,un) est orthonormé, alors, pour tous

ai,...,an €K :
n 2 n
_ 2
[ o = S
k=1 k=1

Preuve. Il suffit de développer en utilisant la Proposition I1.1.3 :

n 2 n
“ Zakuk” =3 llakul® + ) _(awuk | asu;),
k=1 k=1 k£

et d'utiliser que |jaxu|| = ak|llukll = lak| et que, pour k # j, (arux | aju;) =
ax@i(uk | u;) = 0.

Corollaire I1.3.6. Toute famille orthonormée est libre (c’est-a-dire que les vecteurs
la composant sont linéairement indépendants).

Proposition I1.3.7 (Inégalité de Bessel). Soit H un espace préhilbertien. Pour toute
famille orthonormée (u;)ic; dans H, on a, pour tout z € H :

Y@ fua)® < llell? .

i€l

Dans l'inégalité ci-dessus, la somme au premier membre est définie de la fagon
suivante : si (a;)ies est une famille de nombres réels positifs, alors :

déf
E a; = sup a;.
il J(_;I,Jﬁmeiej

Si £2(I) = {(ai)ier € K75 ¥;er lail?> < +00}, Vinégalité de Bessel entraine que I'on a
une application :
S: H — fg(I)
z — (@) i

elle est linéaire, et I'inégalité de Bessel dit de plus qu’elle est continue, et de norme
<L

Preuve. Si & = (z | u;), on a, puisque la famille est orthonormée, pour toute partie
finie Jde I :

0< o - St = el - 23 Re (e &) + LIl

ieJ ieJ ieJ

ce qui donne le résultat car (z | &u;) = &(z | wi) = &6 = &2 a
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Proposition I1.3.8. Soit H un espace préhilbertien et soit (¥n)n>1 une suite or-
thonormée dans H. Si un vecteur z € H peut s’écrire z = zf;lfnum alors on a

Jorcément | &, = (z | up) | pour tout n > 1.

Ici “suite” signifie “famille dénombrable”.

Preuve. Pour chaque k > 1, la forme linéaire ®,,, est continue; donc :
o0 [e o]
(@] k) = B, (2) = 3 Bu, (bnun) = D €nlun | ur) = & O
n=1 n=1

Proposition I1.3.9. Soit (u,)n>1 une suite orthonormée et z = fo’:l §ntl,. Soit
F, le sous-espace vectoriel engendré par u,,...,u,. Alors :

Pr,(z) =) _ brus.

k=1

Preuve. Comme on a & = (z | uk), par la proposition précédente, on obtient que
(z—Y %=1 &kux | u;) = 0 pour tout § < n; donc si y, = Y opey ki, On 8 T—y, € Fi.
Comme yn € Fy, la caractérisation du Théoréme I1.2.4 dit que y,, = Pp, (z). O

Proposition I1.3.10. Si H est un espace de Hilbert, et (un)n>1 est une suite ortho-
normée dans H, alors, pour toute suite ({,)n>1 € l2, la série Yome. €ntun converge
dans H.

En d’autres termes (en utilisant la Proposition I1.3.8), ’application linéaire conti-

nue :
S: H — Zz

T — ((zlu,,))n?1
est surjective.

Preuve. Il suffit de remarquer que la série vérifie le critére de Cauchy, car la Propo-
sition I1.3.5 donne :

n+p 2 n+p
2
[ 6]t - Fiet 20,
n—->00
k=n k=n
uniformément en p. |

11.3.3. Bases orthonormées

Définition I1.3.11. On dit qu’une suite orthonormée (un)n>1 dans un espace
préhilbertien H est une base orthonormeée de H si l'ensemble {tn; n 21}
est total dans H. On dit aussi que (u,)n>1 est une base hilbertienne.

Notons que, comme on s'est restreint & prendre des familles dénombrables, ’espace
H sera forcément séparable.
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D’autre part, il faut noter que cette notion de base orthonormée est, en dimension
infinie, différente de la notion de base, au sens algébrique du terme : une famille de
vecteurs d’un espace vectoriel est une base si tout vecteur peut s’écrire, de fagon
unique, comme combinaison linéaire d’un nombre fini de termes de la famille; or le
théoréme qui suit dit que, pour une base orthonormeée, tout élément s’écrit comme la
somme d’une série, qui fait intervenir tous les termes de la base orthonormée.

Théoréme 11.3.12. Soit H un espace préhilbertien et soit (un)n>1 une base
orthonormée de H. Alors, tout élément x € H s’écrit :

o0
m=2§nun ) avec |&, = (2 |un)l
n=1

De plus, pour tous z,y € H, on a les formules de Parseval :

1 [lell? =3 Iz | ua)f?

.

n=1
b ———————
2)[(=z|y) = Z(z | un) (¥ | un) |, la série convergeant absolument.
n=1
Preuve. Notons F), le sous-espace vectoriel engendré par u,,...,u,, et posons z, =

Pr ().

x

L’ensemble {un; n > 1} étant total, le sous-
~ espace |J,5, Fn est dense dans H ; alors, la
suite (F,)n>1 étant croissante, on a :

|z — zn|| = dist (z, Fn) — 0.
n—roo

D’autre part, d’aprés le Corollaire 11.3.6, {u;,...,u,} est une base, au sens usuel, de
F,, ; et, par la Proposition I1.3.8, on a donc :
n

T = Z(mn | uk) vk .
k=1

Mais (z — z,,) € F;-; donc, pour k < n, (T, | uk) = (z | uk) = & ne dépend pas de

n. On a donc bien :
n o0
= lim U = Uk .
z ,.‘lm;& k ;ék "

De méme y = Y52 ;| Ckuk, avec (k= (y | ux). Alors, par continuité (Corollaire I1.1.6) :

(z|y)= (Zﬁkwc | y) = &lu |y) =) &lx,
k=1 k=1 k

=1

qui donne 'autre identité lorsque y = z. O
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11 résulte du Théoréme 11.3.12 et de la Proposition 11.3.10 que l'on a :

Corollaire I1.3.13. Soit H un espace de Hilbert, séparable, et soit (un)n>1
une base orthonormée de H. Alors l'epplication linéaire :

S: H — 4y
z — ((:1:|u,,))n>l

est un isomorphisme d’espaces de Hilbert, c’est-d-dire un isomorphisme
conservant le produit scalaire : (S(€) | S(¢)) = (¢ |¢) pour tous £,{ € £;.

C’est en particulier une isométrie : ||S(z)|| = ||z|| pour tout z € H. Lorsque H
n’est pas complet, on & toujours une isométrie conservant le produit scalaire, mais
elle n’est pas surjective.

L’isomorphisme récipoque est :

sl ) — H
(n)nx1 +— Eff:l €ntin

Nous allons voir qu'en fait tout espace de Hilbert séparable posséde des bases

orthonormées, et donc le corollaire précédent s’applique & tous les espaces de Hilbert
séparables.

11.3.4. Existence des bases orthonormées

Théoréme I1.3.14. Tout espace de Hilbert séparable posséde des bases ortho-
normées.

En fait la complétude ne sert pas ici (car & chaque étape, on ne travaille que dans
des sous-espaces vectoriels de dimension finie, donc complets).

On obtient, comme conséquence du Théoréme I1.3.14 et du Corollaire I1.3.13, le
résultat essentiel suivant, dans lequel, cette fois-ci I’hypothése de complétude ne peut
étre omise.

Théoréme I1.3.15. Tous les espaces de Hilbert séparables, de dimension
infinie, sont isomorphes entre-euz, et en particulier d £.

Preuve du Théoréme I1.3.14 . On utilise tout simplement le procédé d’orthonor-
malisation de Gram-Schmidt.
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Prenons une partie dénombrable {v,; n > 1} totale. On peut supposer que les
Un, 1 2> 1, sont linéairement indépendants (en supprimant ceux qui sont combinaison

linéaire des précedents). Soit F, le sous-espace vectoriel engendré par

v
U1, -..,Un. On pose u; =m,et

Ung1
[l 41l

Unty = PF,-,L(vn+1); Un4l =

Alors la suite (un )31 est orthonormeée, et I’en-
semble {u,; n > 1} est total car le sous-
espace vectoriel engendré par u,,...,u, est
F,,. En effet, par le Théoréme I1.2.4, pour 2 €
k < n, on aul, — v € F:Y = Fy_, et donc
uj, € F puisque v, € Fy; et Fy_; C Fy. O

IL.4. Séparabilité de L2(0,1)

11.4.1. Théoréme de Stone-Weierstrass

C’est un théoréme de densité dans ’espace Gr(K) ou ¥c(K) des fonctions conti-
nues f: K = R ou C, ou K est un espace compact. Selon que V’espace est réel ou
complexe, il ne s’énonce pas de la méme facon : il faut ajouter une hypothése dans le
cas complexe.

I1.4.1.1. Cas réel

Théoréme I1.4.1 (Théoréme de Stone-Weierstrass, cas réel). Soit K un espace
compact et A une sous-algébre de l’algébre de Banach réelle €r(K).
On suppose de plus que :
a) A sépare les points de K ;
b) A contient les constantes.
Alors A est dense dans r(K).

Remarques. 1) Une sous-algébre de €(K) est un sous-espace vectoriel stable par
multiplication.

2) Dire que A sépare les points de K signifie que si z,y € K sont distincts, alors
il existe f € A telle que f(z) # f(y).

3) L’hypotheése que A contienne les fonctions constantes n’est faite que pour éli-
miner le cas des sous-algébres A = {f € ¥(K); f(a) =0} pour un a € K donné.

Notons que, A étant un sous-espace vectoriel, A contient les constantes si et seule-
ment si I € A.

On obtient la conséquence immédiate suivante.
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Théoréme I1.4.2. Soit K une partie compacte de R% ; alors I’ensemble Pr(K)
de tous les polynémes réels d d variables, restreints @ K, est dense dans
Er(K).

Théoréme 11.4.3. L’espace réel L(0,1) est séparable.

Preuve. Nous savons que %x([0,1]) est dense dans L%(0,1). D’autre part, le Théo-
réme I1.4.2 nous dit que Fg([0, 1]) est dense dans ¥r([0, 1]). Donc Hg([0, 1]) est dense
dans L2(0,1), parce que la norme uniforme sur 6x([0,1]) est plus fine que la norme
de L(0,1) : pour toute f € L3(0,1) et tout € > 0, il existe g € Fr([0, 1]) telle que
|l — gll2 < €/2; il existe ensuite p € Pg([0,1]) tel que ||g — pllo < €/2; mais alors
lg = pll2 < llg = Pllo < €/2, et donc ||f —pll2 < e.

Il ne reste plus qu'a remarquer que g([0,1]) est engendré par la suite définie
par :

() =1, p(t)=t, pat) =1, , Da(t) =t", ,
pour obtenir la séparabilité de L(0,1). O

Notons qu’au passage, nous avons prouvé la séparabilité de €xr([0, 1]).

Corollaire 11.4.4. L%(0,1) est isomorphe a l'espace réel £.

C’est le théoréme démontré par Fisher et Riesz en 1907. Le point essentiel étant
le fait que LZ(0, 1) soit complet.
Preuve du Théoréme de Stone-Weierstrass.

Elle se fait en plusieurs étapes.
Etape 1. Il existe une suite de polyn6mes réels (rn)n>0 qui converge uniformément
sur [0,1] vers la fonction racine carrée r: t — /1.

Preuve. On définit (r,)n>0 par récurrence, en partant de ro = 0 et en posant, pour
tout n >0 : '

Foa(t) = ra(t) + %(t — Ira(®P?).

11 est clair, par récurrence, que les r, sont des polynémes.
De plus, pour tout n > 0, on a 0 < r,(t) < V/%; en effet, par récurrence : on a,
d’une part, t — [r,(¢)]2 > 0 et donc rp41(t) > ra(t) > 0, et d’autre part :

Vit =g (t) = [VE = ra(t)] [1 - %(\/i + rn(t))] >0,

car vt + r,(t) < vt + vt = 2v/t < 2. Notons qu’au passage, on a vu que la suite
(rn)n30 est croissante.
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Etant croissante et majorée, elle converge, vers une limite r(t). La relation de
récurrence montre que r(t) = v/2.

Reste & voir qu'’il y a convergence uniforme.

Premiére méthode : “4 la main”.
Posons e,(t) = vt — 7, (t). On a vu ci-dessus, puisque r,,(t) > 0, que :

0 < ensalt) = a1 - 3 (VE+ra(8)] <ent)(1- )
donc :
0<en(t) < eo(t)(l - 4)” = \/2(1 _ g)”
< sup 2(1-z)z" (poser z =1 — V/1/2)
0gzg1/2
=2z,(1 —zn)zp  avec z, =n/(n+1);
2 2

¢ (3
= < .
A+l mSntl
Deuzieme méthode. 11 suffit d’utiliser le théoréme suivant.

Théoréme I1.4.5 (Théoréme de Dini). Soit K un espace compact.

Si (un)n>1 est une suite croissante de fonctions continues u,: K — R qui
converge simplement vers une fonction continue u: K — R, la convergence est uni-
forme.

C’est bien sr évidemment faux si ’on ne suppose pas la limite continue.

Preuve. Soit € > 0.
Pour chaque z € K, il existe un entier N(z) tel que :

n2 N(z) = 0<u(z)-us(z)<e/3.

Comme u et uy(;) sont continues, il existe un voisinage de z, que ’on peut prendre
ouvert, tel que :

u(z) - u(z')| <&/3;

TeVE) = { luvge) (&) — ey (@)] < /3.

Comme K est compact, il existe z1,...,zm € K tels que :
m
K= U V(:L‘,) .
i=1

Si N = max{N(z,),...,N(zm)}, on a, pourn > N :

0L u(z) —un(z)<e, VzeK,
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car z appartient 4 'un des V(z;) et n > N(z;); donc :

0 < u(z)—un(z) < u(z) — un(s,)(z)
< (u(2) — u(@:)) + (u(w:) — ey (@) + (ungen (2:) - ungey (2))
£ £

(>4
CS=F=-4==¢.
\3+3+3 3 O

Etape 2. Si f € A, alors |f] € A.

Preuve. En effet, on peut supposer f # 0. Soit @ = ||f||o. On a [f(z))?/a® € [0,1)
pour tout € K. Mais, comme 7, est un polynome, et A est une algebre, on a
n(f?/a®) € Asi f € A. En passant a la limite, on obtient :

—a li 272\ -7
[fl=a lim r.(f*/a®) € 4,
la limite étant uniforme, c'est-a-dire prise pour la norme de “r(K). 0

Etape 3. Si f,g € A, alors max{f, g}, min{f,g} € 4.
Preuve. Il suffit de remarquer que :

max{f, g} =—;— (F+a+1f-gl)
min{f,g}=%(f+9—|f—g|)’

et d'utiliser I’Etape 2 (ainsi que le fait que 4 est un sous-espace vectoriel). m]

Etape 3 bis. Si f,g € 4, alors max{f, g}, min{f, g} € 4.

Preuve. Cela résulte de ce que A vérifie les conditions demandées pour A : elle
reste une sous-algébre (rappelons que la convergence dans #(K) est la convergence
uniforme), et, puisque A contient les constantes et sépare les points de K ,ilenest a
fortiori de méme pour A. O

Bien sir, par récurrence :
fireofn€d = max{fi,...,fn} €A et min{fi,...,f.} €A
Etape 4. Siz,yc K et x £y, alors :
Vo, €R) (3h € A) hz)=a et h(y) =5

C’est la premiére étape dans I’approximation : on peut obtenir avec une fonction
de A des valeurs données en deux points donnés distincts de K.

Preuve. Comme A sépare les points, il existe g € A telle que g(z) # g(y). Posons :
B—a
9(y) — 9(z)
On a bien h(z) = a, h(y) = f,et h€ A,carge A, 1 € A, et A est un sous-espace
vectoriel. 0

h=al+ (9-9()1).
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Etape 5. Pour toute f € €(K), pour tout x € K, et tout € > 0, il existe g € A telle
que :
g(z) = f(z) et g(y) < fly)+e,Vye K.

Preuve. Pour tout z € K tel que z # , il existe, par I’Etape 4, en prenant o = f(z)
et B = f(2), une h, € A telle que h,(z) = f(z) et h,(2) = f(2).
Notons h; la fonction constante égale & f(z) I. Alors :

(Vze K)  hi(z) = f(z) et hi(2)=f(2).

La continuité de f et celle de h, donnent un voisinage, que ’on peut prendre
ouvert, V; de z tel que :

yeV(z) = hiy) <fly+e.

Comme K est compact, il existe un nombre fini d’éléments 2y,...,2, € K tels
que :
K=V(zn)U:---UV(zpm).
Alors g = inf{h,,,...,h,.} € A, par I'Etape 3 bis, et 'on a, pour tout y € K :
9(y) < f(y) + ¢, puisque y appartient a I'un des V(). O

Etape 6. On a A = G(K).

Preuve. Soit f € ¥r(K), et soit € > 0.
Pour tout z € K, il existe g, € A vérifiant les conditions données dans 'Etape 5.
La continuité de f et celle de g, donnent un voisinage, que 1’on peut choisir ouvert,
U(z) de z tel que :

yeU(@) = g:(y)>f(y)—e.

La compacité de K permet de trouver un nombre fini d’éléments z;,...,z, € K
tels que :
K=U(z))U---UU(zp).

Alors ¢ = max{gs,,...,9z,} € A, grace a I'Etape 3 bis; et elle vérifie :

fly) —e<ey) < fly)+e, WyeKk,

car chaque y € K est dans 'un des U(zx;).
Cela veut dire que ||f — ¢llcc < €. L
Comme € > 0 était arbitraire, on a bien f € (4) = 4.
Cela achéve la preuve du Théoréme I1.4.1. a

La preuve de Bernstein pour un intervalle compact de R

La forme générale du Théoréme de Stone-Weierstrass a été donnée par Stone
en 1948. A Porigine, Weierstrass avait montré, en 1885, que toute fonction continue
sur un intervalle fermé borné de R pouvait y 8tre approchée uniformément par des
polyn6mes. 11 utilisait pour cela un produit de convolution (voir le chapitre suivant).
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En 1913, Bernstein en a donné une belle preuve probabiliste, que 1'on va exposer ci-
dessous. Notons d’abord que, par un changement de variable, on peut supposer que
l'intervalle en question est [0, 1].

L’idée de départ est la suivante : on fixe ¢t € [0,1] (aussi bien, si on veut, on
peut ne prendre que 0 < ¢ < 1), et on considére des variables aléatoires indépendantes
X1, ..., X, suivant toutes la loi de Bernoulli de paramétre t. Alors S,, = X1+ +Xn
suit 1a loi bindmiale %(n,t) de paramétres n et t. La loi faible des grands nombres
dit que -S# m}t = E (X;) en probabilité. Alors, pour toute fonction f continue sur

[0,1], on a E [f(%2)] — f(t). En effet, si € > 0 est donné, I'uniforme continuité de

f sur [0,1] permet de trouver d > 0 tel que |f(z) — f(z')] < € pour |z — 2’| <
la convergence en probabilité donne alors un N > 1 tel que P (|2 —t| > §) < ¢ si
n> N. Alors, pour n > N,on a:

LG =701 s
e

<2 flloe+e.
OrE[f(52)] = Yh—o CRt*(1 = t)"*£(%). On pose :

12 - | ap o)
1[2=9] - | ap o)

B = Y Okt - 45 (E)
k=0

c’est un polynéme de degré n. On I’appelle le n®™¢ polynéme de Bernstein de f.

On vient de voir que l'on a convergence simple de B, (f) vers f.

Nous allons voir que, grace 4 une estimation uniforme de la variance des variables
de Bernoulli, la preuve de la loi faible des grands nombres pour ces variables permet
d’obtenir la convergence uniforme de B,(f) vers f.

Rappelons d’abord que si X est une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli
de paramétre ¢, alors sa variance vaut Var (X) = t(1 —t). On a, par I'inégalité de
Bienaymé-Tchebychev, pour tout § > 0 :

r(-4>4) (% -2on]) - (% -2(2)]9
< J%Var (%) 262 Var (S5,)

-y 52 ZVar (X;) (par indépendance)

_ Var(X _t1- t) 1/4
Y Y n62
Considérons le module de continuité de f, défini par :

wy(h) = sup{|£(t) - f(t')]; It —t'| <h}.
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Dire que f est uniformément continue signifie que wy(h) ﬁo. Fixons un 6 > 0,
_’

que l'on précisera aprés. On a, pour tout ¢ € [0,1} (on prendra garde & différencier
Poccurence w € 2 du module de continuité wy ; on aurait pu modifier ces notations,
mais ce sont celles habituellement utilisées!) :

1£6) — BaoN ) = [ £ - 7(Z2))|
<(jro-1(2)) = [ Jro-1(32)| @ e

*Jemarey s

Sn
<wr(8) +21flwP ([t - 2| > 8)
L.
4né?
Pour tout € > 0 donné, choisissons maintenant & de sorte que wy(d) < €/2, puis

N > 1 tel que || flloognzz < €/2. On aura, pour n > N, |£(t) — [Ba(f)]t)| < € pour
tout ¢ € [0,1], ce qui prouve que By, (f) tend uniformément vers f. O

Swy(8) + 2| lloo

I1.4.1.2. Cas complexe

Tel quel, I'énoncé du Théoréme I1.4.1 est faux pour les espaces de fonctions &
valeurs complexes. Par exemple, si K est le disque unité fermé D du plan complexe,
toute limite uniforme sur K de polynoémes p,, est holomorphe dans le disque ouvert D,
grace au Théoréme de Weierstrass sur la convergence uniforme des suites de fonctions
holomorphes. L’adhérence de 1'algébre des polynomes n’est donc pas %c(K) tout
entier : par exemple, la fonction z — Z n'est pas dedans. En fait, cet exemple est
essentiellement le seul cas dont il faut tenir compte; en effet, on a :

Théoréme 11.4.6 (Théoréme de Stone-Weierstrass, cas complexe).
Soit K un espace compact et soit A une sous-algébre, complexe, de l’espace
de Banach compleze €c(K). Si :
a) A sépare les points de K ;
b) A contient les fonctions constantes;
c) A est stable par conjugaison : fe A = f€ A,
alors A est dense dans Fc(K).

Notons qu'ici f désigne la fonction t € K +— f(t) € C, od f(t) est le nombre
complexe conjugué de f(2).

Preuve. La condition c) permet de dire que :

feA = Ref=f—;5zeA et Imf=f-2?z,-zeA.
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Soit :
Ar={f€A; f(t)eR, Vte K}.

La remarque ci-dessus permet de dire que :
A= AR +iAgr.

De plus, Ag est une sous-algébre de ¥r(K), qui contient les fonctions constantes
(réelles), et sépare les points de K : si u # v, il existe f € A telle que f(u) # f(v);
mais alors Re f(u) # Re f(v) ou Im f(u) # Im f(v), et Re f,Im f € Ag. 1l résulte
du cas réel que AR est dense dans $r(K). Mais alors, A = Ag + AR est dense dans
%c(K) = Gr(K) + iR(K). 0

Exemple. Soit K une partie compacte de C. L’ensemble des polynémes, & coefficients
complexes, en les deux variables z et Z est dense dans %c(K).

On notera que c'est aussi, en identifiant C & R?, ’ensemble des polynémes, &
coefficients complexes, en les deux variables réelles z et y, en identifiant z = z+iy € C
avec (z,y) € R2

I1.4.2. Le systéme trigonométrique

Nous allons considérer ici des fonctions f: R — C périodiques, de période 1 sur
R.
L’application surjective :

e;: R — U={z€C; |2|=1}
t — e¥it=y

permet des les identifier aux fonctions définies sur U. On peut aussi les identifier aux
fonctions définies sur le tore T = R/Z.

De plus, on sait que pour toute fonction f continue sur R de période 1, il existe
une unique fonction continue f U — C telle que f = f oe; (resp. f: T > C telle
que f(z) = f(z + Z)). L’espace % (R) des fonctions continues sur R de période 1,
muni de la norme || f||oo = sup,¢g |f(2)], s'identifie donc & I'espace €(U) des fonctlons
continues sur le compact U.

11 s'identifie aussi au sous-espace € = {f € €([0,1]); £(0) = f(1)}.

Ces identifications sont isométriques puisque :

sup|f(z)| = sup |f(z)| = sup |f(u)| = sup |f(€)|.
z€R z€(0,1) u€yY €€T

Définition 11.4.7. On appelle polynéme trigonométrique toute somme

finie
Na -
Z ane2mnt
11=N1
avec an € C et N1, Ny € Z, N; < Ns.
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Notons qu’en ajoutant au besoin des coefficients nuls, on peut toujours écrire un
polynéme trigonométrique sous la forme symétrique :

N
Z ane21rmt,
n=~N
ot N est un entier positif.

On notera, pour tout n € Z :

en(t) =e®™m]  teR.

L’ensemble {e,; n € Z} s’appelle le systéme trigonométrique.

Les polynémes trigonométriques s'identifient aux polynémes usuels en u et @ sur U,
puisque tout u € U s’écrit sous la forme u = e;(t) = e*™*, et qu’alors u™ = e?™i"t =
en(t), et que @ = e~2""t = e_, (t). Le théoréme de Stone-Weierstrass complexe
appliqué & %c(U) donne donc :

Théoréme 11.4.8. L’ensemble des polynémes trigonomélriques est dense
dans V’espace des fonctions continues de période 1 sur R.

Considérons maintenant 1’espace des fonctions f: R — C mesurables de période 1
telles que :

/ 1 | f(t)[zdt‘ < 400.
0

Lorsque I'on le quotiente par le sous-espace des fonctions négligeables, ce quotient
s'identifie & L2(0,1) = LZ(0, 1) ; en effet, pour toute fonction mesurable g: [0,1] — C,
la fonction mesurable :

§: [01] — C

gt siogt<1,
it {g(O)sit:l

se prolonge par périodicité en une fonction mesurable f: R — C de période 1, et

S g®2dt = [11F ()2 dt.

Ces identifications étant faites, on peut énoncer :

Théoréme I1.4.9. Le sysiéme trigonomélrique est une base orthonormée de
L4(0,1).
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Corollaire 11.4.10. L’espace réel L}(0,1) posséde une base orthonormée
formée des fonctions :

1, V2 cos(2nt), V2 cos(4nt), ..., V2 cos(2mnt),.. .,
V2sin(2nt), V2sin(4nt), ..., v2sin(2wnt),. .. .

Remarques. 1) Z étant dénombrable, on pourrait ré-indexer le systéme trigonomé-
trique avec les entiers positifs.
2) Le théoréme signifie que, pour toute f € LZ(0,1),on a:

=0,
2

N
Jim 7= 3 Fyen

n=—-N

ot les produits scalaires :

~ 1 - 1 ]
f(n)=(fen) =/0 f®) en(t)dt = /(; f(®) e~ 2mint gy

pour n € Z, sont appelés les coefficients de Fourier de f. La formule de Parseval
g'écrit alors fol |f(@)Pde =3¢z HOEE

Nous savons qu'il existe alors une suite strictement croissante d’entiers (In)n>1
telle que :

ln
Jm S fRyem = £(t)
k=-1,

pour presque tout ¢ € [0, 1].
Répondant 4 une question posée par Lusin en 1913, L. Carleson a montré en 1966

qu’en fait, sans prendre de sous-suite, on a, pour toute f € L?(0,1) :

> FReEm = 1)

pour presque tout ¢t € [0,1]. C’est un résultat d'une extréme difficulté.

Preuve du théoréme I1.4.9. Il est d’abord facile de voir que {en; n € Z} est
orthonormeé :

1 1 :
- 2mint ,~2mipt g, _ 2min—p)t 34 _ ) 1Sin=p;
= e dt= [ e dt = .
(en l ) /oe /o {Os1n;ép.

Il est total car les polyn6émes trigonométriques sont denses dans € (U) et || . [loo 2 || - |2,
en utilisant le lemme suivant :
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Lemme I1.4.11. L’ensemble €, (R) des fonctions continues sur R de période 1, iden-
tifi¢ 4 € = {f € €([0,1)); F(0) = f(1)}, est dense dans L(0,1).

En effet, si f € L?(0,1), il existe alors, pour tout € > 0, g € ¢ =~ € (U) telle que
If — gll2 < €/2; il existe ensuite un polynéme trigonométrique p tel que ||g — plleo <
€/2; mais ||g — pll2 < [lg — pllo < &/2; donc ||f —pll2 e 0
Preuve du lemme. Soit f € L?(0,1) et soit £ > 0. Nous savons (Corollaire I1.2.9)
qu'il existe h € €([0,1]) telle que ||f — Allz < /2.

Soit M > 0 tel que |h(t)| < M pour tout ¢ € [0, 1], et notons a =1 — (%)

Nous allons modifier h sur [a,1] en posant h;(1) = h(0) et en prenant h; affine
entre a et 1. Alors hy € %, [[h1]leo < M, et :

2

M—mm=(LWm»wmwafﬂ

< (1-a)'/? sup (IR(t)] + Iha(2)])
agt<1

3 €
< — = .
<3 x (M + M) 2

On adonc ||f — hi]l2 €& O
Exemple d’application.

Soit f: R — R la fonction définie par f(t) =t pour 0 <t < 1, et prolongée par
périodicité sur R.

Alors f € L%(0,1) et :
1
1
1= [ #ae=3
0

Les coefficients de Fourier de f sont :

~

1
f(n) =/ te~ it gt nelZ.
0

Pourn=0:foltdt=1/2;pourn960:

n) = te—2mint 1_ /1 e~ 2mi it = 1 ____z'__
L —2min |, o —2fin  —2min  2mn

=)
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La formule de Parseval ||f]|2 = 3 |f(n)|? donne donc :
nezZ

1 1 1 1 1 &1
3 1T it e
n#0 n=1
d'ou : o \
1 1 1 s
— =9ox?(z_Z)y=L_.
gnz W<3 4) 6

I1.4.2.1. Coefficient de Fourier des fonctions de L!(0,1)
Pour toute f: [0,1] — C mesurable, I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

[ena<( [ var) . ([ vora) " ([ 1rora) ”

dit que #2([0,1]) € £([0,1]). On a donc une injection naturelle de L2(0,1) dans
L'(0,1). Par identification de L?(0,1) avec son image dans L(0,1), on écrira :

L2(0,1) C L*(0,1) .

Pour toute f € L'(0,1), on peut définir les coefficients de Fourier :

-~ 1 .
fn) = /0 fye gt nez,

puisque [e2"¢| = 1. On a||f(n)| < [|fll1 | pour tout n € Z. De plus :

Théoréme I1.4.12 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Pour toute fonction f €
L1(0,1), ses coefficients de Fourier tendent vers 0 quand [n| tend vers linfini :

ﬂmrﬁo.

n{—o00

Preuve. Si g € L%(0, 1), la formule de Parseval :
llgh = > 1g(n)[?
nez
montre que l'on a, en particulier, §(n) —— 0.
n|—o00

Maintenant, si f € L'(0,1), il existe, pour tout € > 0, une fonction g € L2(0,1)
(par exemple g étagée, ou bien g continue) telle que ||f — g|l; < e. Comme on a
|f(n) -~ g(n)l < IIf — gl < ¢, on obtient |f(n)] < [g(n)| +¢; donc :

lim sup | f(n)| < limsup [g(n)| +e=e¢.
!

|n|—o00 nl—oo



