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2.1 La réponse temporelle

L’étude temporelle d’un systéme consiste a déterminer sa réponse (sortie) y(t) a un
signal d’entré u(t) qui varie en fonction du temps, comme I’impulsion de Dirac 4(t), I’échelon
unitaire u (t) et la rampe unitaire r(t). Cette réponse permet d’évaluer les performances en
rapidité, précision, stabilité¢ d’un systéme.

La réponse d’un systeme a une impulsion de Dirac est appelée réponse impulsionnelle;
la réponse d’un systéme a un échelon unitaire est appelé réponse indicielle. L objet de ce
chapitre est d’étudier les réponses temporelles des systémes du premier et du second ordre
aux signaux de référence, auxquels se raméneront les systémes d’ordre supérieur, par
approximation.

2.2 Calcul de la réponse d’un systéme

Dans le domaine de Laplace, La réponse d’un systéme linéaire invariant d’entrée u(t) et de
sortie y(t) est donnée par Y(s) = L( y(f)) — L( g(f) *H(f)) = G(s)U(s)

ou : g(t) est la transformée de Laplace inverse de la fonction de transfert G(s).

La sortie y(t) est la transformée de Laplace inverse de Y(s). Il suffit pour cela d’utiliser la
décomposition en éléments simples de la fraction G(s)U(s) étudiée au chapitre 1, puis les
tables de transformées, pour effectuer I’inversion.

Un systeme linéaire invariant a temps continu d’ordre un est régit par une équation
différentielle du premier degré a coefficients constants. Sa fonction de transfert posseéde donc
au maximum un zéro et un pble. De maniere plus générale, un tel systéme ne possede pas de
zéro. L’¢équation la plus  couramment rencontrée est donc du type

e 0 4y = Ku)
ou r et K sont des constantes reelles positives. lls ont la signification suivante :
— rest la constante de temps du systeme,

- K est le gain statique : le signal d’entrée étant constant, u(t)=uo, le signal de sortie y(t)
vaut K fois uo lorsque le systtme n’évolue plus  (dy(t)/dt  =0).
Le systéme est appelé élémentaire lorsque la dérivée de I’entrée u(t) n’apparait pas dans le

seconde membre de I’équation différentielle. ¢ Y(s)+Y(s)=KU(s)




La fonction de transfert se déduit de 1’équation différentielle du systéme en appliquant

la transformation de Laplace aux deux membres : I R 0
d'ou la fonction de transfert : C

G(s)= y =K uin ¥n
Exemple 2.1 : (s) l+zs _‘_

Soit le circuit RC suivant: Figure2.1 : Circuit RC

On veut déterminer la relation entre I’entrée u(t) (tension d’alimentation) et la sortie y(t) (la
tension aux bornes du condensateur). Par les lois de Kirchhoff nous avons les équations

suivantes : W(t) = % J’ i()d(f)
Y40
i(1)=C=
u(r) =Ri(r)+ y(1)
En remplacant le courant i(t) par son expression dans la derniere équation. Il vient :

RC%+}/(I) =u(t)

Y(s) 1

Alors la fonction de tri G(s)= — ) par
U/(:

olz=RCetK=1. (s) 1+RCs

Réponse impulsionnelle
On étudié la réponse du systeme a une entrée u(t) = J(t). La transformée de Laplace de

I’entrée est alors U(s) = 1. L’expression de la sortie du systéme est
_ _ =1 K — & -tit
Y(s) = Gs)e y(it) =L (—1+”) e u_ (1)

parametres du systéme a partir de I’intersection de la pente de la réponse a 1’origine avec 1’axe
des abscisses, et de la valeur du signal de sortie a 1’origine.
La Figure 3.2 montre la forme de cette réponse. Il est possible de déterminer les deux
parametres du systeme a partir de I’intersection de la pente de la réponse a I’origine avec 1’axe
des abscisses, et de la valeur du signal de sortie a 1’origine.
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Figure 2.2 : Réponse impulsionnelle d’un systéme du premier ordre
Réponse indicielle

On étudié la réponse du systéeme a une entrée u(t) = u-1(t). La transformée de Laplace de
I’entrée est alors U(S) = 1/s. L’expression de la sortie du systéme est
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1 —r/r
Y(s) = G(s)%@ (1) =£‘1(1+K?;) = K(1—€" (1)

La Figure 2.3 montre un exemple d’évolution temporelle de la réponse indicielle d’un
systéme d’ordre un. La détermination des paramétres 7 et K du systéme s’effectue de maniére

simple, a partir de mesures graphiques sur cette courbe :
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Figure 2.3 : Réponse indicielle d’un systéme du premier ordre

- le gain statique K s’obtient par le rapport de la variation du signal de sortie par la

variation du signal d’entrée (quand t tend vers I’infini)
Ay(t
=@
Au(t)
- pourt =1, y(t) = K(L - e ") = 0.63K. La valeur de 1 se détermine alors pour une
variation de la sortie de 63% de sa variation totale.

On peut aussi déduire, a partir de ce graphe, le temps de réponse tr du systeme. 1l représente le
temps au bout duquel la sortie atteint sa valeur finale (on dit aussi de sa valeur en régime
permanent) a 5 % pres. Il est facile de vérifier que ce temps de réponse est de 1’ordre de 3.
on  y(t)=K(1-e""")=0.95K < (¢'")=0.05<1t =—rIn0.05~37

Réponse a une rampe

On étudie maintenant la réponse du systeme a une rampe unitaire u(t) = r(t). La transformée
de Laplace de I’entrée est alors U(s) = 1/s>. L’expression de la sortie du systéme est :

Y(s) = G(s)giz@ yo =L (Li) =L (K(:—z—h;))

l+7s & s s+1/7

dou W(t)=K(t—71+ 're'”r)u_, (1)
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~~___ droite d'équation
y=K(t-1)
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Figure2.4 : Réponse d’un systéme du premier ordre 2 une entrée en rampe




2.2.2 Systémes du second ordre

Un systéme linéaire invariant a temps continu d’ordre deux est régit par une équation
differentielle du second degré a coefficients constants. Sa fonction de transfert posséde donc
au maximum deux zéros et deux pbles. De maniére plus générale, un tel systéme ne possede
pas de zéro. L’équation la plus couramment rencontrée est donc du type

1 d}(t) L2640
o dt e d (1) = Ku(r)

n

ou wn, ¢ et K sont des constantes reelles positives. lls ont la signification suivante :
- wn est la pulsation propre non amortie (ou pulsation naturelle) du systéme,
- ¢ est le coefficient (ou  facteur) d’amortissement du  systéme,
- K est le gain statique du systeme.

La fonction de transfert se déduit de 1’équation différentielle du systeme en appliquant la

transformation de Laplace aux deux membres : 52 £ y(s)+ 28 2§s Y(s)+Y(s) = KU(s)

d'ou la fonction de transfert : Y(s) K
G(S) e U(S‘) = 2 25‘;
Exemple 2.2 : - |
Soit le circuit RLC suivant: _ R a, mﬁ
o 1 0
C
u(®) T- | »®

Figure 2.5 : Circuit RLC

Lc X0 g 2O DD | vty =utr)

dr’
| Y(e) 1
. G(s)= =
Alors la fonction de transfert est donnée par (s) U() LCs+RCs+1

ol ,= 1/W/LC (Rad. S™), ¢=R/C/4L etK =1.

Les lois de Kirchhoff donnent :

Réponse indicielle
On étudié la réponse du systéeme a une entrée u(t) = u-1(t). La transformée de Laplace de
I’entrée est alors U(S) = 1/s. L’expression de la sortie du systéme est :

Y(s)=G(s)U(s) = K
S[ﬁ+@+1]
w, 9,

L’¢étude des différentes formes de la sortie d’un systéme d’ordre deux s’effectue en analysant
les racines de son polynéme caractéristique (p6les), donnée par le dénominateur de la fonction

de transfert :
[sz L2 J

()

n
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La nature de la réponse y(t) dépend du signe du déterminant du polynéme caractérise : A= %(52 -1)

p19p2 =_§ ﬂ)” iﬂ)”\.ig _1

Trois cas de figure se présentent selon le signe du déterminant de 1’équation
caractérise.
a) déterminant positif (A> 0 © &> 1)

Dans ce cas, on a: K —a(e-{F 1) -+ {E1)
y(t):Ku—l(t)_z.JEz_—l[(é:"'\}g _l)e _(54"\’5 —l)e }u_l(t)

A la Figure 2.6, on a représenté la réponse d’un systéme du second ordre pour différentes
valeurs du coefficient d’amortissement £ Dans ce cas, la réponse est apériodique.




