Module Biostatistique

Chapitre o4

Variables aléatoires

Apres avoir réalisé une expérience, on s’intéresse souvent a une certaine fonction du
résultat et non au résultat en lui-méme. Un nombre est associé a chaque résultat de
I’expérience : nombre de particules émises par un élément radioactif durant un intervalle
de temps donné, puissance moyenne d’un “bruit” accompagnant la réception d'un signal
radio, nombre d’enfants dans une famille, etc. Ces grandeurs (ou fonctions) auxquelles on
s'intéresse sont en fait des fonctions réelles définies sur ’ensemble fondamental et sont ap-
pelées variables aléatoires.

On considere un ensemble 2 muni d’une probabilité P.

Définition 4.1. Une variable aléatoire X est une application de ’ensemble fondamental

) dans R, X : Q@ — R, telle que que l'inverse de chaque intervalle de R est un événement

de Q.

On distingue deux types de variables aléatoires :
1. les variables aléatoires discretes ;

2. les variables aléatoires continues.

4.1 Variables aléatoires discretes

Définition 4.2. Une variable aléatoire est dite discrete si elle peut prendre un nombre fini

de valeurs isolées (exemple : valeurs entieres).

Exemple 4.1. En lancant un dé a six faces numérotées et en observant la face supérieure,

I’ensemble fini des valeurs obtenues est : 1, 2, 3, 4, 5 et 6.
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4.1.1 Loi de probabilité d’une variable aléatoire discrete

Soit X une variable aléatoire sur un ensemble fondamental ) a valeurs finies, c’est a
dire X(Q) = {z1, 2, ...,x,}. Si I'on définit la probabilité p(X = z;) = p; des valeurs z;.
Cette probabilité p(X = z;) = p;, est appelée la distribution ou la loi de probabilité de X,
que l'on donne habituellement sous la forme du tableau suivant (tableau 4.1) :

ZT; T i) T3 e Tp

pX =) | p(X =21) | p(X =29) | p(X =23) | ... | p(X = )

TABLE 4.1 — La loi d’une variable aléatoire

La loi de probabilité satisfait les conditions :
0<p(X =um)<1let ZP(X:%'): L.
i=1

Exemple 4.2. On jette une paire de des bien équilibrés et on obtient l’ensemble fonda-

mental ) dont les éléments sont les 36 couples ordonnés des nombres allant de 1 a 6.

Q={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,1),(2,2),...,(6,5),(6,6) }.

On suppose que la v.a. X est le maximum de point (a,b) de Q, c’est-a-dire X(a,b) =

maz(a,b); alors X sera définie par :

X(Q) = {1,2,3,4,5,6}.

PX=1) = p{(L1}) =5

X =2) = p{(12),21),2.2))) =
p(X = 3) = p<{(173)7 (273)7 (37 1)7 (372)7 (373)}> = %;
p(X = 4) = p({(174)7 (2’4)7 (374)7 (47 1)’ (47 2)7 (473)’ (4’4)}) = %;

de la méme fagon :
11

9
X=5)=—etpX =6)=—.
PX =5) = = et p(X = 6) =

Cette information se résume dans le tableau 4.2.
On suppose maintenant une autre variable aléatoire Y, c’est la somme de composantes

des couples (a,b), c’est-a-dire Y (a,b) = a + b; alors Y est définie par :
Y(Q) = {2,3,4,5,6,7,8,9, 10,11, 12}.

La distribution de Y est donnée dans le tableau 4.3.
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o 1T2 (314156
_ 1 3 5 7 9 11
PX =) | 35 | 36 | 36 | 36 | 36 | 3

TABLE 4.2 — La distribution de la v.a. X.

” 2134156718 9] 10]11]12
T 2 3 4 5 6 5 4 3 2 T
PY=9i) | 35 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36

TABLE 4.3 — La distribution de la v.a. Y.

4.1.2 Fonction de distribution et de répartition

1. Fonction de distribution

Cette fonction indique la loi de probabilité de la v.a. X. Elle est représentée par un
diagramme en batons.

Exemple 4.3. Les diagrammes qui suivent, donnent une description graphique des
distributions des variables aléatoires X (voir figure 4.1) et Y (voir figure 4.2) de
I’exemple précédent.
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FIGURE 4.1 — Distribution de la v.a. X.

2. Fonction de répartition
La fonction de répartition donne la probabilité que la variable aléatoire X prenne

une valeur inférieure a x. La fonction de répartition est définie par :

F(z) =p(X <) = 3 p(X =),

x; <z
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FIGURE 4.2 — Distribution de la v.a. Y.

Remarque 4.1. La représentation graphique de la fonction de répartition de le cas
discret prend la forme d’un diagramme en escaliers (voir figure 4.3).

F' est monotone croissante et prend ses valeurs dans [0, 1].

Exemple 4.4. La fonction de répartition de la variable aléatoire X est donnée par :

(0, six<1;
1 : .
36 sil<z<2;
%, si2<x<3;
F(z) =1} =, sid<az<4;
%, sid<z<5H;
=, si5 <z <6;
36 _ :
| =1, siz>6.
Fx &
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FI1GURE 4.3 — Courbe de la fonction de répartition de la v.a. X.

4.1.3 Espérance mathématique d’une variable aléatoire discrete

Définition 4.3. Soit X une variable aléatoire ayant la loi de probabilité p(X = x;)

i=1n-*

La moyenne ou l'espérance mathématique de X que I'on note F(X) ou p, est la somme
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des valeurs prises par X pondérées par les probabilités qui leur sont associées (la valeur

prise en moyenne par cette v.a.), elle est donnée par :
E(X) = xip(X =x1) + 2op(X = 22) + ... + 2,p(X = 2,)

= Z xip(X =
i=1

Exemple 4.5. On reprend l'exemple 4.2.
e [’espérance mathématique de la variable aléatoire X est :

E(X) = ) zp(X =)

i=1

1 3 ) 7 9 11
= 1—492 43244 452
36+ 364_336jL 36+536+636

e [’espérance mathématique de la variable aléatoire Y est :

E(Y) = Zyzp =)
| 3 4 5 _6 _5 4 3 2 1
I SO AN Y N L S I I SIS D R Dt
36 7736 7136 7736 736 36 036 03603636 36
22 __

36
Propriétés de E(X)

Désignons par X et Y deux variables aléatoires définies sur €2, a et S deux constantes
réelles.

E(aX)=aF(X), Ya € R.
2. E(ozX—i—ﬁ) =aF(X)+ 5, Vo, B € R.
3. E(X+Y)=EX)+ E(®Y).
4. E(aX +8Y) =aBE(X)+ BEY), Ya,p € R.

4.1.4 Variance et écart type d’une variable aléatoire discrete

Définition 4.4. La moyenne d’'une variable aléatoire X mesure, dans un certain sens, la
valeur moyenne de X et la variance (ou sa racine carrée est 1’écart-type) exprime a quel

point les valeurs prises par une variable aléatoire X sont dispersées autour de la moyenne.
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1. Variance de la variable aléatoire X
La variance de X, que l'on note V' (X) est définie par

V(X) = E[(X — BE(X))’] = Z(:p — E(X))*p(X = ;)

ou
n

V(X) = BE(X?) = (B(X))? =) _aip(X = ;) - (Z wip(X = x;))*.

=1

2. Ecart type de la variable aléatoire X
L’écart type de X, que l'on note o(X) est la racine carrée de V(X)) :

Exemple 4.6. Considérons les variables aléatoires X et Y de I'exemple 4.2, avec leurs
moyennes F(X)=4,47Tet E(Y)=T1.

e La variance de la variable aléatoire X est donnée par V(X) = E(X?)— (E(X))?, avec

B(X*) = Y alp(X =)

1 3 5 7 9 11
= 12— 422 = 432 4+42 — +5%2. - +6°.—
36+ 36+3 36+ 36+5 36+6 36

191
= — =21,97.
36 ’

Par conséquent V(X) = FE(X?) — (E(X))? = 21,97 — (4,47)> = 1,99 et
o(X) = 1,99 =1,4.

e La variance de la variable aléatoire Y est donnée par V(Y) = E(Y?) — (E(Y))?, avec

E(Y?) = nyp(YZyz-)

1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
= 22 4+ 3 A 4 46—+ TP+ 82—+ 92— +10°— + 112 — + 122 —

36 + 36 + 36 + 36 + 36 + 36 + 36 + 36 + 36 + 36 + 36
= =54,8.

Par conséquent V (V) = E(Y?) — (E(Y))? =54,8 — (7)*=5,8 et o(Y) = /5,8 = 2,4.
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Propriétés de V(X) et o(X)
Désignons par X une variable aléatoire définie sur €2, a et 5 deux constantes réelles.
1. La variance d’une constante est nulle : V() =0, Vao € R.
2. V(X 4+ a)=V(X), Va e R.
3. V(aX) =a?*V(X), Va € R.
V(aX + B) = a*V(X), Vo, B € R.

s

D’ou
. o(X +a) =0(X), Va € R.
2. o(aX) = |alo(X), Va € R.

Remarque 4.2. Soit X une variable aléatoire de moyenne p et d’écart type o, on définit
la variable aléatoire centrée réduite X* correspondant a X par

avec E(X*) =0et V(X*) = 1.

4.2 Variables aléatoires continues

Une variable aléatoire est dite continue si elle peut prendre toutes valeurs comprises

dans un intervalle |a, b].

Exemple 4.7. Le poids d’un enfant a la naissance est compris entre 2,7 kg et 5,6 kg.

4.2.1 Fonction de répartition

La fonction de répartition d’'une variable continue X est définie par
Fx(z) =p(X <uz).

La fonction Fly indique la probabilité que X soit strictement inférieure a tout = de 'inter-
valle de définition.
Propriétés

1. Fx(x) est positive et : lim Fx(z) =0, lim Fy(x)=1.
xr——00 xr—+00

2. Si la fonction Fy est continue et admet une dérivée, la variable aléatoire est dite

absolument continue.
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3. La représentation graphique de F'y prend la forme d’une courbe cumulative.

Remarque 4.3. Dans le cas d'une variable aléatoire continue, on a :

1. La probabilité attachée a un point x est nulle : p(X = z) = 0.
2. p(X <z)=pX <z)+pX =12)=pX <x).
3. La probabilité que la v.a. X € [a, b] est donnée par :

pla< X <b) = pla<X <)
= pla< X <b)
= pla< X <)
— p(X <B)—p(X <a)
= F(b) — F(a).

4.2.2 Densité de probabilité

Soit X une variable aléatoire dont ’ensemble de valeurs X (Q2) est U'intervalle [a, b].
Rappelons que par définition

b
pa<X <h)= [ fa)s = F®) - Flo)

La fonction f est la distribution (densité de probabilité) de la variable aléatoire continue
X. Cette fonction satisfait les conditions suivantes :

1. f(z) >0et F(z) = [*_ f(t)dt.
2. f_Jr;o f(z)dx = 1.

4.2.3 Espérance mathématique et variance d’une variable
aléatoire continue

Soit, X une variable aléatoire de densité de probabilité f, dont le domaine de définition
est | — 0o, +00].

1. Espérance mathématique
L’espérance mathématique de la v.a. X est définie par :

E(X) = / L f(x)dz

oo
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2. Variance et écart type

La variance de la v.a. X est définie par :

vix) = [ B2

o0

+oo
_ / 2 f(x)dz — (B(X))?

— B(X) - (B(X)
Par définition, I’écart type est donné par o(X) = /V(X).

Exemple 4.8. Soit X une variable aléatoire ayant une densité de probabilité (fonction de
distribution) :

12—1), si0<z<2;
— 2 ) = = 4,
/(@) { 0, si z €] — 00, 0[U]2, 4+00].
1. La densité de probabilité vérifie :
+oo
f(z) > 0,Vz € 0,2] et f(z)dx = 1.
iy
144
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f(x)
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T T T —f=
1 0 1 2 X

FIGURE 4.4 — Densité de probabilité de la v.a. X.

En effet,
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Vre[0,2,onal< f(x) <let f(z) =0 ailleurs;

“+o0 2
| twis = [ s

00 0

1 x?
= SRz - ?]3
= 1(4 2-0)=1
= 3 = 1.
2. La fonction de répartition F est :
z 0, six < 07
FX(x):/ fO)dt =¢ x—3a?, si0<az<2;
- 1, six > 2.
&
1_
F(®)
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FIGURE 4.5 — Fonction de répartition de la v.a. X.
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3. L’espérance de X :

4. La variance de X :

V(X)

\/+OO
—00

22 f(x)dr — B(X)?

DO | —

O\MO\

1 [? 2

5/ (22% — 2*)dx — (5)2
0

1.2, 2y, 2,

§[§$—Z]o—(§)

2 4_2

3 9 9

5. L’écart type de X : 0(X) = /V(X) = \/gz ‘/Ti

4.2.4 Médiane et mode d’une variable aléatoire continue

La médiane

La médiane d’une variable aléatoire continue est le nombre réel Me tel que

1

Autrement dit, la médiane c’est la valeur Me de X tel que p(X < Me) = 0.5.

Le mode

Le mode Mo est la valeur de X, qui correspond a un maximum de la fonction de densité.

Il peut exister plusieurs modes, si il existe un seul maximum la densité est dite unimodale.

11
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Exemple 4.9. Dans I'exemple 4.8, on a

F(x):x—%x2:%:>x: 4_2 5 oux = 4+2\/§.
oo _2\/g ~ 0, 5857864376 € [0; 2]
et
xr = 1 _|_2\/§ ~ 3.414213562 ¢]0; 2],
alors
Me = A _2\/3

f admet un maximum pour la valeur de x = 0, alors Mo = 0.

12



