Chapitre 3

Systémes linéaires a coeflicients

constants

3.1 Meéthode de ’exponentielle de matrice

3.1.1 L’exponentielle de matrice

Ak = évé si k e N¥,
Soit A € M, (R). On pose k fois Ici I, représente la matrice
A =1,.
identité.

Considérons la série définie comme suit :

Bl =12k si k€ N*,
avec
0! = 0.

. . k
Lemme 3.1.1 La série Y ., 4r est convergente.

k All* : . o .
Preuve 25 On a H%H < | k',' . Majs ‘k, représente le terme général d’une série



L, . K
numérique convergente, alors ZZOZO % est normalement convergente. Donc, elle est con-

vergente.

Définition 3.1.1 L’exponentielle de la matrice A, noté e?, est la quantité o ’2—?. C.

a dire et == 572 ATT’
Exemple 17 Calculons [’exponentielle de la matrice A = . Montrons, par
0 0
récurrence, que pour tout k > 1 on a AF = A.
Pour k=1, on a Al = A.
On suppose que A¥ = A alors
AR b g — 11 11 _ 11 _4
0 0 0 0 0 0
C. a dire, A*' = A.
Ainsi
B [e%9) Ak 0 [e%9) Ak k=l A
=0 =1 =1

0
k=l k=l
k=1 k=1

e e—1
= In+(el—1) =
0 1
11
e e—1
C’est a dire, e 00 =
0 1

Théoréme 3.1.1 Soient A, B € M,, (R).
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1. On a e’ = 1I,. Ici, 0,, représente la matrice nulle.

2. S8i A et B commutent, c. & dire AB = BA, alors e8P = edeb.

3. e est une matrice inversible et on a (eA)fl = e 4,
4. La fonction : ®) est dérivable et on a (etA)/ = Ae! pour tout t € R.
t N etA

Preuve 26 1. On a

N U <On)k =1,+0,=1
S
=0 k=1
2. On a
et = D T 2w ) = 2O
k= k=0 n=0
avec
" Ar pror 1< n!
C, = — == 71413371 P
Z p! (n—p) nl ;Op' (n —p)!
1
AP=B4 (A + B)" (Formule de binéme).
Donc
= 1
A_B A+B
= A+ B .
e‘e nz;n'( + B)" =

3. Puisque A(—A) = (—A) A, alors A et (—A) commutent donc eAT=4) = ede=4,

Mais e = 0 = [ Alors ete=4 = I,,. Ce qui implique le résultat.

4. De la définition de e, on trouve que la fonction : ®) est dérivable

t'_)etA

sur R. On a

t !/ = (tA)k / - (tA)k , S tkilAkil
(") =<Z i ) :Z< T ) =4 oo

k=0 k=0 k=1

Si on pose p =k — 1 on trouve (etA) =A%, tp;‘p = Aet4.
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Remarque 3.1.1 Il existent des matrices A et B tels que e £ eAeP. Par exemple,

11 0 -1 10
A= et B = .Ona A+ B = . 81 on utilise la défi-
0 0 0 0 0 0
10
" . A+B 00 e 0 B
nition de ’exponentielle, on peut montrer que e“tF = e = et e =
01
11
1 -1 0 0 e e—1
. On a vu dans Uexemple 17 que e = e = . D’autre
0 1 0 1
e e—1 1 -1 e —1
part, on a e‘eP = = . Ainsi, eAtB £ edeB.
0 1 0 1 0 1
A0 0
0 0
e 0 0
. 0 0 A, )
Lemme 3.1.2 Soient A\, Ao, ...\, ER. On ae = 0 .0
0 0 e
k
A O 0 A0 0
0 0 0 0
0\, - 0 0 X\, _
Preuve 27 On a e = o = . Mais on peut montrer,

par récurrence, que pour tout k € N on a

M 00 Moo
0 . 0 = 0o .0
0 0 M\ 0 0 M
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Alors

A0 0
0 0
0 0 A,

2 0
Exemple 18 On ae
Exemple 19 On a
10 0
04 0
00 -3

Moo
0 0
i 0 0 A bl
= lim
| oo
k=0 k et
k=l Ak
Zk:oﬁ 0 0
lim 0 0
l—+o00
k=l X\f
0 0 Do ft
lim S A g 0
lﬂlinoo k=0 k!
0 0
. k=l Xk
0 0 lllinoo k:o_]ﬁ‘
eM 0 0
o . 0
0 0 eln
ez 0
0 ¢
et ' 0 0 e 0
=| 0 e 0 =1 0 ¢t
0 0 e3 0 0
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Théoréme 3.1.2 Soit A € M,, (R).
1. Soit P une matrice de M, (R) inversible. On a ePAF™" = PeAP—1,
2. Soit A € R. On a eMntA = e,
Preuve 28 1. On a ePAP™ = ZEOZO <PA+T1)]€. Par récurrence, on peut montrer que

pour tout k € N, on a (PAP_l)k = PA*P~1. Ceci implique que

k=l Ak
-1
P (Z ﬁ) P

k=0

k=l

- PAkp-1
PAPY . g _ 1
e = lim E o —llnj})o

Pl = petpt,

2. Puisque (M) A = A(M\,), alors (\I,) et A commutent donc eMnt4 = eMneA,

Mazs
1 0 0 A 0 O
A0 0 0O - 0
1
A, 0 0 . 0 0 A
A0 0 1 0 0
= | 0 0 |=¢]o0 0
0 0 ¢ 0 0 1
= ',
Ainsi Mt = (e],) et = e (I,e?) = ee.
-1
Application 1 : Calculons 'exponentielle de la matrice A = : On a
-1 0
det (A — M) = A* —1 = 0 implique que A\; = 1 et A\, = —1 sont les deux valeurs
o A1 O 1 0
propres distinctes de A. Alors, A = PDP~! avec D = = et
0 Ao 0 -1

P = ( Vi Vs ) . Ici Vi et V5 sont les vecteurs propres de A associés respectivement a
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1
A et Ay On a AV; = MV et AV, = A V4. Alors, V) = et Vo =

-1
21
1 1 a b
P = . Rappelons que si ad—cb # 0 alors = ﬁ
-1 1 c d
1 -1
Ainsi, 'inverse de P est donné par P! = % . Donc
1 1
A — ePDP*1 _ pePpt
1 0
1 1 1 0 —1 1 -1
= - e
-1 1 1 1
1 1 1 el 0 1 -1
-1 1 0 et 1 1
1 et+te elt—e
el—e el+te
o . . -1
Application 2 : Calculons ’exponentielle de la matrice :On a
-1 2
2 -1 0 -1 0 -1
21>+
-1 2 -1 0 s\ -1 0
e —= e =e€e
D’aprés 'application ci-dessus
2 -1
-1 2 1,[elt+e el—e 1 [ ete e—¢é
e = —e — _
2 el—e elte e—e® e+ed
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2 3 2 11
Test : Calculer l’exponentielle des matrices , et

20 2 3 01

Définition 3.1.2 Soit N € M, (R). On dit que N est une matrice nilpotente d’indice
mEN* si N1 40, et N™ = 0,.

39 -9
Exemple 20 La matrice N=1| 2 0 0 est une matrice nilpotente d’indice m = 3
3 3 -3
2 3
39 -9 0 0 0 39 -9
carN>=12 0 0 =6 18 —18 [#03 et N>°=NN=| 2 0 0 =
3 3 -3 6 18 —18 3 3 -3

0s.

Remarque 3.1.2 Toute matrice, triangulaire supérieure dont les éléments de la diago-

0 1
nale sont nuls, est nilpotente. Par exemple, la matrice N = est une matrice

00
nilpotente car c’est une matrice triangulaire supérieure dont les éléments de la diagonale

sont nuls .
Théoréme 3.1.3 Soit N une matrice nilpotente d’indice m € N*. On a

N Nmfl
N
=L, +—-—+..+—-.
‘ LTIy

Preuve 29 On a
> NF N N1 > Nk
N
=y = =t —.
‘ ;k! LTI +(m—1)!+];nk!

Mais N est une matrice nilpotente d’indice m alors pour tout k > m : N*¥ = 0,,. En effet,
on a
k>m = NF=NEmtm = Nhbomym — NE-mo, =0,

k . s
Done, > 32 A= = 0,,. Si on remplace on trouve le résultat.

83



0
Application : On a vu dans la remarque 3.1.2 que est une matrice nilpo-

0 0

2

tente. Trouvons son indice m : On a N? = = 0q, alors m = 2 donc
0 0
0 1 01

00 00 11

e — In —'— ‘ g
1 01

2 4

Test : Calculer e

3.1.2 La résolvante en terme de I’exponentielle de matrice

Considérons le systéeme
Y = A@t)Y. (H)
Théoréme 3.1.4 Si

Vi,sel:A(t)A(s) =A(s) A(t),

alors

Vi to € 1 : R(t,tg) = elo A,

t
Preuve 30 Il suffit de montrer que la fonction t —— elo AWM oot une solution du

systeme
M =A(t)M,

(S.R.)

Application : Considérons la matrice

VieR:A(t) =
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Soient t,s € I =R. On a

t —t? s —s2 st — %2 —s%t — st?
A(t)A(s) = =
2t 2 s st? + 8%t st — s°t?
et
s —g? t —t? st — %2 —s%t — st?
A(s)A(t) = = :
2 s 2t st? + %t st — s2t?

Ce qui implique que A () A(s) = A(s) A(t). C’est dire, on a montré que
Vi, sel:A(t)A(s)=A(s)A(t).

Ainsi

Vt7t0 c -[ . R (t,to) = eftto A(u)du

Calculons eftto Awdu . op 5

2 t o2
P -t f? udu — ffo u?du
. 2 2
AW _ o\ Ut . Jy, w?du [, udu
1042 42\ _1(43 _ 43 _ L1 (43 _ 43
2 (t to) 3 (t tO) %(tQ—t(z))Ig-f— 0 3 (t to)
_ . (3-8 (2 —1}) . 3 (13 —13) 0
0 —5 (12 —13)
_ e%<t2_t2)€ % (t3 - t%) 0
o 143 _ 43 0 —a -1
Pour simplifier, on pose a = 3 (t° — t3) € R. On peut montrer que = PDP
a 0

A faire la suite. Méme si les valeurs propre sont complexes différentes on peut utiliser la

décomposition PDP~!.

Remarque 3.1.3 [l existent des matrices A (t) tel que R (t,to) # el AW o exemple,
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st on considére la matrice définie comme suit

e
VieR:A(t) =
0 0
On a
r P Jo duw [, € du
fo “ t t
eftt() A(wdu  _ . 0 O . ‘/;0 Odu ‘/;0 Odu
t—ty et —et
0 0
= e
t—ty et —elo 0 0
Pour t # tg, on a = PDP7! avec D = et P =
0 0 0 t—tg
et —et 1
alors
t—ty O
t—ty e —e'
0 0 B
e = PP = pePpt =
Calculons R (t,to) : Si on pose Y = I systeme Y = A(1)Y avec A(t) =
Y2
1 e . Y1 =y1 + €'y, / o
est équivalent a ) On a y, = 0 implique que y» = o avec
00 v = 0.

a € R. Si on remplace dans la deuxiéme équation, on trouve yll =y +ael. Cette derniéere
équation est sous la forme y; +a(t)y1 = b(t) avec a(t) =1 et b(t) = ac'. Elle admet

comme solution générale y, = fet + ate! avec o, 8 € R. Ainsi, la solution générale de
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0 0
t e + atet tet et o
Y (1) = v (t) (7 _
Y2 (t) o 0 5
toefo  efo a
Trouvons Y (t,t9,Yp) : On a'Y (to) = . Donc
1 0 1G]
toelo elo a
(Y (to) =Yo) = = Yo
1 0 6]
-1
Q toelo elo
— e }/b
o] 1 0
0 1
€_t0 —t()
Ainsi, pour toutt € I =R, on a
tel et Q tet et 0 1
Y (t> th }/b) = = Yb
1 0 3 1 0 et
et~ tel — tpel
- Y.
0 1
Puisque
Vt, t() eR:Y (t,t(), Yb) =R (t,to) YE),
et~t tel — toet o 2ett0 tet — tpet
alors R (t,t9) Yo = Yo, ainsi R (t,to) =
0 1 0 —to

Lemme 3.1.3 Si pour toutt € I on a A(t) = A alors R (t,to) = elt"t0)4,
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Preuve 31 Soientt,sc€ [ =R. Ona A(t)A(s) = AA= A? et A(s) A(t) = AA = A%
alors

VtseT=R:A(t)A(s) = A(s) A(t).

Appliquons le théoréme 3.1.4 pour trouver

Exemple 21 La résolvante du systéme Y = Y est
0 1
20 2(t—ty) O
(t—to) )
1 t—1 e
R(t ty) =04 = ¢ 0 =e 0 °) =
0 el~to

3.1.3 Systémes homogénes

Lemme 3.1.4 La solution du systéme

Y = AY. (Hcons)

est donnée par

Vt€R:Y (t) = eC avec C € R™.

Preuve 32 Puisque I = R alors 0 € I. Donc, d’aprés le chapitre 2, la solution de

(Hcons) est donnée par
VieR:Y (t) = R(t,0)C avec C € R". (3.1)

Mais, d’aprés le lemme 3.1.3, on a R (t,0) = =04 = !4 En remplacant dans (3.1)

pour trouver le résultat.
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Exemple 22 La solution du systéeme Y = Y est donnée par

Vt€R:Y (t) = eC avec C € R?,

4 3
t
4 3 , 0 4 .
avec A = .CoadireY (t) =e C. Mais
0 4
4 3 4t 3t 0 3t
t 4tl>+
0 4 0 4t 0 0
e = e = e
. 0 3t , . o
On peut facilement montrer que est une matrice nilpotente d’indice m = 2
0 0
alors
4 3 0 3t
t
4 0O 0 €4t 3t64t
€tA —e 0 _ 6425 I2 S S _
1! 0 €4t
Donc,
e4t 3t€4t
VieR:Y (t) = C avec C € R?.
0 e4t

Lemme 3.1.5 La solution du systéme

Y' = AY,

(H. D.cons)
Y (to) = Yo.

est donnée par

VieR:Y () = 04y},

Preuve 33 I suffit de remarquer, d’aprés le chapitre 2, que la solution de (H. D.cons)
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est donnée par

VteR:Y (1) = R(t to) Yo, (3.2)

et puisque la matrice A est constante alors d’aprés le lemme 3.1.3 R (t,ty) = =04, En

remplagant dans (3.2), on trouve le résultat.

, 4 3
Y = Y,
0 4
Exemple 23 La solution du systéme est donnée par
1
Y (1) = )
0
\
VieR:Y (t) = 04y,
4 3
(t-1)
4 3 1 ' 0 4 1
avec A = do=1etYy = . CoadireY () =e
0 4 0 0
3
4 64(1‘, 1) 3(t 1) 64(1‘, 1) o
Mazis, on peut montrer que e = y . Ce qui im-
tf
elt=1 3 (¢ pAt—1) pAt-1)
e Y (£) —
plique Y (t) . -1
Y’ =

Test : Résoudre le sytéme
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