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Chapitre |

FORMULATION MATHEMATIQUE DE L'EQUATION DE LA
CONDUCTION DE CHALEUR UNIDIMENSIONNELLE (1-D) ET
BIDIMENSIONNELLE (2-D)

[.1 Introduction

Le processus de transfert de chaleur par condustappuie sur un milieu matériel
sans mouvement de matiére et est di a des phénsrmbygsiques microscopiques
(agitation des atomes ou des molécules, flux diddes libres...). Il peut étre vu
comme un transfert d’énergie des particules les @onergétiques (les particules
chaudes qui ont une énergie de vibration élevée$ es particules les moins
energétiques (les particules froides d’énergie dbeation moins élevée), di aux
collisions entre particules. Dans les solidesrdmdfert d’énergie peut également se
produire sous l'effet du déplacement d’électrohsels dans le réseau cristallin (par
exemple pour les métaux). Ainsi les bons condustelglectricité sont en général

egalement de bons conducteurs de la chaleur.
I. 2 Equation de la conduction de chaleur unidimensnnelle (1-D)

I. 2.1 Equation de la conduction de chaleur dans wnparoi plane large :
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Fig I.1 conduction de chaleur unidimensionnelle aravers un élément de volume
dansune paroi plane large.

Nous considérons un élément mince d’épaisseur dg dae paroi plane et la
large (Fig I-1) supposé que la dengitéde la paroi la chaleur spécifique est C, et la

surface de la paroi normale a la direction du fexhgle chaleur est A. En l'absence de



génération de chaleur, un bilan énergétique surélBahent mince d'épaissefx
pendant un petit intervalle de temfispeut étre exprimé comme

Taux de generation \

Taux de la conduction Taux de la conduction d e,_ ,
( de ) _ < de ) n chaleur al’intérure
chaleur chaleur ax + dx , de
I"element

de voulume

Taux de changement
de
I'énerge contenue dans
1'élement de volume

Qx — Qx + dx +Egep. elment = % et e e e e .. (1.1)

AEg¢ment = Eerac — Et = mc(Tegae — To) = p.dx.A.C. (Tt+AtTt) (1.2)
AEélément = e'gen élément * Vélément = e'gen élément AdX (I- 3)

En remplacan(l. 2)et (1. 3)dans I'equatior(I. 1)

Qx = Qx +dX +epen crement -A dx= p.dx A.C.(THET) L (1.4)

e;gen :egen élément

AEélément = f egenA o (I 5)
Tesar—T

Q; — Qy +dx +eyen. A dx = p.dx. A.C. (%) e n(12)

—Qx + Qx +dx+teye,.A.dx = p.dx.A.C. (%) ST (1 B )|

On divise I'équation (1.4) par A.dx

1 Qx+ dx—Qx S Te4at—Tt

B +tegen=p.C. (—dt ) SNSRI @ <)

Qx+dx-Qx _ 0Q _ 0

Lo - 22 ax( —K.A ) N ¢ A7)

La loi de fourrier de la conduction de chaleur

Limite dx— 0

En prenant, d» 0, dt= 0 0 I'équationl. 6)devient

lim (Tt+At - Tt) — a_T

A-0 dt at

22 (KAD) +epen = p.Cor it (1)



En notant que la surface de la paroi plane esttaotes L'équation de la conduction

de chaleur transitoire unidimensionnelle (1-D) dane paroi plane devient
*Conductivité thermique variable

a oT _ oT

2 (KAZ) + = egen=p.C.o e e e (19)

*Conductivité thermique constante

9%t K k "at 9%t K gt e
*Régime permanent :
[O°T , €gen
0°t K
02T
0%t
*Régime transitoire pas de génération de chaleur
T _ 10T

62t 2 E R EEE EES EEE EEE EES EES SES S ESE ES® ESES EES ESE EES EEE wES wEE wwE wEE
Genération de chaleug(.,, =0)

02T e .C dT 92T e 1 9T
O°T {Cgen _ pC OT _ 07T €gen _1 e (1.10)

- (11D

e (112)

*Régime permanent pas de génération de chaleur

9°T _

Frrl e cre et et e e e et et e e e een een e e eae een sen e ene enn een see e e (10 13)
oT
E =0, e'gen :0)

Exemple (1.1)

Une paroi plane large est soumise a une tempérgpeéafiee sur la surface gauche et
a une convection sur la surface droite. La formaotatnathématique, la variation de la
température et le taux de transfert de chaleurethbi&tre déterminés pour un transfert

de chaleur unidimensionnel régulier.

Hypothéses /—g
k

1- La conduction thermique est stable et unidinmmslle. . T,=80°C
2 -La conductivité thermique est constante. A=20nt " | o :i:swjm}c
3- I n'y a pas de génération de chaleur.
Propriétés La conductivité thermique est donnéencer@tant s
X

k=23W/m.°C.

En prenant la direction normale a la surface du counme étant la direction X avec x
= 0 a la surface gauche, la formulation mathématide ce probléme peut étre

exprimée comme suit:

2
T o Et T(0)=T,=80C —de—(x")

o =HT(L)-T.]



(b) Intégration de I'équation différentielle dewisfpar rapport aux rendements x

dT
—= T(x) =Cx+C
i G (x) =Cx+ G,
ou et G sont des constantes arbitraires. L'applicationcdeslitions aux limites donne
x=0: T0)=C,x0+C, - C,=T,
— — h(CZ _Too) — h(Tl _Too)
=L: -kC, =h[(C,L+C,)-T,] - C,=-—2_=2 _, =- 11 e/
X C, =h[(C, 2) ~ Tl 1 Tl C, K hL

En se substituant a la solution générale, la vanate température est
déterminée comme étant

T(X) = - Te) +T,
k +hL

2 o
(4W/mMPEO(80- 1°C o

T (23W/mI0) + (24 W/l Q(04 m)
=80- 131k

(c) Le taux de conduction thermique a travers le est

Quu =~ ar _ ~KAC, = ka(h = To)
dx k + hL
2 _ o
= (23W/m[3 C)(20m?) (24W/m” B3 C)80-15°C = 6030W

(23W/mDC) + 24W/m> 3 C)(04m)

Notez que dans des conditions stables, le taux@uction thermique a travers un
mur est constant.

[.2.2 Equation de la conduction de chaleur dans uaylindre long

I"élement de volume

ar r

q +dr . L : 1l
Fig 1.2 conduction de chaleur unidimensionnelle aravers un élément de volume

dans un cylindre long

On considere un élément de coque cylindrique mafiépaisseur dr dans un long

cylindre. La densité du cylindre ept la chaleur spécifique est C et la longueur est L.



la surface de cylindre a la direction normale @mdfert de chaleur a n'importe quel
endroit est ou r est la valeur du rayon a cet ehdsd A=n2rL. Notez que la surface
de transfert de chaleur A dépend de r dans ce etaglonc elle varie selon
'emplacement. Un bilan énergétique sur cet éléndentoque cylindrique mince

d'épaisseur]r pendant un petit intervalle de temfispeut étre exprimé comme:

En remplacant I'équation (1,15) et (1,16) dans (E4.4)

Taux de generation \

Taux de la conduction Taux de la conduction \d?. ,
( de ) _ < de ) +| chaleur alintérure
chaleur chaleur ax + dx , de
I'element

de voulume
Taux de changement

de
I'énerge contenue dans
I'élement de volume

Q; — Q; + dr+ Eypy. elment = % et e oo oo e (1.14)
AEélément = Et+At - Et = mC(Tt+At - Tt) = p. dI‘. A. C. (Tt-l'At - Tt) fan we wes e (I. 15)
AEélément = egen élément * Vélément = egen élément Adr (I' 16)
Qi — Q; +dr+ Egen Acdr = p. CAdr (F22528) L (1.17)
On divise 'Eq (1,17) par A.dr

_lQrtar-or, — Terat—Te

L epen = poC (T2 ) e (1 18)

Dans la limite, db 0 ,dr 0 , 'équatior{1,18) devinant

Qr +dr-Qr _ 9@ (Tt+At_Tt) — (O_T)

dr T oar’ dt ~\ot

Et en utilisant la loi de Fourier

10 T\  _  _ aT _
= (K.A;) +=€gen =P C.50 oo v e (1.19) = (1.15)
La loi de Fourier

. Q'r+dr—Q'r_g __a . a_T

lim,,_,q, £ = 28 = ar( K.A ar) e e (1.20)

L’équation de la conduction de chaleur transitoin@dimensionnelle dans un
cylindre devient



*conductivité thermique variable

10 aT _ aT

S (KT S2) + €gon = P .5t e (1,21)
*Conductivité thermique constante

10 ( oT €gen _ 1 OT

rar(r ar) b 2 (122)

(«=772)

*Régime parementant
10 oT
(K.r—) - €em =01 e s s s s s s s s s s s e e (1.23)

;E ar
<6T _ 0)
at
*Régime transitoire pas de génération de chaleuteg,, =0)

1i(r aT):i RO ¢ 177/

ror\' or) a ot

* Régime parementant pas de génération de chaleur

) oT

E(K.ra) S | OO ¢ 17)-9)
oT

(5 = ¢sen =0)

Exemple (1.2)

Les surfaces supérieure et inférieure d'une tig@dryque solide sont maintenues a
des températures constantes de 20°C et 95°C tapdisla surface latérale est
parfaitement isolée. Le taux de transfert de chadvavers la tige doit étre déterminé

pour les cas de tige de cuivre, d'acier et de grani »/ Insulated

\ S D=0.05m
Hypotheses

1- La conduction thermique est stable et unidinwmstlle. . [=0.15m
2 -La conductivité thermique est constante.

3- I n'y a pas de génération de chaleur.

Les propriétés des conductivités thermiques sonhées a k = 380 W/ m ° C pour

le cuivre, k =18 W/ m° C pour l'acier et k = 1,2 Wv° C pour le granit.

T—:=95°C



Notant que la surface de transfert de chaleur #ase cylindre a la direction
normale du transfert de chaleur) est constantube de transfert de chaleur le long
de la tige est déterminé a partir de :
ou L = 0,15 m et la surface de transfert de chaeest

A=71D?%/4=m005m)?/ 4= 1964 10° m?
Ensuite, le taux de transfert de chaleur pour chaqs est déterminé comme suit:

(a) Le cuivre: Q= kALLTZ = (380 W/ ni? C)(1.964 1T ﬁmg‘%o)’cz 373.1W
. n

(b) l'acier: Q= kALLTZ = (18 W/nf C)(1.964« 10 92'1?0 177w
. n

(c) granit: Q= |<AT1;LT2 = (12 W/nIC)(1.964« 10 35%03;(:: 1.2 W

Discussion:

Le taux constant de conduction thermique peueémrf de plusieurs ordres de
grandeur, selon la conductivité thermique du matéri

[.2.3 Equation de la conduction de chaleur dans ungphere

Elément de volume

Fig 1.3 conduction de chaleur unidimensionnelle aravers un élément de volume
d’une sphere.

On considére un mince élément de coque sphérigpaidseur dr dans une sphere. La

densité du cylindre est la chaleur spécifique est C et la longueur esa lsurface de

sphére a la direction normale de transfert de dnaen'importe quel endroit est ou r

est la valeur du rayon a cet endroit est #RZou r est la valeur du rayon & cet endroit

.Notez que la surface de transfert de chaleur Anttple r dans ce cas, et donc elle

varie selon I'emplacement. Lorsqu'il n'y a pas daégation de chaleur .Un bilan



énergétique sur cet élément de coque cylindriguecend'épaisseukr pendant un

petit intervalle de tempst peut étre exprimé comme:
En utilisant A= 4r®> ou lien de A=PIrL.
L’équation de la conduction de chaleur transitaine@imensionnelle pour une sphére

*conductivité thermique variable :

1 0 oT
o (T2 K SD) + €gen =P C. 50 e (1.26)

*conductivité thermique constante :

19 (20T Sien 1 0T
rzar(r )+ = e (127)

(«=7)

*Régime parementant

1 0 oT gen
r—zg(rz.KE) F BB 0 e e e (1. 28)

<6T _ 0)
ot
*Régime transitoire pas de génération de chaleuleg,, = 0)

ii(rza—T) = e e (1.29)

r2 or or a ot

*Régime parementant pas de génération de chaleur

aT
(a =1 €gen = 0)

9 ,0T
Ou 722 or = 2— =0

I.4.Equation général de la conduction de chaleur

Dans cette paragraphe nous développons I'équagmeral gouvernant dans tel
systeme en coordonnes rectangulaire cylindriqepleérique :

*Coordonnés rectangulaire (cartésienne)

0 (kaT)+ 0 (kaT)+ 0 (kaT)+ c 9T oT L.31)
7= K5 ay <3y 5, K3, €gen = P- N



*Conductivité thermique constante

0T  0°T | 0°T | egen _ 1 OT

o7x 92y T 9% T Qg e e e e e e e s (1.32)
(a = L) Equation de fourrier
p.C
*Régime permanent
aT
= 0
0°T  0°T | 0°T | egen _
PERAFTVRNPTS + < 0.. e (1.33)
Equation de poisson
*Régime transitoire pas de génération de chaleur
0°T  0°T | 0°T | €gen _ 1 OT
PERAFTVANPTS + gt e s (1.34)
Equation de diffusion
*Régime permanent pas géenération de chaleur :
02T 9%T  9%T

a2x a2y ' 92z

Equation de la place

*Coordonnées cylindrique :

16<k 6T>+16<k6T)+6(k 6T)+l _ CaT (1.36)
Zar .T o 230 \f 30 37 .raZ €gen = P- g e U
*Coordonnées sphériques

FALN (AL W W (AR 1 WO WY VAP O
2 0r (k'r or +r2.sin29'6<b k od +r2.sin29'69 kesin or +egen = p.C. ot - (1.37)

Exemple (1.3)

Un récipient sphérique est soumis a une tempérapgeifiée sur la surface intérieure
et a une convection sur la surface extérieure. drandilation mathématique, la
variation de la température et le taux de transferthaleur doivent étre déterminés
pour un transfert de chaleur unidimensionnel réguli

Hypothéses
1- La conduction thermique est stable et unidsrmmelle car il n'y a pas de

changement avec le temps et il y a une symétrieniqee autour du point médian.
2- La conductivité thermique est constante.
3- Il n'y a pas de génération de chaleur

Propriétés La conductivité thermique est donnéenserétant k = 30 W/m. °C.



Notant que le transfert de chaleur est unidimems&bdans la direction radiale r, la

formulation mathématique de ce probleme peut épeiée comme suit:

i r 2 d_T =0 Tl
dr dr
TDO
et T() =T,=0°C

d
«S2) - pyr(ry) -

(b) L'intégration de I'équation différentielle ufoés par rapport a r donne
, dT
r-——m=
dr <
Diviser les deux c6tés de I'équation ci-dessug paur I'amener a une forme
facilement intégrable puis intégrer,

a _ G
a r2

T =-2+c,
r

Ou et C2 sont des constantes arbitraires. L'apjgitades conditions aux limites
donne

r=rq: T(r1)=—%+C2=T1
1

r=ry: _k%:h(_&"'CZ_Tw\J
i o

Résoudre pour donne simultanément

C]_: rZ(Tl_Too) and C2 :Tl+——T1+ Tl_Too r_2
1 rp_k 1 1_I’72_L 61
rp, hr, r, hr,

En se substituant a la solution générale, la vanae température est déterminée
comme étant

C C T, -
T(r):—_1+T1+_1:C1 i_l +T1:$ r_z_r_z +T1
r r rpr 1_r72_L rpor

r, hry,

,_21_ 30W/mOC
2 @8W/m? [ C)(21m)

(0-29°C (271 —2—'1j +0°C = 2963105-21/r)
r

(c) Le taux de conduction thermique a travers Ue est



S LI 2,C1 _ _ (T -Ty)
Q= kAT = —k(47r%) = -4rkC, = 47k S
r, hr,

= - 47(30W/m 3C) (1m0 25°C = 23,460W

21 30W/mBC

2 @8W/m2 [ C)2.1m)
[.3 Conditions aux limites

Une des caractéristiques des équations de typsialie c’'est qu'ils nécessitent des
conditions aux limites aux frontieres du domainétade. Nous présentons en ce qui
suit les conditions aux limites spécifiques a I'aéton de I'énergie. Il existe 03 types

de conditions aux limites.

1.3.1 Conditions de Direchlet ‘Température imposée’

T(0)=T,
T(L)=T,

0

r
=

l
0 L

A

Figure 1.4 Conditions aux limites du ler type

La valeur de la grandeur a déterminée est connueliffiérentes limites (frontieres)
de la géométrie du domaine d’étude. Cette conditox limite est facile a
programmé, par contre il est difficile de maintetomt une surface a une température
fixe au laboratoire.

1.3.2 Flux imposé ‘condition de Neuman’

Aux frontiéres la densité du flux est connue (Yigjure 2.2) lorsque la paroi est isolée
le flux thermique dans ce cas est nul. Cette cmmdést trés facile a mettre en ceuvre

au laboratoire.



dT
@o = —k— dT

d S Al
x\ op = kdx

\

Figure 1.5 Conditions aux limites du 2 type.
1.3.3 Condition aux limites du 3eme type.’ Conditio de Cauchy

Lorsque les frontieres du domaine d’étude sont entact avec un fluide en
mouvement dont on connait le coefficient conveestifa température, la condition aux
limites imposée dans ce cas est la continuité ldescbnvectif et diffusif a I'interface

(frontiere solide/fluide).

hl]; Tm
er Tm

\

Fluide en mouvement

X

0 L

Figure 1.6 Conditions aux limites du 3" type.

La condition a I'interface limite s’écrit comme sui
Ax=0 flux convectif = flux diffusif

L’expression de la densité du flux convectif eshm@e par la loi de refroidissement

de Newton :

T N G S R RRTRTTON ¢ M 1: )

L’expression du flux diffusif est donnée par ladi@ Fourrier( )

oT
D) =Ko oo (1. 39)



A l'interface

¢0=-@§=hoab—ng"”"m"”"m"”"m"”"m"”"m"”"m(Lmn

Noter qu’a partir de la relatiofi. 40)on détermine le nombre de Nusselt comme suit :

Nﬁ=h%€".m.""”""”""”""”""”""”""”""”""”""”""“(L41)

Avec :
Lc: longueur caractéristique.

Donc en réécrivant I'équatiéh40), on aura :

n _dar
o dx
K (nrqg)"”"m."m"_""“"m"”""”""”"m"”""”"m(L42)

Multipliant les deux membres de I'équati@n42) par la longueur caractéristique LC

hoL -
N ==l = e e et et e e e e e e
k (To—Teo)

L¢

e (1.43)



