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Introduction générale

Introduction Générale

e sujet des vibrations est 1’étude des mouvements vibratoires (oscillatoire) des systémes
dynamiques. Un systéme dynamique est une combinaison de matiére dont les parties
sont capables de faire des mouvements relatifs. N'importe quel systéme possedant une
masse et une élasticité capable de faire un mouvement de vibration. La masse est la
constitution du systéme, et 1’¢élasticité est due a la possibilité de mouvement relatif des partis

constituant cette masse.

Les vibrations sont évidentes partout, un mouvement vibratoire est déclenché lorsque
le systeme est déplacé de sa position d'équilibre en raison d'une énergie transmise au systeme
par l'intermédiaire d'une source externe. Une force de stockage, ou une force conservatrice
développée dans 1’élément d'énergie potentielle (le ressort), rameéne le systéme vers la
position d'équilibre. Les buts principaux de 1’étude des vibrations sont de déterminer 1'effet de
la vibration sur la performance des systemes, la sécurité des systemes et le contrble de ses
effets.

Ce cours, répond a la premiere partie du programme officiel de la matiére «Vibrations
et Ondes» enseignés en deuxieme année pour les filieres techniques. Ce présent cours permis
aux étudiants d’acquérir les bases fondamentales sur le mouvement vibratoire.

Le cours est présenté en quatre chapitres et deux annexes. Le premier chapitre est consacré
pour donner les définitions nécessaires et les concepts fondamentaux sur les vibrations. Le
deuxiéme chapitre, traite les vibrations libres amorties et non amorties des systemes a un
degré de liberté. Les vibrations forcés (amorties et non amorties) a un degré de liberté sont
présentées dans le troisieme chapitre. Le quatriéme chapitre présente le mouvement vibratoire
des systéemes de deux degrés de libertés. A la fin de ce cours on présente une annexe sur le
formalisme de Lagrange et une deuxiéme sur les équations différentielles linéaires du

deuxiéme ordre.






Chapitre 1 Concepts fondamentaux sur les vibrations

Chapitre 1

Concepts fondamentaux sur les vibrations

1.1 Introduction
La plus part de nétres activités quotidiennes se manifestent sur des vibrations cycliques :
» On écoute parce que le tombeur de ’oreille vibre avec un mouvement cyclique.
» On parle avec des vibrations cycliques des angines et de la langue.
» On marche avec des mouvements cycliques des pieds.
» Etc....

Au début, les études concernant les mouvements vibratoires se concentrerent sur le
développement des théoremes mathématiques pour comprendre les phénomenes physiques
des vibrations. En revanche, les études récentes se concentrent sur les applications des
vibrations dans le domaine de 1’ingénierie, comme les moteurs mécaniques, les moteurs

électriques, les engins, les batiments, les ponts...

L’origine des vibrations est due a ’existence des défauts dans I'équilibrage dans les
moteurs ou dans les structures. Le déséquilibre peut étre di a une mauvaise conception, une

mauvaise fabrication ou au vieillissement de certaines parties du systéme.

» Les vibrations dans le moteur d’un train peuvent entrainer des haussements des roues

qui a son tour peuvent causer un déraillement.

» Les vibrations du moteur Diesel dans les engins provoquent un énorme bruit et des
vibrations dans la croute de la terre ce qui, avec le temps, entrainent des

endommagements dans les structures proches.

» Les vibrations dans les outils de découpage produisent des surfaces non homogenes.

S. Aoulmit 1



Chapitre 1 Concepts fondamentaux sur les vibrations

» Les vibrations diminuent la durée de vie du moteur que ce soit mécanique ou

électrique.
> Les vibrations dans les moteurs influent énormément sur la santé des utilisateurs.

Le grand probleme des vibrations réside dans les structures, lorsque le battement naturel
coincide avec le battement d’une force extérieure(le phénoméne de la résonance) ce qui
entraine une amplification de I'amplitude produisant un énorme dégéat dans les structures (le
pont du Tacoma, 1 Juillet au 7 Novembre 1940). Pour ces raisons, les ingénieurs sont obligés
de bien étudier les structures (ponts, constructions, immeubles,..) et améliorer 1’équilibrage
des machines mécaniques ou électriques. Malgré cela, les vibrations ont des applications

importantes dans la vie quotidienne comme les machines de lavages...etc.
1.2 Définition des vibrations

Le mouvement qui se répete au cours du temps s’appelle un mouvement vibratoire ou
un mouvement oscillatoire. Tout systtme mécanique ayant une masse et un élément flexible
(un ressort par exemple) ou leur équivalence dans un systéeme eélectrique (inductance,
condensateur) peut faire des mouvements vibratoires. Dans la plupart des cas, ces systemes
ont un amortisseur pour les systemes mécaniques ou une résistance pour les systémes

électriques. En général, on peut représenter un systéme vibratoire par les schémas suivants :

w - — —

Masse Ressort Amortisseur

Systeme mécanique :

kil | —
Systéme électrique : I

Bobine Condensateur Résistance

Figure 1. 1 : Représentation graphique des éléments du systeme vibratoire

S. Aoulmit 2



Chapitre 1 Concepts fondamentaux sur les vibrations

D’une autre maniére, on peut dire que tout systéeme vibratoire contient trois moyens :
» Systéme meécanique
» Moyen pour stocker I’énergie cinétique, c’est la masse.
» Moyen pour stocker 1’énergie potentielle, c'est le ressort.
» Moyen de dissipation de 1’énergie, ¢’est I’amortisseur.
» Systeme électrique
» Moyen pour stocker I’énergie électrique, c’est le condensateur.
» Moyen pour stocker 1’énergie magnétique, c'est la bobine.
» Moyen de dissipation de 1’énergie, c’est la résistance électrique.

Pendant les vibrations (oscillations), 1’énergie se transforme d’une forme a une autre :
de I’énergie cinétique a 1’énergie potentielle et vice versa dans un systéme mécanique ou de
I’énergie électrique a [’énergie magnétique et vice versa dans un systéme électrique.
L’exemple le plus simple représentant un systéme vibratoire mécanique est le pendule simple.
Dans chaque oscillation, 1’énergie se transforme de 1’énergie potentielle a 1’énergie cinétique
et vice versa. Supposant qu'a I’instant initial la masse est a la position 1 (fig.1.2), I’énergie

totale est sous la forme d’une énergie potentielle.

PSR
AN
S b
Ep =1{0-cos@
Ep =1{1-cos6)* i ., P ( )
E _ O .t': E "“ EC = O
REY : »()
® L
2) E p= 0

EC = Emax :%mv2

Figure 1. 2 : Transformation de I'énergie potentielle a I'énergie

cinétique et vice versa dans les vibrations d'un pendule simple

S. Aoulmit 3



Chapitre 1 Concepts fondamentaux sur les vibrations

On libére la masse, 1’énergie cinétique augmente et 1’énergie potentille diminue jusqu'a la
transformation compléte de 1’énergie potentille en énergie cinétique a la position 2 (fig.1.2),la
masse a fait un quart de cycle. A partir de la position 2, 1’énergie potentille augmente et
I’énergie cinétique diminue jusque la transformation compléte en énergic potentille a la
position 3 (la masse a fait un demi-cycle). Le retour de la masse a la position 1 avec le méme
processus, constitue un cycle complet. Dans le cas réel, durant le mouvement de la masse,
une partie de I’énergie se communique avec le milieu extérieur. Cette partie est irrécupérable,

donc le systéme perd de 1’énergie dans chaque cycle.

1.3 Classification des vibrations

Les vibrations peuvent étre classifiees sous plusieurs formes. On s’intéresse a la classification

la plus commune qui range les vibrations dans trois catégories.

1.3.1 Vibrations libres et vibrations forcées

Apres une perturbation initiale, un systeme vibratoire est laissé sans aucune action
d'une force externe, les vibrations dans ce cas sont connues comme des vibrations libres.

L'oscillation d'un pendule simple est un exemple de ce type de vibrations.

Si le systeme est soumis a une force extérieure au cours de toutes ces vibrations, les
vibrations résultantes sont dites forcées. On peut prendre le pendule simple comme exemple

si la masse est soumise a une force périodigque extérieure.

1.3.2 Vibrations amorties et vibrations non amorties

Si I’énergie totale du systéme est conservée 1’hors des vibrations (il n’y a pas de
dissipation de 1’énergie), ces vibrations sont dites non amorties. En revanche si le systeme
perd de I’énergie au cours de ces vibrations (si I’on consideére la résistance de 1’air sur la
masse du pendule simple dans I’exemple précédant), apres certain temps la masse s’arréte a

cause de la dissipation de 1’énergie. Ces vibrations, sont dites vibrations amorties.
1.3.3 Vibrations réguliéres et vibrations non réguliéres

Si I’amplitude du mouvement vibratoire est connue a tout moment, les vibrations

résultantes sont appelées réguliéres ou déterministes. D’une autre maniére, c’est le
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Chapitre 1 Concepts fondamentaux sur les vibrations

mouvement vibratoire dont on peut prévoir la valeur de I'amplitude a n'importe quel moment.

Dans le cas contraire, les vibrations sont dites non réguliéres ou non déterministes.

1.4 Nombre de degré de liberté

Le nombre minimal des coordonnées indépendantes nécessaires pour étudier un

systéme vibratoire est appelé nombre de degré de liberté.
Exemples :
» Pendule simple

Le systeme de la figure 1. 3. peut étre étudié (connaitre la position de la masse m dans
chaque instant) par la connaissance d'une seule coordonnée x ou y car elles sont liées par
la relation x?+y’=I?. Connaitre I’une des deux coordonnées, ¢a veut dire que la deuxiéme
est tirée directement par la relation précédente. On dit que les deux coordonnées ne sont
pas indépendantes. L’¢tude de ce systeme nécessite une seule coordonnée, donc le

systéme est a un degré de liberté.

X
—
p >
o
Y< |
\ m
Position d'équilibre
v
Figure 1.3 : Pendule simple Figure 1.4 : Systeme masse-ressort

» Masse ressort

Pour connaitre la position de la masse dans chaque instant, il faut connaitre seulement
I’abscisse X .L’étude de ce systéme nécessite donc une seule coordonnée, alors le systeme

est a un degré de liberté.
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Chapitre 1 Concepts fondamentaux sur les vibrations

» Deux masses et deux ressorts

Pour connaitre les positions des masses m, et m, dans chaque instant il faut connaitre les
abscisses x, et x, (les deux coordonnées sont indépendantes, x, par exemple ; peut prendre des

valeurs indépendamment des valeurs dex,, I’étude de ce systéme nécessite deux coordonnées,

donc le systeme est a deux degrés de liberte.

Position d’équilibre

Figure 1.5 : Systéme a deux degrés de libertés, deux masses et deux ressorts
» Masse ressort et pendule couplé

Pour connaitre la position de la masse M reliée au ressort et la position de la massem du
pendule dans chaque instant, il faut déterminer I’abscisse X et I’angle 8. L’étude de ce systeme

nécessite deux coordonnées, alors le systeme est a deux degrés de liberté.

Position d’équilibre

Figure 1. 6 : Systeme masse ressort et pendule couplés

1.5 Procédure d’analyse d’un systéme vibratoire

Dans le cas réel, presque la totalité des systemes sont trop compliqués ainsi que les
parametres externes qui influent sur ces systémes. Pour étudier ce genre de systéme, il faut

suivre des etapes pour arriver a un modele simple a étudie.

» Deétermination des composants du systeme et les forces agissant sure ce systeme.
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Chapitre 1 Concepts fondamentaux sur les vibrations

» Simplification du systeme réel(modele physique), a un modeéle plus simple dit modéle

mathématique.
» Détermination de nombre de degré de liberté.

» Utilisation des approches mathematiques (petites angles, ...) pour assurer 1’étude

analytique.

Exemple(voir la figure 1.7)

A
3,_4 @
Masse du cycliste + Masse du Moto

té gj

Masse roue Masse roue

E E

Masse équivalente

Ressort équivalent + Amortisseur équivalent

Figure 1.7 : Schéma illustre le passage du modele physique au modele mathématique (le

model simple) [2].
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Chapitre 1 Concepts fondamentaux sur les vibrations

1.6 Systeme mathématique (modele simple)

La simplification du systeme vibratoire compliqué a un modele simple représentant le
cas réel s'effectue par la détermination du ressort equivalant de tous les ressorts existant ainsi
que la masse équivalente de toutes les masses qui constituent le systeme. Dans ce qui suit
nous allons donner des exemples simples pour arriver a comprendre le ressort équivalant et la

masse équivalente.

1.6.1Ressort équivalant
Dans la pratique on trouve des ressorts en série et d'autres en paralléle.

a. Ressorts en paralléle

4

P=mg P=mg

Systeme physique Modele mathématique

Figure 1. 8 : ressort équivalant a deux ressort en série dans un systéme masse ressorts
Les équations du systéeme a 1’équilibre s'écrivent comme suit :
Pour le systeme réel :
P =k X+k,x (1.1-3)
P=(k +k,)x (1.1-b)
Pour le modéle mathématique :
P =KegX (1.2)

A partir des relations (1.1), (1.2) on peut déduire la constante de raideur du ressort équivalent

par la relation suivante :

S. Aoulmit 8



Chapitre 1 Concepts fondamentaux sur les vibrations

keq = (ky +k5) (1.3)

Si le systéme est constitué de plusieurs ressorts en série, alors la constante de la raideur du

ressort équivalent est donnée par :
Keq =D ;K (1.4)

b. Ressorts en série

La suspension de la masse m a I'extrémité libre des deux ressorts kjet kjcausedes

allongements x;et xodans k; et kjrespectivement. L'allongement total est X; = X; +X,

Systéme Physique
(@)

Model Mathématique

®

Systeme Physique
)

Figure 1.9 : Ressort équivalant d'un systéme mass-ressort a deux ressorts en série
A 1’équilibre mécanique : Si on considére le systeme réel, on peut écrire ce qui suit :
P=kyx (1.5)
P=k,X, (1.6)
Pour le modéle mathématique

P =KeoX, (1.7)
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Chapitre 1 Concepts fondamentaux sur les vibrations

A partir des relations précédentes, on peut écrire :

k
Sy (1.8)

1

k
X, = Xy =—1X (1.9)

k,x, =k
272 kzt

eq

On somme les relations (1.8) et (1.9) et tenant compte de la relation X, = X; + X,

k k
x1+x2:%xt+ﬂxt = :ke{ki+kijxt
1 2 1 2

A la fin on trouve la relation qui donne la constante de raideur du ressort équivalent.

e (1.10)

Dans le cas général ou le systéme est constitué de plusieurs ressorts en parallele, la constante

de la raideur du ressort équivalent peut étre donnée comme suit :
1 1
—=>= (1.11)
keq i ki

1.6.2 La masse équivalente
a. Ressort avec une masse non négligeable

Dans certains cas (voitures, camions...) on ne peut pas négliger les masses des
ressorts introduits dans la constitution des systéemes mecaniques. Pour simplifier 1’étude, on
cherche une masse équivalente du ressort qui I’on suppose suspendue a son extrémite,

finalement le ressort est devenu de masse négligeable. La masse du ressort est m sa longueur

. . m s
est L, donc la masse linéique du ressort est donnée par T La masse d’un élément S de

longueur dl est donnée par%dl .La vitesse des éléments constituant le ressort (points du

ressort) sont linéaire avec la distancel. La vitesse de I'élément qu'est a I’extrémité fixe est

nulle alors que la vitesse
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Chapitre 1 Concepts fondamentaux sur les vibrations

Systeme reel P
Modele Mathématique

Figure 1.10 : Masse équivalente pour un ressort de masse non négligeable

de I'élément qu'est a I’extrémité librex est maximale. La vitesse de 1’élément dl peut étre

donnée comme suit :

%s () :lL (1),

L’énergie cinétique T du ressort est égale a la somme de toutes les énergies de ses éléments et

comme la distribution de la masse est continue alors la somme sera remplacée par une

intégrale :
2
T= Ll(mdlj[lxj _ imsxzp.zd. (1.12)
o2\ L L 213 D
T l(m) e (1.13)
23

Sachant que I’énergie cinétique du systéme équivalant (modele mathématique) s'écrit :

T=Zm,-X (1.14)

€q

Tenant compte des relations (1.13) et (1.14) on déduit ce qui suit :

m
Meg = - (1.15)

S. Aoulmit 11



Chapitre 1 Concepts fondamentaux sur les vibrations

e Masse équivalente de trois masses

Dans la plupart des cas pratiques, plusieurs masses apparues en combinaison. Pour rendre

I’étude simple, elles doivent étre remplacées par une seule masse équivalente. Pour illustrer
cette supposition on donne un exemple de trois masses m;, m, et myattachées sur une barre
de longueurl qui pivote autour d’un axe quelconque (figure 1.11).Supposant que les masses

sont attachées a des distances X;, X, €t X5 de I’axe de rotation.

1 . |

H H H 3

Ee— > 1, :

G T } >
Xl ﬂ X2 X3

: |

: ' Meq

G - } >
Xq

Figure 1.11 : Masse équivalente de trois masses M;, M, et Myattachées sur une barre

On cherche la masse équivalente de ces trois masses supposées attachées a la place de m, (la
masse équivalente attachee dans x, ). Pour simplifier I’analyse, on suppose que la barre pivote

avec des petites vitesses angulaires. Dans cette approximation, on peut écrire les vitesses des

masses en fonction de la longueur de la barre | par les relations suivantes,

. P
> La vitesse de la masse m; : X, = T2 X,

: ;o
» Lavitesse de lamasse M3 : X, = T3 X,

> Lavitesse de la masse équivalente Mgq © X,

L’¢énergie cinétique du systéme réel est donnée par :

S. Aoulmit 12



Chapitre 1 Concepts fondamentaux sur les vibrations

T :%mle +%m2>'<22 +%m3>'<§ (1.16)

L’¢énergie cinétique du modele mathématique est donnée par :

12

A partir des deux relations précédentes, on peut écrire ce qui suit :

1 2
—m,, X

1 ., 1 ., 1
> M eq=Em1xf+5m2x5+5m3x32 (1.18)

Tant que la masse équivalente est supposee attachée a la place de la masse m; (c'est-a-dire a

la distance x, ), la vitesse de la masse équivalente meq est égale a la vitesse de la massems,

c'est a dire Xeq = %, . En l'introduisant dans 1’équation (1.18), on trouve :
| 2 12
Meg =My + (I_ZJ my + Eéj ms (1.19)
1

1.7 Mouvement harmonique

Le mouvement qui se répete dans des temps égaux, s’appelle un mouvement
périodique. Le plus simple mouvement périodique est le mouvement harmonique ou
I’amplitude reste constante (forces dissipatives sont négligeables).Le mouvement d’un point
sur un trajet circulaire avec une vitesse angulaire constante et le mouvement d’une masse

accrochée a un ressort sont des exemples qui représentent ce type le mouvement harmonique.

Le mouvement harmonique peut étre représenté mathématiquement par le sinus ou le cosinus.
Pour illustrer cette idée on schématise ou le mouvement d'une masse suspendue a un ressort
(fig. 1.12) ou par le mouvement d'un point matériel qui se déplace autour d'un cercle (fig.
1.13).

» Amplitude : L'amplitude est I'écart maximal du systeme vibratoire par rapport a sa

position d'équilibre (fig. 1.13).
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Chapitre 1 Concepts fondamentaux sur les vibrations

=1y —X
| =1, —[x(t)|
I =1
° | =1y +[x(0)
I=I0"_)(max /

r r r r r r r I

Figure 1.12 : Schéma illustre la représentation du mouvement harmonique par le sinus ou le cosinus.
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Figure 1.13 : Schéma illustre la représentation du mouvement harmonique par le sinus ou le cosinus

2.

S. Aoulmit 14



Chapitre 1 Concepts fondamentaux sur les vibrations

» Cycle : le déplacement du systéeme vibratoire de la position d'équilibre a la position
extréme dans une direction puis le retour jusqu'a la position extréme dans la direction
opposee, passant par la position d'équilibre, puis le retour a la position d'équilibre
initial est appelé un cycle.

» Période : la période d'un mouvement vibratoire est le temps nécessaire pour que le

systéeme compléte un cycle. L'unité du période T est la secondesS .
1.7.4 Représentation complexe du mouvement harmonique :

Un nombre complexe Z peut étre représenté par un point dans le plan complexe, ou le

point Z(x, y) représente le nombre complexe Z=x + iy (fig : 1.14 a)

Im‘r Im‘r
Im(Z Z(x1y)
1z
> ' 0 >
Re(Z) Re Re
(a) (b)

Figure 1.14 Représentation d’un nombre complexe.

L'amplitude du nombre complexe |Z| est sa distance a l'origine. L'angle entre la ligne radiale

et I'axe des réels fait un angle appelé I'argument de z (arg(Z))ou la phase de z (fig : 1.14 b).

Exemple : Z =2+i3
Z|=v2*+3% =36, arg(Z) = tan‘l(gj =56.31" = 0.98rad .

On peut écrire le nombre complexe en fonction de 1’amplitude et de la phase avec,

Re(Z) =|Z|cos(6), Im=|Z|sin(6) (1.20)

Alors
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Chapitre 1 Concepts fondamentaux sur les vibrations

Z =Re(Z) +i1m(Z) =|Z|cos(6) +i|Z|sin(6) (1.21)
En fin,
Z =|Z|(cos(8) +isin(0)) (1.22)
Nous avons,i®=-1, i®=-i, i*=1 i°=i, i®=-1..
2 4 6 Y - 0\4 . 0N\6
COS¢9:1—0—+0——9—+...:1+(|9) +(”9) +(|9) +...
2! 41 6! 2! 41 6!
3 5 7
sin0=0—9—+0——9—+
3 5 7
M3 S (i
isin¢9=i6?+(|9) +(|9) +(|9) +...
I 51 7!

On peut écrire,

N2 i3 (i _
c050+isin6?:1+0+(“zl) +(|§|) +(IZ|) +..=e" (1.23)

Alors le nombre complexe peut étre écrit sous la forme la plus simple,

Z =[z|e" (1.24)

Figure 1.15 Mouvement circulaire d’un point matériel.
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Chapitre 1 Concepts fondamentaux sur les vibrations

Considérons, dans le plan (x, y) un point se déplace dans le sens contraire des aiguilles d'une

montre sur un cercle de rayon A avec une vitesse angulaire wt .
Les coordonnées de ce point correspondent au nombre complexe sont données par
Re(Z) = Acos(d), Im= Asin(6)
Donc, le mouvement harmonique simple peut étre donné par
Z = Ae™ (1.25)

Dans 1’étude du mouvement harmonique ou on prend soit la partie réelle soit la parie
imaginaire. Cette écriture est tres utile pour étudier le mouvement harmonique. Elle est

simple a dériver, a intégrer, a sommer ...

S. Aoulmit 17



Chapitre 2 Vibrations des systémes a un degré de liberté.

Chapitre 2

Vibrations libres des systemes a un degré de liberté.

2. lintroduction

Tout systeme vibre loin d’excitations extérieures (le mouvement est di a une
perturbation initiale), les vibrations qu'ont suivies sont dites libres. Si le systeme nécessite
une seule coordonnée pour son étude, le systéme est donc a un degré de liberté. Si le systeme
ne perd pas de I'énergie, les vibrations sont dites non amorti, dans le cas contraire ils sont

dites amortis.

Pour étudier les systemes vibratoires il faut suivre les étapes suivantes :
» Etablir I’équation différentielle qui représente le mouvement.
» Larésolution de I’équation différentielle.

» Deéduire les parametres physiques : Amplitude, Battement, Fréquence ...etc.
2.2 Vibrations libres non amorties

2.2.1 Vibration de translation non amortie

Plusieurs méthodes sont utilisées pour déterminer I’équation différentielle représentant
le mouvement. Parmi ces méthodes on cite : la méthode de Newton, la méthode de Lagrange,

la méthode d’énergie...etc.

Dans le présent cours, nous utilisons deux méthodes seulement : la méthode de newton et

la méthode de Lagrange.
a- La méthode de Newton

Exemple 1 :
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Chapitre 2 Vibrations des systémes a un degré de liberté.

On prend le systeme composé d’une masse Msuspendue a un ressort de raideur ket de

longueur initiale 1.

k K ‘
AX
......................... X(t) +AX
P=mg
P =mg
® @ o

Figure 2.1 : Systéme masse-ressort a un degré de liberte

A I’équilibre mécanique (position 2) et selon le principe du Newton on peut écrire
- -
Y F=0

mg—kAx=0 = mg=KkAx (2.1)

Remarque : on peut trouver expérimentalement la raideur d’un ressort avec cette

- : N mg
expérience simple, ou k = o
X

N

5
Dans la position 3, d'aprés la deuxiéme loi du Newton Z F =my on peut écrire :
mg —K(x(t)+ AX)=m-y =mX (2.2)

mg —kax —k x(t)=m¥X (2.3)

A partir de la relation (2.1), on trouve ce qui suit :

—kx@®)=mx =  mx(t)+kx{t)=0 (2.4)
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Chapitre 2 Vibrations des systémes a un degré de liberté.

Finalement on peut écrire 1’équation différenticlle qui représente le mouvement par :

X(t) + LS x(t)=0
m (2.5)

On remarque que c'est une équation différentielle linéaire homogene du deuxiéme ordre.
Exemple 2 :

On prend le systéme du pendule simple.

1)
I
.I:’
l_jn m Ut
......... mgsin QAR mgcos &
P

Figure 2.2 : Systeme a un degré de liberté : le pendule simple.

N

%
D'aprés la deuxiéme loi de Newton, Y F =my, on trouve :

p+T =my (2.6)

5
» Par la projection sur I’axe U, :

—mgsin(8)=my, (2.7)
7, . L’accélération tangentielle et g : la pesanteur.

5
» Par la projection sur I’axe U, :

—mgcos(@)+T =my, =0 (2.8)

Nous avons v, =10 et =16
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Chapitre 2 Vibrations des systémes a un degré de liberté.

Par remplacement dans 1’équation (2.7), on trouve.

—mgsin(d) =mléd (2.9)

En fin on peut écrire,
é+%gmm=o (2.10)

On suppose que le pendule oscille avec des petits angles ce que permit d’utiliser

I’approximationsin(d) = 8. L'équation (2.10) s'écrit donc comme suit :
é+%9=o (2.11)
C’est I’équation différentielle du mouvement vibratoire.

b- Méthode de Lagrange :

Nous avons consacré une breve démonstration de la méthode de Lagrange dans
I’annexe 1. Dans tout qui suit, on utilise directement la méthode. Pour mieux comprendre et
apprécier I’intérét de la méthode de Lagrange, On utilise les deux exemples précédents.

> Masse ressort

On considere un systeme masse-ressort a un degré de liberté. Il est libre (aucune force
extérieure) et conservatif (non amorti). Dans ce cas (voire I’annexe 1), 1’équation de

Lagrange s’écrit comme suit,

dfak) a_y (2.12).
dt\oq ) oq

L : Le Lagrangien du systéeme est donné par: L=T -U

g : La coordonnée géneralisée, dans ce cas =X
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Chapitre 2 Vibrations des systémes a un degré de liberté.

. C . \ 1 ) 1 .
T : L’énergie cinétique du systéme, T = > mv?, commev=Xx = T= 5 mx?

U : L’énergie potentielle du systeme, U = % kx?

L=ime? Ly (2.13)

2 2
> 6_L = mX

OoX
g[ijzmx (2.14)
dt \ dx
AL kx (2.15)
OX

En remplacant les équations (1.14) et (1.15)dans (1.13) on aboutit a 1’équation

différentielle représentant le mouvement vibratoire,

$+ X x=0 (2.16)
m

» Pendule simple

Le systeme est libre (aucune force extérieure appliquée) et conservatif(non amorti).

L’équation de Lagrange est donnée par la relation (2.12),
L : Le Lagrangien du systeme est donnépar: L=T-U

q : La coordonnée genéralisee, dans ce cas =46

2 commev=10 = T:%mlzé’2

, e . 1
T : L’énergie cinétique du systeéme, T = > mv

U : L’énergie potentielle du systéme, U = mgl(1—cos )

L :%mlzé’2 —mgl(l—cosd) ,
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Chapitre 2 Vibrations des systémes a un degré de liberté.

L :%mlzé?2 —mgl + mglcos @ (2.17)
> L _mizg
o0
9{95]=mﬂé (2.18)
dt\ de

> i:—mglsin6’,
00

Comme nous l'avons mentionné auparavant, il faut faire des simplifications pour
arriver a des solutions analytiques. On considere que le pendule oscille (vibre) avec des petits
angles, ce qui permit d’écriresinfd =~ 6

oL
= —_mglo 2.19
Y g (2.19)

On remplace les équations (2.18) et (2.19) dans 1’équation de Lagrange (2.12) on trouve :
mi?+mglo=0 (2.20)
A la fin, on trouve 1’équation différentielle qui représente le mouvement vibratoire

é+%9:o (2.21)

On reprend par exemple le cas du systéme masse ressort et mettant 1’équation sous la forme

X+Ww>x =0 avec W’ _K (2.22)
m

La résolution de I'équation (2.22) est de la forme (voire I’annexe 2),
X = A cos(w,t) + A, sin(w,t) (2.23)

A, et A, sont des constantes peuvent étre trouvees a partir les conditions initiales.

a t=0 = A=X, e A=—
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Chapitre 2 Vibrations des systémes a un degré de liberté.

Finalement on trouve :

X = X, COS(W,t) + ﬁsin(wnt) (2.24).
Wn

Le déplacement X de la masse, peut étre écrit sous une forme plus adéquate, en posant

A =Asing, et A, =Acos¢@,.Ca veutdire qu on remplace A, et A, par Aet ¢.
X = Asin ¢, cos(w,t) + Acos ¢, sin(w,t) (2.25)

En utilisant,sin(e = f) =sina, cos f+sin fcosa, I’équation (2.25) peut s'écrire comme

suit:
X = Asin(wnt + ¢p) (2.26)
L’équation représente un mouvement harmonique dont :
» A l’amplitude du mouvement.
» W, : le battement naturel du mouvement.
» @, :laphase (I’angle initial).
La vitesse de la masse est représentée par le premier dérivé de la position X

X = AW, cos(W, +¢p) (2.27)
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Chapitre 2 Vibrations des systémes a un degré de liberté.

L'accélération est donnée par le dérivé second

X = —Aw% sin(wnt + ¢p) (2.28)

Sur la figure 1.14 on représente la position X, la vitesse X ainsi que l'accélération X de la

masse m

5 T T T T T
S
>
S8 or 4
=
I
k7]
(=)
5 r r r r r
(o] 1 2 3 4 5 6
Temps (s)
20 T T T T T
L
‘v
E
@ 0 u
12}
(%}
2
>
20 r r r r r
(0] 1 2 3 4 5 6
Temps (s)
<~ 100 T T T T T
‘n
£
=
8 o~ A
©
w
©
3
< 100 r r r r r
0] 1 2 3 4 5 6
Temps (s)

Figure 2. 3 : Position, vitesse et accélération en fonction du temps pour le mouvement

harmonique

2. 2 Vibrations de rotations libres non amorties

Soit un systeme oscillant autour d’un axe, le mouvement résultant s’appelle
mouvement vibratoire rotationnel. On prend I’exemple de deux masses my et myreliées par

une tige métallique de masse négligeable et de longueur r. La tige est montée sur une barre
métallique circulaire qu'est a son tour fixée par l'autre extrémité a un bati fixe (fig.2.4). La

barre métallique est de longueur I, de moment d'inertie 1 et de coefficient de cisaillementG .

Si le systeme est déplacé de sa position d'équilibre par un angle donné@, il résulte dans la
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Chapitre 2 Vibrations des systémes a un degré de liberté.

, Gl : :
barre un moment de torsion M :TOQ. Alors, la barre agit comme un ressort de torsion

avec une raideur de torsionk; = % = %
VIITIIII4 224,
(I’IovG) —— (I,IO,G)

Fiaure 2. 4 Mouvement vibratoire rotationnel.

Le systtme a un degré de liberté, la seule coordonnée nécessaire pour l'étudier est
I’angle . On utilise 1’équation de Lagrange pour déduire I'équation différentielle représentant

le mouvement,

d % —%:O (2.29-a)
dt\og) oq

La coordonnée généralisée  dans ce cas est I’angle 6. Donc

i[a—L. _d g (2.29-b)
dt\od) o0
ouL=U-T
1. -
> U=-ko (2.30)

2
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Chapitre 2 Vibrations des systémes a un degré de liberté.

T= %(mlrf + mzrzz)- ? (2.31)
l 2
T=210 (2.32)

oul = (mlrl2 +m, r22) est le moment d’inertie du systéme.

Remarque : le moment d’inertie dans un systeme qui fait un mouvement de rotation est

équivalant a la masse dans un systeme faisant un mouvement de translation.

A la fin on écrit le Lagrangien du systeme comme suit :

L=t192 Ly 2 (2.33)
27 732

) d (oL . oL
Appliguant le théoréme de Lagrange : —| — |=10et — =—k. 0 .
Al Jrang dt(aej 00 !

Finalement I'équation différentielle qui décrit le mouvement peut s'écrire comme suit :

é+$9=o (2.34)

0+wW60=0 (2.35)

[k . .
> W, = Tt : le battement naturelle du mouvement vibratoire en rad.s™.

n

2 . . .
> T.=":1a période naturelle du mouvement vibratoire.
w

n

1
n

1 . . . _
> f = _I_—: la fréquence naturelle du mouvement vibratoire en s

n
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Chapitre 2 Vibrations des systémes a un degré de liberté.

Rappel :

- Le systéme précédent est constitué de deux masses distantes (les masses sont éloignées),

le moment d’inertie est donné par: | = (mll’l2 +m, r22 )
- Si le systéme est constitué de plusieurs masses distantes (les masses sont éloignées), le
i=n
moment d'inertie est donné par: | = (mlrf +m, I’22 + ...mnl’n2 )= Zmi I’iz .
i=1

- Si le systéme est constitué de plusieurs masses adjacentes (distribution continu de la

masse), le moment d’inertie est donné par . | = j r2dm

(e

dM est /g masse de 1'élément qu’est a une distance r de [’axe de rotation o

Exemples:

Anneau

| ==mR®
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Chapitre 2 Vibrations des systémes a un degré de liberté.

Sphére creuse 5pene
| =<mR? | =2mR?
5

Cylindre creux Cylindre plein

Théoréme de Huygens

Soit un objet en rotation autour d’'un axe o passant par son centre de masse. Si A est
un axe paralléle a o distant de o avec une distanced , Le moment d'inertie de l’objet par

rapport a ’axe Aest donné par ;

Iy =1, +md?
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Chapitre 2 Vibrations des systémes a un degré de liberté.

| est le moment d’inertie de l'objet par rapport a [’axe o et M la masse de I'objet.

2. 3 L'énergie de I'oscillateur harmonique
L . 1 o 1 -
Pour Il'oscillateur harmonique, E = 5 mx“ + > kx
X = Asin(Wnt + @) = X = Aw,, cos(Wnt + @)

E= % mA?w? cos” (W, t + ¢) + % KA sin®(w t + @)
E= % MA*W? (cos® (W, t + ¢) +sin® (W, t + ¢))
(2.36)

E = Lmazw?
2

Energie totale

|I / _ | p
I|I .-"ll. AY I|I
! I "\"' |
Il". / = N |
E L ] S =
2 A 0 \ 2
LAY £l
joh doan
1 ) / ___.-" Vo
E.=-mx* | A\ AR
2 | C
| |
|I o
.' |
X —
-a _ a a +a
z /2

Figure 2.6 : Variation de 1’énergie cinétique et de 1’énergie potentille
dans les vibrations harmonique [5].
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Chapitre 2 Vibrations des systémes a un degré de liberté.

2. 3 Vibrations libres amorties

Les vibrations libres amorties, sont des vibrations résultantes aprés une perturbation initiale

ou I’amplitude diminue avec le temps jusqu'a I’arrét complet du mouvement. La diminution

de I’amplitude est due a la perte de I’énergie a cause des forces de frottement. Il y’a trois

types de frottement :

a-

Frottement visqueux : ce type de frottement, se trouve quand 1’objet se meut dans un

fluide avec des faibles vitesses. La force de frottement est inversement proportionnelle

- -
alavitesse. f =—cv, ou cest le coefficient de frottement.

Frottement de Colomb : le frottement de Colomb se trouve lorsqu’un corps solide se
glisse contre un autre. La force de frottement est proportionnelle a la force normale a

- -
lasurface. f =—a N

Frottement intermoléculaire : le frottement intermoléculaire apparu lorsque le
systeme subi des déformations dont lesquelles les molécules s'éloignent et se
rapprochent. Au cours de ces interactions intermoléculaires le systeme perd de

I'énergie sous forme de chaleur (énergie irrécupérable) au milieu extérieur.

Dans ce cours on s’intéresse seulement au frottement visqueux. On prend le systéme masse

ressort amortisseur (fig. : 2.7)

> Méthode de Newton

—

5
D'aprés la deuxiéme loi de Newton, Z F =my, on trouve

> o5 5> >

—CcX—kx=mX (2.38)
s+ Sx+ Kxzo (2.39)
m m
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Chapitre 2 Vibrations des systémes a un degré de liberté.

Amortisseur LJ Ressort c————=—>—

L | p=mg vO

Masse m
Figure 2.7 : Systéme amortie, masse ressort amortisseur.

L’équation du mouvement, est une équation différentielle du deuxiéme ordre.

» Meéthode de Lagrange

Le systétme masse ressort amortisseur a un degré de liberté. Il est libre (aucune force

extérieure) et non conservatif (amorti). Dans ce cas (voire 1’annexe 1), 1’équation de

Lagrange s’écrit comme suit,

dfob)_ &, d _, (2.40)
dtlog) oq oq

L : Le Lagrangien du systeme est donné par: L=T -U

g : La coordonnée généralisée, dans ce cas g = X

T : L’énergie cinétique du systéme, T = Emvz, commev=x = T= 5 mx?

U : L’énergie potentielle du systéme, U = % kx?

T CIE . (2.41)
2 2

i[a_kj _my (242)

dt \ dx
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Z_L _ kx (2.43)
X
D=2cq’ = 1
2 (2.44)
% — X (2.45)

Remplacons les équations (2.39), (2.40) et (2.42) dans (2.37) on aboutit a 1’équation

différentielle qui représente le mouvement vibratoire,

X'+£>'(+£x=0 (2.46)
m m

C'est la méme équation différentielle obtenue par la mécanique de Newton.
Pour résoudre cette équation, if faut écrire 1’équation caractéristique (voire I’annexe 2),

2+f2:K g (2.47)
m m

Les racines de 1’équation sont :

PR /(sz_he%__i_ /(sz_h
~2m 2m) m ~ 2m 2m) m’

Les solutions de I’équation caracteristique, bien sur I'équation différentielle, dépend

des valeurs et de la nature (réel ou complexe) de 4, etA,. D’une autre maniére, les solutions

2
dépendent de la valeur et du signe de la racine (i) _k .

2m m
C 2 k
> [—j —— =0 il y’a une solution double
2m m
C 2k
> [—J —— >0 deux solutions réelles
2m m

S. Aoulmit 33
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2
> [ij _k < 0 deux solutions complexes.

2m m

Avant d’étudier ces trois cas, nous allons définir le coefficient de frottement critique et le

rapport de frottement.

2.3.1 Coefficient de frottement critique

Le coefficient de frottement critique C, est définit comme la valeur du coefficient de

frottement pour lequel la racine de 1’équation caractéristique sera nulle.

2
S —5=o = S (Ej = CC=2m\/E
2m m 2m m m
Commewn=\/z,
m

Alors
Cc =2mw,. (2.48)

2.3.2 Rapport d’amortissement

Le rapport d’amortissement € est défini comme le rapport du coefficient de frottement

au coefficient de frottement critique.

C C C
&= =
C 2mw,  2m

Les racines de 1’équation caractéristique peuvent étre écrites sous la forme,

A =—€-W, ++(&5—1)w,
A =—&-W,—+/(g°=1)w, .

Cette forme d’écriture montre que la nature du mouvement dépend du rapport de frottement ¢

. On va trouver la nature du mouvement dans les trois cas possibles.
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Remarque : si le rapport de frottement est nul &,=0 = C=0(l n’y a pas de

frottement). Les solutions de I’équation caractéristique sont A, , = +iw, . Le mouvement
est harmonique simple.

2.3.3 1" Cas ; amortissement faibleC <C, :

C<C = e<l = (82—1)<0

C

La valeur de la racine est négative, donc les solutions de 1’équation caractéristique sont

complexes. On peut réécrire les solutions de I’équation caractéristique sous la forme ;

A =—&-W, +iy(1-&° W,
L =—&-W, —iyJ(1-¢° W, .

Les solutions de 1’équation caractéristique sont de la forme 4, = +if. Dans ce cas, la

solution de 1’équation différentielle est donnée par (voire 1’annexe 2),

x(t)=e" (A cos(B1) + A, sin(A1t)) (2.49)
ou, x=—&W,et f= Mwn. Par remplacement, on trouve

X(t)=e""1 (A cos(y/L— )W, 1) + A, sin(\ (L — £2)w, 1)) (2.50)
A, et A, sont des constantes peuvent étre trouver a partir des condition initiales.

X(0) = X,
t=0
X(0) =%,

X(t) = —aw, e " (A cos(y/(L— )W, 1) + A, sin(y (1— 2w, 1)) +
e ™ (AN - P, .sin( (1—&2)wW, 1) + Ay (1— ?)w,.cos(y/ (1— 2w, 1))

On déduit ;
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A =X,

X(t)=e"""" (xg cos(y/(1— &)W, 1) +

J—

X+ &W, X,

Xo 28 Xo i [1— £2)w, 1)

(2.51)

Comme nous avons dit auparavant, I’équation peut étre écrite sous la forme la plus adéquate

X(t) = Ae sin(w.t + ) (2.52)
2 2 _ A.'I. _ 2
A +A, @, = arctan E et w, =vl-¢e“w,.
E 0.01 T T T T T T T T
x ¢=100 Nsm™!
8 \/ \-/ \/ N——"
(o]
=3
3 001 r r r r r r r r r
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Temps (S)
E 0.01 T T T T T T T T T
z c=300 Nsm’?
] /\
NG
3
o
3 001 r r r r r r r r r
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Temps (s)
. x10
£ 10 T T T T T T T T T
; 50 ¢=500 Nsm! i
3]
% 0 T ———
]
=3 \/
3 5 r r r r r r r r r
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Temps (s)

Figure 2.8 : Vibration faiblement amortie d'un systéme masse ressort (m=500 kg, k=10*Nm™),

pour trois différentes valeurs de coefficient de frottement.
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W, : le battement amorti, il est toujours inferieur aw,, .

L’amplitude du mouvement Ae " diminue avec le temps jusqu'a ’arrét du systeme.

2.3.4 2°™ cas : frottement critique :

c=cC = e=1 = 1-£2)=0

C

Les racines de 1’équation caractéristique seront données par : A, =—W,. La racine est réelle

doublée, et par suite la solution de I’équation différentielle est donnée par (voir I’annexe 2):

X(t)=(A + Ate™ (2.53)
X(0) =%, A=X
Des conditions initiales, t =0 on trouve .
X(0) =X, A, = X+ W, X,
X(t) = (xg + (¥ + W, o)t e ™" (2.54)

Le mouvement n’est pas vibratoire, le systéme va revenir a sa position initiale sans faire des

oscillations (fig. 2.8).

0.7

06r C=Cc= 447.21 Nsm'!

Figure 2.9 : Vibration critique amortie d'un systéme masse ressort (m=50 kg, k=10*Nm™.
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2.3.5 3°™ cas : frottement lourd :

C>C, = e>1 = /g2 =1>0, Les racines de I’équation caractéristique seront

données par : 4; , =—W,,. Les racines sont réelles,

A =—ew, + V(l_gz)wn
Ay =—ew, — V(l_gz)wn'

Par suite, la solution de I’équation différentielle est donnée par (voir I’annexe 2):
x(t) = Ae™ + Ae™ (2.55)

Le mouvement n’est pas vibratoire. Le systéme va retrouver son état initial sans oscillations
dans un temps plus grand que dans le cas de frottement critique.

0.1

0.09 -1
C=500 Nsm

T

0.08
Cc=447.21Nsm™

Déplacement X (Cm)
© o9 o o o o
o o o o o (@)
N w EAN (6] o)) ~
T T T T T T

o

o

=
I

0 : ‘
0 0.5 1 15
Temps (S)

Figure 2.10 : Vibration lourdement amortie d'un systéme masse ressort (m=50 kg, k=10*Nm™.
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2.3.6 Décrément logarithmique

Le décrément logarithmique est défini comme le taux de diminution de 1’amplitude du
mouvement vibratoire. Mathématiquement, le décrément logarithmique est donné par le

logarithme naturel de deux amplitudes successives.

Soit t; et t, les temps de deux amplitudes maximales successives.

x(t)  Ae™*usin(w,t, +¢p)
X(t,)  Ae ™ sin(w,t, +¢y,)

(2.56)

2 - :
tL=t+T,, T,= “la periode du mouvement amorti.
w

a
a

sin(wyt, + @) =sin(Wyt; + 27+ ¢p) =sin(wyt; +¢yp)

X(tz) N e_‘('vvntz N e_‘wvn(t1+ta)

—aW,t, —aW,t,
X(t) _e e VA S (2.57)

Et par suite le décrément logarithmique est donné par ;

5= |n(%j =W, T, (2.58)
2

On remplace par la formule de T, , le décrément logarithmique peut étre écrite sou la forme

(2.59).

Remarque : On peut écrire le taux & d’amortissement en fonction du décrément
logarithmique 6 comme,

o

\J@r)% + 52

Cette relation permet de trouver expérimentalement le coefficient de frottement par la
mesure de décrément logarithmique.

E =
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Le décrément logarithmique de deux amplitudes séparées par le temps t, =t; +nT,

X6 x4 %X X (2.60)
X)) Xur X2 X5 X, Xn+1
Xi _ g
Xi+1
X1 _ en.aWnTa
Xn+1
Le décrément logarithmique sera donné :
2
s=n—-% (2.61).
1-¢&?

2.3.7L’¢énergie dissipée lors du frottement faible

L’énergie dissipée lors du frottement est égale au travail fourni par la force de

frottement (dans notre cas ; la force de frottement est de nature visqueuse).

Lors d’un cycle, I’énergie dissipée est égale au travail fourni par la force de frottement

- -
pendent ce cycle. La force de frottement visqueux est de la forme f =—cv .

N
Par définition le travail de la force f est donnée par ;

T, 5 T, o T

W:Ifdx = w:—c_[vdx = W=—CJVdX.
0 0 0
v=% = dx=vdt, V=X

dt
Ta Ta
W:—CIXth = W=—CIX2dt.
0 0
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.
AE:cszdt
0

Nous avons,

X(t) = Ae~% sin(w,t + @p)

C /

2m
X = —aAe % sin(Wyt + @) + AW, Ae ™% cos(Wyt + )

X =—Ae" A (arsin(w,t + ) — Wy ACoS(W,t + @)

Dans le cas d'amortissement faible, le facteure % ~1ldans lintervalle 0 ->Ty

Ta
AE = cA? I(az sin? (Wat + ) + w§ sin? (Wat + @) — 2wy Sin(wW,t + @) sin(wyt + ¢ ))dt

0
On fait un changement de variable

t:0->T
O =wyt+¢@ :>d—‘9:Wa :>dt:d—9 a
dt W, (0:0->27

27 2z 27
On a Aussi, Isinzédez .[00826d9:7r, J.sinecosédezo
0 0 0

A la fin, I’énergie dissipée lors d’un cycle sera donnée par :

2 2
cA CcA
AE = —(a27z + W§7r) = —Wrz]
a Wa

S. Aoulmit 41



Chapitre 2 Vibrations des systémes a un degré de liberté.

B cA’r
W

a

AE w2 = maA’T,w? (2.62)

n

2.3.8 Facteur de qualité

Le facteur de qualité est défini par Q = 272'&

Ou E est I'énergie emmagasinée dans l'oscillateur (c'est I'énergie de I'oscillateur harmonique)

et AE est I'énergie dissipée lors d'un cycle.

-1 mA*w’
2

2,2
E mA
Q=2;z_=2—wnz
AE  mAZaT,w

2mw,
c

Q (2.63)

En physique des vibrations, le facteur de qualité Q est un parametre sans dimension qui décrit
comment un oscillateur est sous-amorti. Un facteur de qualité plus élevé, indique un taux de
perte d'énergie plus faible par rapport a I'énergie stockée dans l'oscillateur (les oscillations
s'arrétent plus lentement). par exemple, un pendule oscillant dans 1’air a un facteur de qualité

élevé, alors qu'un pendule immergé dans I'huile a un facteur de qualité faible.
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Chapitre 3

Vibrations forcées des systemes a un degré de liberte.

3.1Introduction

Les vibrations (oscillations) forcées, se produisent lorsque le systeme est soumis le
long de ses vibrations a une des forces extérieures périodiques. Souvent, ces forces s'appellent
excitations extérieures. Le mouvement résultant, s’appelle la réponse du systeme a
I'excitation extérieure. La force d’excitation peut étre harmonique, périodique non

harmonique, non périodique ou aléatoire.

Dans le présent cours, on s’intéresse Seulement aux excitations harmoniques. L’excitation

harmonique peut étre donnée mathématiquement par :
f(t)=fysin(wt+¢), f(t)=f,cos(Wt+g), f(t)= fue'™),
@ . laphase de I’excitation (dépend de la valeur la force fa t=0).

3.2 Excitation harmonique d'un systéme non amortie.

e éguations du mouvement :

f (t) = f, cos(wit)

Figure 3.1 : Systeme masse ressort harmoniquement excité
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- -
De la deuxieme loi de Newton, Z F=my,

e S

fi+f+p=my (3.1)

—kx+ f, =mX (3.2)

mX +kx= f, (3.3)

I f,

X+—x=—>cos(w.t) (3.4)
m m

» De I’application du théoréme de Lagrange, qui est recommandé dans ce cours,

d(oL) oL
dfaL)_ oL _« 35
dt(aqj oq ¢ (3:3)

L=T -U le Langrangien du systeme
Ou 1g=Xx la coordonée généralisée
f, = fosin(wt+g¢,) la force congégiee

L=T-U=2me+ Lk (3.6)
2 2
P g (3.7)
dt oq
> % =kx (3.8)
aq
> f,=fycos(wt) (3.9)
Par remplacement,
.k fo
X+—Xx=—=cos(w.t) (3.10)
m m

e Solution de I’équation différentielle.

L’équation du mouvement, est une équation différentielle du deuxiéme ordre avec seconde

membre. La solution de cette équation est la somme de deux solutions (voire I’annexe 2) :
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> Solution général x, de I’équation homogene (sans seconde membre).

> Solution particuliere X, de I’équation non homogene (avec seconde membre).
: e R G2 ; :
La solution X, de I’équation homogene, X+—x=0 = X+w;x=0estdonnée par :
m

Xy = A cos(w,t) + A, sin(w,t) (3.11)

Puisque W, n'est pas une solution de I'équation caracteristique, la solution particuliere X, est

donnée par :
X, =C, cos(wit) +C, sin(w.t) (3.12)

Pour trouver les constantesC, et C,, il faut remplacer cette solution dans 1’équation

différentielle (3.10). Nous avons,
X, =C, cos(wit) +C, sin(w.t)
X, =—-C,wsin(w.t) + C,wcos(w.)
X, =—Cyw? sin(w.t) —C,w? sin(wit)
Par remplacement on trouve,
— C,w? sin(w.t) —C,w? sin(w.t) + C,w, cos(w:t) + C,w, sin(wit) = % cos(W..t)

Par comparaison les deux membres de 1’équation, on trouve :

. o)

W, —W

n

On met C; =X et divisons le numérateur et le dénominateur par k on trouve,

X :m(ka) — X :Lz (3.13)
g —w?) 1_( Wj
k
Wn
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f
Oy = —O : représente la déflection de la masse sous application de la force fo et s’appelle la

déflection statique de la masse.

N.B:

< La solution générale X de I’équation homogene représente un mouvement harmonique.

Elle s’appelle réponse transitoire puisqu’elle va disparaitre avec le temps.

< La solution particuliere x,de I’équation non homogene représente la réponse de la masse

a la force d’excitation extérieure.

En fin, la solution particuliére s’écrit :

0,
X, = ———COs(W.) (3.14)

W
1| ¥
Whn

On somme les solutions Xgetx,,la solution de I’équation différentielle du mouvement (1)

s’écrit comme suit :

X = A cos(w,t) + A, sin(w.t) + chos(w.t)

(3.15)

Les constantes A, et A, seront trouvées par les conditions initiales.

53
A =Xo—
w
t=0y W,
{k=%q
X
Az—Wn
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o~ |Cos(W,t) + X0 sin(w,t) + LZ cos(w.t) (3.16)
w Wn w
Wn Wn

3.2.2 Facteur d’amplification :

X . : . .
Le rapport — (le rapport de I’amplitude du mouvement dynamique a I’amplitude statique)
st

représente le facteur d’amplification.

X _ (3.17)

Figure 3. 2 : Facteur d’amplification pour un systéme non amortie [2]

De la figure, on distingue trois cas.

S. Aoulmit 47



Chapitre 3Vibrations forcées des systemes a un degré de liberté.

> 1% cas : Le facteur d’amplification est positif

2
0<%V 1 o 1—(ﬂj 20 =  X=_ %t

f = f, cos(w.t) ' o o
Donc on dit que la réponse du systéme a I’excitation et I’excitation sont en

X, = X cos(w.t)’

Fit)= Fjcos wt

A
NN N\
U

Fy

x )= Xcos wi
y

NN

w
Figure 3. 3 : Réponse harmonique quand 0<— <1 [2]
w

n

> 2™ cas : Le facteur d’amplification est négatif

Tant que I’amplitude X est toujours positive on peut écrire,

S. Aoulmit
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-X=——<0 = X, =—Xcos(wt)

f = f, cos(wi) | . »
Don on dit que la réponse du systéme a 1’excitation et 1’excitation sont

X, ==X cos(wt)’

en déphasage.

Ft) = Fycos wt
A

Fy

NN SN\
\_/ N

x1)=— Xcos wt

./

0 / W of
X

Figure 3. 4 : Réponse harmonique quand AL 1
w

n

. W . , ..
Remarque :Si— — o, ¢a veut dire que le battement de la force d’excitation est plus
n

grand que le battement naturel du systeme, X — 0. On conclut que le systeme ne répond
pas (le systéme reste émouvant) a une excitation plus grand que leur propre battement
(battement naturel).

jie , \ , w
» 3™ cas Phénomeéne de la résonance : — =1
Wn

Lorsque la fréquence de la force d’excitation extérieure est égale a la fréquence naturelle du

systéme, I’amplitude de la réponse du systéme croit jusque 1’infini. Ce phénomeéne, s’appelle

S. Aoulmit 49



Chapitre 3Vibrations forcées des systemes a un degré de liberté.

la résonance. L’étude du phénoméne de la résonance a une grande importance dans la

construction industrielle et dans 1’ingénierie.

Il faut résoudre 1’équation du mouvement dans le cas ouW =W, ;
X+ w2x = f, cos(w,.t) (1.18)

Tant queWw,est une solution de 1’équation caractéristique (voir annexe 2), la solution

particuliere de 1’équation non homogene est de la forme

X, =t(C, cos(w,t) +C, sin(w,t)) (1.19)
Pour trouver les constantesC, et C,, on remplace par X, dans I’équation2. 22.
X, =t(-c,w, sin(wt) +c,w, cos(w,t)) +c, cos(w,t) + ¢, sin(w,t)
X, = t(— C,WZ cos(w, t) —C,w? sin(wnt))— 2C,W,, Sin(w,t) +2C,w, cos(w, t)

Par remplacement et par comparaison des membres de 1’équation2. 22, on trouve

fo
c,=-" _x =%
1 2w, = C,=X-= 5
D O 3.21
oncxp=7tcos(wnt) (3.21)

La réponse du systéme a la force de 1’excitation est périodique dont I’amplitude est croissante

avec le temps.
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xf1)

Figure 3. 5 : Réponse harmonique quand wﬂ =1

n

3.2.3 Phénomeéne de battement :

Si le battement de l’excitation extérieure trés proche du battement naturelle du
systéme, il se produit un phénoméne s’appelle phénoméne de battement. L’amplitude du
systeme s’augmente a un maximum puis se diminue jusque s’annule puis s’augmente et ainsi

de suite.

Revenons a I’équation (3.16) et mettonsw =W, . Dans les conditions initiales x, =X, =0,

Pour simplification, I’équation peut étre écrite sous la forme ;

f

X = Lz(cos(w.t) —cos(w, t))
w2 —w

f

X = —%(cos(wn 1) — cos(wit)) (3.22)

n

En utilisant la relation, cos & —cos S = —Zsin(a er ﬁj.sin(a;ﬂj Donc :

x:—% —2sin W“+Wt .sin Wy W (3.23)
W, —w 2 2
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On met W, +wW=2w et w,—w=2¢ et en multiplions les deux équations membre a

membre, on trouve W’ —w* = 4&-w.

f0
2—M__ sin(et) |sin(w.) (3.24)

2

X =

n

Le systeme oscille avec un battement w (période f = 2—”) et avec une amplitude variante
w

fo
2—M sin(et) (3.25)
W

n

2
W, —w)
2

La période du battement est plus grande que le battement des vibrations.

La période du battement est donnéeT,

bat —

xt)

Figure 3. 6 : Phénomeéne de battement [2]
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3.2 Excitation harmonique d'un systéme amortie.

3.3.1 Réponse du systéme.

Figure 3.7 : Systéme excité, masse ressort amortisseur

- -
» Drapres la deuxiéme loi de Newton, Z f =m y on peut écrire ce qui suit :

-> - - - -
p+f +f +f,=my (3.26)
Par projection,
mX +cx+kx = f, cos(w.t) (3.27)
» De I’équation de Lagrange, d % _ﬁ+6_l?: f.(x), pour un systeme amorti
dt\ox) ox ox

soumis a une force extérieure.

o L=T-U:(T,etU sont les énergies cinétique et potentielle du systéme).

o D= % : la fonction de dissipation (voir annexe (2)).
X

o fi(X): la composante conjuguée de la force d'excitation correspond a la

coordonnée X .
> L:me2 —lkx,
2 2
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dt | ox
> %:—kx,
OX
> @:cx,
OX

> f(x), = f,cos(wt).
En fin, par remplacement 1’équation du mouvement s’écrit,

mX +cX +kx= f, cos(w.t) (3.28)

L’équation différentielle du mouvement est une équation de deuxiéme degré non

homogene. La solution est la somme de :

» Solution générale de I’équation homogene X, , qui va disparaitre avec le temps.
> Solution particuliere X, , qui représente le mouvement.

Par suite on s’intéresse seulement a la solution particuliere X,, qu’est de la forme
p

X, = X cos(Wt + @) (3.29)
Pour trouver les constantes X et ¢, on dérive X et on remplace dans I’équation.

X, =—Xwsin(wt+g) et X, =—Xw?cos(wt+¢) (3.30)

X [(k - mwz)cos(w.t + ) —cwsin(wit + qo)]= f, cos(wi) (3.31)

. cos(w.t + @) = cos(wt) cos ¢ — sin ¢ sin wt
On utilise : < . ) ) on trouve,
sin(w.t + @) = cos g sin(w.t) + sin ¢ cos(w.t)

fo

k —mw? Jcos @ — cwsin g = -2
( Jeosp 77X (3.32)
0

(k - mwz)sin @+CWCOSp =
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f
X = 0 (3.33)
\/(k —mwz)2 +c2w?
0= tanl(— ow zj (3.34)
K —mw
2,12 2
K C C (.. Cw w
Nous avons, w, =.|— et e =—= donc, on peut ecrire : ——=| 2 —
m C. 2vmk k W,
La réponse du systeme a la force d’excitation peut étre écrite sous la forme ;
fy
X = k (3.35)
2\? 2
Wn Wn
p=tan™| — (3.36)

3.3.2 Facteur d’amplification : Nous avons vu auparavant que le facteur d’amplification est

défini par le rapport de la réponse du systéme a la déflection statique &, = ?‘)

Donc,

EA ' (3.37)

m%
VR
i
7~ N\
==

N
N——
+
AN
™

N
VR
=
N—
N

S. Aoulmit 55



Chapitre 3Vibrations forcées des systémes a un degré de liberté.

-

X
By

Amplitude ratio: M =

> I | F= 005 || 7|
2 Hc=01 £=005 /| =025
2.4 e it 180° A
! {=10.50 f —
. o 150 =10 i~ —
/\Iv-" y :=2.nr W LT
A 2 o e \/ el S
. = 120°—7 = 5.0s >
! g {=5.0 e
N 2 90° — |
i = 2.0
& a A —é": 1.0
60 7 ¢= L
/// =105
LA (=025
30  Hd— =005
< ¢ = 0.00
=7
0 05/1.0 15 20 25 3.0
r=00—"
Frequency ratio: r= % Frequency ratio: r= %
(a) (b)

Figure 3. 8: Réponse harmonique pour un systeme amortie [2]

Discussion sur le facteur d’amplification :

Pour un systéme non amorti,e =0, le facteur d’amplification tend vers I’infini

lorsque W= W, c’est la résonnance.

L’augmentation dans le facteur d’amortissement entraine une diminution dans le

facteur d’amplification.
Le facteur d’amplification égal a 1, y'a aucune amplification, lorsque la fréquence de

o , w
la force d'excitation s'annule— =0.

W

Pour les fréguences les plus élevés de la force d'excitation, le systéme ne répond pas a

I’excitation ( X =0).

Réponse maximale : la réponse maximal du systéme a la force d'excitation est donnée

par :

X 1
M | 2| —— = (3.38)
e (5St Jmax 28\/1_82
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A larésonance (W =W, ), la réponse maximal du systeme a la force d'excitation est devenue
M, =— (3.39)

e Discussion sur la phase :

1- Pour un systéeme non amortie, £ =0,

W .-
a. pour0<— <1, ¢=0, laréponse et I’excitation sont en phase.
Wn

w o .
b. pour—>1, ¢ =, laréponse et I’excitation sont en déphasage.
n

2- Pour un systeme amortie, £ >0,

w . s
a. pourO<W—<1, 0<@<90°, la réponse est en retard par rapport a

n

I’excitation.

W
b. Pour —>1, 90° < ¢ <180°, la réponse conduit I’excitation.
WI"I

W
c. Pour — =1, ¢p=90".
" ®

n
3.3.3 Facteur de qualité

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que, lorsque ¢ est faible, le maximum pour le

facteur d’amplification est donné par :

e Ot max 2&V1—g? 26 | Oy wew,

le facteur d’amplification lorsque W= W, s’appelle le facteur de qualité¢ Q = ZL .
e
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3.3.4 Bande passante

Band|widlh ‘
|

R, 1.0 R,

Half-power points

Figure 3. 9 : Bande passante [2]

1
2\2e

Si on divise le facteur de qualité sur +/2 ou le facteur d’amplification devient M =

1
2\2¢

correspond & w; et w,. La différence entre les deux fréquences (w, —w,) s’appelle la bande

La ligne horizontale y= coupe la courbe du facteur de qualité en deux points

passante.
- X 1
Pour trouver w; et w, on utilise| — |= . Mettant
5St 2\/58
w W, W,
_:rjrlz_letrzz_z (3. 40)
Wn n Wn
On trouve,
r*—(2-4¢)r> +(1-8¢2)=0 (3.41)
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> =1-2g% - 2e\1+&?
r7 =1-2¢° +2eV1l+&°

, On peut éliminer 2 puisque ¢ est faible.

r2=1-2¢ w2 = (1-28)W?
{1 = {l ( W = W —W =4aw’

r; =1+2¢ W2 = (L+28)W?

(Wz +W1)(W2 _Wl) = 45\N§ (3-42)

Comme nous avons vu W, W, = W,on peut écrire W, +W, = 2W, . L’équation (3.42) peut étre

écrite,

(W, —W) =2aw, = 2¢= WZV; W (3.43)
On peut écrire le facteur de qualité sous la forme,

o i _ Wz"f1w1 (3.44)

S. Aoulmit 59



Chapitre 4 Vibrations des systémes a deux degrés de liberté.

Chapitre 4

Vibrations des systemes a deux degreés de liberte.

4.1 Introduction

Tout systeme nécessite deux coordonnées indépendantes pour I'étudier, s’appelle
systéme & deux degré de liberté. Ce type de systeme a deux battements naturelsw,, W, .

Lorsque le systetme vibre avec I’'un de ses battements naturels, on dit que le systéme vibre
avec I'un de ses propres modes. Autrement dit, le systtme a deux propre modes de

vibrations.

4.2Vibrations libres des systémes non amortis a deux degrés de liberté.

On prend comme exemple le systeme de deux pendules identiques, de méme longueur
et de méme masse. Les deux pendules sont reliés avec un ressort de raideur ka une distance

a de I’extrémité fixe (fig 4.1).

Figure 4.1 : Systeme a deux degrés de liberté, pendule couplé

4.2.1 Equations du mouvement

On utilise la méthode de Lagrange, pour un systéeme libre non amorti.
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afa) o, “n
dt\ oq; ) oq;

e |L=T-U

o o X
e Q= {91 , les deux coordonnées indépendantes du systeme.
2

» L’énergie cinétique du systéme est la somme de 1’énergie cinétique des deux

masses m, et m,

T :%mllféf +%m2I22¢9'22 4.2)

T m = , C .
Pour simplifier I’étude on met{ , ’énergie cinétique est écrite comme ;

T:%mlzé’f+%mlzéz2 (4.3)

» L’énergie potentielle du systeme est la somme des énergies potentielle des deux

masses m, et m, et I’énergie potentielle du ressort.

U =1ka? (sin @, —sin 6,)? + mgl(1—cos 4,) + mgl(1—cos 6,)

2
sind =0
0 petit = 2, Donc,
cosezl—e—
2
2 2
U :%kaz(é?1 —6,)* + mgl%l+ mgl%2 (4.4)
Le Lagrangien du systeme est donné par :
1 o2 1 05 1 o 0 O 0
Lzzml 6; +Eml 6, —Eka (6,-6,) —mgl?—mgl7 (4.5)

L’équation de Lagrange (4. 1) donne,
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dfoL|_ oL _,
dt\ 06, ) o0,

(4.6)
L e
dt\ a6, | 06,
Par dérivation et remplacement, on trouve,
ml26, + (mgl +ka?)8, —ka’6, =0 (46)
mlI24, + (mgl + ka?)@, —ka’d, =0 '

4.2.2 Solution de I’équation et battements propres.

Le mouvement général d'un systeme a deux degrés de liberté est la superposition de

deux mouvements harmoniques simples.

Donc, on cherche la solution ou les deux pendules oscillent avec des oscillations harmoniques
de méme phase, mais avec des amplitudes différentes. La solution est de la forme,

& (t) = ®1 cos(wit + @) “7)
05 (t) = ®, cos(Wit + @) '
&, (t) = —©,w? cos(wt + @) 48)
by (t) = —@,W? cos(wt + )
Par remplacement dans 1’équation (4.6),

(— ml’®,w* + (mgl +ka’)®, —ka’o®, )cos(w.t +¢)=0 (4.9)

(- mI@,w? + (mgl + ka®)®, —ka’®, Jcos(wt + ) = 0 '

(— ml?®,w* + (mgl +ka?*)®, — ka2®2)= 0 (4.10)

(—m|2®2W2 +(mgl + ka*)o®, —kazG)l):O '

(-ml?w? +mgl + ka?) —ka? {@1} B H @11

—ka? (-m1?w? + mgl + ka?) [ (@2 L0 '

La matrice des amplitudes ne doit pas s’annuler (car il y’a du mouvement), donc, la premicre

matrice qui doit s’annuler.
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(-ml?w? + mgl + ka?) —ka? :{0} (4.12)
—ka? (-ml*w? + mgl +ka?) | |0

Donc, le déterminant est nul,
(—ml*w? + mgl + ka?)? —k?a* =0 (4.13)

m?l1*w* — (2m?13g + 21°mka®)w? + m?1%g? + 2mglka® —k%a* +k?a* =0 (4.14)

2 2 2
w“—(2%+2ki} 2+[g—+2 gka ]:o

ml? |2 ml®

Posant
X =W’
2 2 2
a=1 b= 29+2ki‘2, c= g—2+2gki
| “ml | ml

, b (bj 12
2 [\l2) 7

, b (b] |
Wy =——+||=|-C

2 [\2) 7]

e Battement propres

(4.15)

N

Par remplacement et simplification on trouve,

ka?
W, :\/Ig’ W, = Ig+ ZW (4.16)

Comme nous avons dit auparavant, si le systeme oscille avec I’une de ses battements naturels,
on dit que le systéme oscille avec 1’un de ses propres modes. Dans chaque propre mode, les

pendules oscillent avec une oscillation harmonique simple.
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On peut écrire pour chaque pendule deux solutions particuliére correspondants aux deux

battements naturels.

01 (t) = O cos(Wy.t +¢)

e Pour le premier pendule :{ . .
i(t) = ©12 cos(Wp t + )

05 (t) = O cos(wy.t +¢)

e Pour le deuxieme pendule : { | :
0 (1) = O cos(wp L + )

Nous avons dit plus haut, que le mouvement du systeme est la superposition des deux
mouvements harmoniques, donc la solution des équations du mouvement est donnée
par (4.17) :

& (t) = ©11 cos(Wy.t + ) + O15 COS(Wp .t + ¢9) (4.17)
92 t)= OP% COS(W]_.t + §0_|_) + 09 COS(W2 t+ ¢2) .

Pour trouver la relation entre ®;1,0;,,0,1 et @y, 0n suppose que le systéme oscille avec

’un de ses propre mode w;, puis w, .
° 1iercas W=W, = OO0 =09 = 0.

{91(0 = O cos(wi.t +¢)
0 (t) = ©pq cos(Wy.t + )

Tant que la solution particuliére vérifie 1’équation (4.14). Par dérivation et remplacement, on

trouve,
(-mI? % +mgl +ka?)Oy; —ka2@,, =0
ka® (@17 - ©p) =0
011=02» = Ou 4 (4.18)
027
o 2™cas w=w,= O =0, =0.
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{91(0 = ©1p cos(Wy t + )
0, (t) = O3 cos(Wa t + )

Tant que la solution est particuliére vérifie I’équation (4.14),par dérivation et remplacement,

on trouve,

2,42
2g+2ml ka

|2 mi?

(-ml +mgl +ka?)®;, —ka’@,, =0

—ka?(@1p +0x) =0 = O =-0oy
i (4.19)

A la fin, puisque la solution générale est la somme des deux solutions particuliéres, on écrit la

solution générale.

{gl(t) = @11 COS(WL.t + @) + Op5 COS(Wo.t + 0 (4.20)

0,(t) = ©11 cos(Wy.t + @) — O15 COS(Wo.t + ¢5)

Les quatre inconnus ®,,, ©,,, ¢, et ¢, peuvent étre trouvés a partir des conditions initiales.

tzo{elzelo ot 6:’1:910
92:‘920

©11C0S @ + O COS @y =By (4.21)
©11COS @ —O15 COS Py = O |
— O3y Sin @y — O1W5 SiN @ = b1 (4.22)
— @11W1 sin Qo+ @12W2 sin Py = 920
@11 CoOsS ¢ = —610 il 920

2 , (4.23)
1 COS 9y = @
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Chapitre 4

. 0,,+0

Q,sing, = —%
1
) . (4.24)

; 920 _910

O SiNg, ===
2

En fin on peut écrire les quatre inconnues,

1 1
22 22
2 . . 2 . .
O — G0 + 0 N G0+ G20 O — G0 — o N 020— 1o
n=|—-— B 12 = )
2 2wy 2 2Wy
al B10+ Oy ] 910 - 920

@, =tan @, =ta
. Wy (61 +6y) ’ ? W, (650 — 1) .

4.2.3 Cas particuliers

Pour simplifier I’étude on considére que les vitesses initiales sont nulles

De I’équation (4.24), on trouve que,

¢ =¢,=0

> 1% cas

6, = 6, cos(w,.t
O =050 = 0y = 1 =0 cos(vi 1) (4.25)
6, = 6, cos(w,.t)

Les deux masses oscillent avec le premier battement naturel dans le méme sens. Dans ce cas

la longueur du ressort reste constante.

S. Aoulmit 66



Chapitre 4 Vibrations des systémes a deux degrés de liberté.

> 2°™ cas

6, = 6, cos(w,.t)

(4.26)
0, = -6, cos(w,.t)

910 :_020 = 90 j{

Les deux masses oscillent avec le deuxieme battement naturel dans un sens opposé. Dans ce

cas le milieu du ressort reste émouvant.

> 3™ cas

0, = % cos(w,.t) + % cos(w,t)
0,=0, 6,=0 = 2 2 (4.27)

6 6
0, = -2 cos(w,.t) ——>cos(w, t)
2 2
Au départ, la premiére masse a une énergie initiale non nulle contrairement a la deuxiéme
masse. Au cours du temps, 1’énergie se passe de la premic¢re masse a la deuxiéme jusque
I’énergie de premicre masse s’annule (toute 1’énergie dans la deuxiéme masse), ensuite

I’énergie passe de la deuxiéme masse a la premiere jusque s’annule et vice-versa.
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4.3Vibrations forcées des systemes non amortis a deux degrés de liberté.

On s’intéresse a I’étude d’un systéme soumis a une force d’excitation extérieure

harmonique simple. L’excitation harmonique peut étre écrite sous la forme f (t) = foeth

f(t)= fe™
R

—>
Xy
ks — kK

MWW

——d

Figure 4.2 : Systéme forcé a deux degrés de libertés, deux masses trois ressorts

4.2.1Réponse du systeme

Par I’application de la théorie de Lagrange,

d( oL oL

= e ===t 4.28

dt[GQiJ oq; q() ( )
e L=T-U

X Lo \
e ;{ ', les deux coordonnées indépendantes du systéme.
X2

» L’¢énergie cinétique du systéme est la somme de 1’énergie cinétique des deux masses

T :%mle +%m2x§ (4.29)

» L’énergie potenticlle du systéme est la somme des énergies potentielle des trois

ressorts.
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Le Lagrangien du systeme est donné par :
L :%mle +%m2x§ —(% K, % +%k2 (Xy — %) +%k2x§j (4.31)
L’équation de Lagrange (4. 1) donne,
E[iJ _b froe™
dtl o% ) ox

d( oL oL it
—| = |- = e
dt{ X, | OX,

(4.32)

Par dérivation et remplacement on trouve,

{mlx'1 + (K +Kp) X, —KyX, = fipe™ (4.33)

M, X, + (K, +K3)X, —KyX; = fzoeth

Pour simplifier I’étude, on suppose ¢, = @, =0, la solution sera sous la forme,

{xl(t) =A™ {w) =-w’Ae™
X, (t) = Ae™ X, (1) = -’ Aje™

Par remplacement, on trouve,

{(—m1W2+k1+k2)A1—k2A2 = fio (4.34)

—ko A + (—m2W2 +K, +k3) Ay = Ty

Les équations précédentes peuvent écrite sous une forme matricielle,

[(—mlw2 +k +k,) =Kk, :“:Al } _ { flo} (4.35)
—k,  (muw?+k, +ky) A | Fa
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%(._/
Déterminant

Donc,
|:A1:|_ (—mw? +k; +ky) -k, _1{‘:10}
Al =k,  (mwPik,tky)| [Tl

{Al } _ 1 (-maw? +kp +k3) ko { flo}
Aol (-mqw? + (kg + ko) (-moW? + (ko +Ka)) —K3 [ ky  (-mqw? + Ky +kp) L F20

B (—m2W2 + k2 + k3) flO + k2 f20
(—myw? + (kg + ko)) (—mpw? + (kp +k3)) k3

A, = ka f10 + (-myw? + kg +Kp) o (4.36)

(w2 + (kg + ko)) (=mow? + (kp +kg)) — k3

Remarque :

Si les masses oscillent librement (les forces sont nulles), donc le déterminant sera nulle.

(mpW? 4k + k)  —ko ]_ H

—ky  (~mow? +ky +kg)| LO

(~mgw? + (kg +k2))(~maw? +(ka +k3)) k3 =0

On trouve deux battements propres :
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1/2

2
w2 = Mu(ky +ka) +mp(ky +kg) I mylky +ka)+ma(ka +K3) | (kg +ka)(ka +k3) k3
L2 2m1m2 2m1m2 mms

Dans la plus part des cas, la force d’excitation est toujours appliquée sur une seule masse.

Par exemple, f;; = fy, fyu =0.

On peut récrire les amplitudes (la réponse des deux masses a la force d’excitation) A et A,,

_ (-mow? + Ky +kg)
(W2 + (ky + ko)) (=mow? + (ky + k3)) — k2

Ag = k2
2T w2 + (ks + Ko D) mow2 + (ko + ka))— K2
(—=mw* + (kg + ko)) (=maw” + (kp +Kk3)) — k3

fo
(4.37)

fo

4.2.2 Facteurs d’amplifications

Danslecasol k; =k, =kg =k, mp=my,=m

k 2 k
W =—, W;=3—
1 m 2" m

~ (—-mw? + 2K)

(emw? 4+ 2K)(=mw? + 2k) — k2
B k

 (cmw? + 2K) (=mw? + 2k) — k2

fo

Ay fo

B (—mw? +2k)
(=mw? + K)(=mw? +3k) °
K
= 2 2 fo
(—=mw* +Kk)(—=mw* + 3k)

(4.38)
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- . . . k
On multiplie le dénominateur et le numérateur par — on trouve,

m2
@-()%)
A k((“2)2 - (W);)(l— ()2 ™
w w, W (4.39)
Ay = 1 st
K((*2)% - (Y2 a- ()2
Wy W Wy
W, >
N @, )"
o5t Waye _ (Wyayeq (W2
k((Wl) (Wl) @ (Wl)) (4.39)
i: 1
Bk(™ - (M- (M)
w, W, W

Les réponses des masses M; et M, en fonction du w/w, sont représentées sur la figure 4.3 a et

b respectivement. La force d'excitation est appliquée sur la masse M.

- On peut directement remarquer que la réponse des deux masse tends vers l'infinie pour w; et
Wy, le systéme a deux battements naturels ¢a veut dire gu'il y a deux points de résonances. La

masse M raisonne en w; et en w, ainsi que la masse M, raisonne en w; et en wy.

- w<w; : si le battement de la force d'excitation est inférieur au premier battement naturel, la

réponse des deux masses est positive (la réponse et I'excitation sont en phase)

- wi<w<ws, : pour les valeurs du battement de la force d'excitation supérieurs a w; la réponse
de la masse M; est négative (excitation et réponse sont déphasage) et se diminue avec w
jusgue s'annule pour certain valeur de w et puis s'augment positivement (la réponse devient
en phase avec I’excitation). La réponse de la masse M, est toujours en déphasage avec
I'excitation. Aprés wi la réponse se diminue jusqu'a une valeur donnée puis s‘augmente avec

w jusqu'a I'infinie a w;, (la résonance a wy).
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- w>Ws; : il est claire que la réponse de M; est en déphasage tandis que la réponse de M est en

phase avec 1’excitation, mais les deux réponses tendent vers zéro pour les plus grandes

valeurs de w (aucune réponse pour les deux masses).

A

0

I

0

L}

Ele

(a)

A,

Ist

V4

I
|

J'-f-r]I

|

_E|E

(b)

Figure 4.3 : Facteurs d’amplifications non amortie d’un systéme a deux degrés de libertés [2]
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Annexe 1

Formalisme de Lagrange

1. Démonstration de I’équation de Lagrange

Considérons un systéme constitué¢ de N points matériels (N masses). Si I’on suppose que
chaque point a n coordonnées généralisée (q, ), les vecteurs positions peuvent étre s’écrire

comme,

=" 9,1

— —

r=r(q..9,,1) (A1.1)

ro=ry(0;..9,,t)
> Le déplacement del’énieme vecteur position dr; est donné par :

" oF, oF
af =3 &y, + 2 dt (AL.2)
éaq ;o

> et le déplacement virtuel est donné par,

uod
o = Za{dqj . (A1.3)
]

j=1
De la relation 2 on peut tirer la formule de la vitesse qui sera donner par,

L o . TR .

"Tdt Sog; dt ot gt

==Y Tig & (A1.4)
= 0d; ot
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Maintenant, si je prends la dérivé du vecteur position (de la relation Al.2) par apport a la

coordonnée (;j’obtiens,

oF & oF,

— =) — Alb
aq;  =0q; ( )

Et si je prends la dérivé du vecteurvitesse (de la relation Al.4) par apport a la vitesse

généralisée ;] obtiens,

N 5 Oh (AL6)
aq; =4, |
Des relations 5 et 6 on peut écrire,
& _ o A1)
aq; 0q; '
> On peut écrire aussi,
— 2=
dfon _| o , OU T est donné par la relation (Al1.1).
dt{ aq; aq;ct
Donc,
P N oF 2F N oF o, 2F
ﬂ = ﬂ_,. o't dt [= Zar' ql+ 0T, dt
aq; in0d; otaq; in0q; 04; Otdq;
F n ’F 0Qq; ’F
E i = Z a rl qj -+ a rl
dtl oq; i1 0g;0q; dt otoq,
d|{ or 3 82ﬁ . 62ﬁ 0 | < ézﬁ . 62Fi
R 2T Il R PR
dt{ oq; i1 00,00, otaq, aq; | = aq; ot
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On constate que le terme entre la parenthése est la vitesse V, (A1.4) on peut écrire

d(or ) ov,

Al1.8
dt{ oq; ) 0q; (ALS)

» Partons du principe de d’ Alembert

Zn:(lf m%)& 0 = ZF5F Zm (AL9)
i=1

Ici la force F est la résultante de toutes les forces agissantes sur le systéme.

Remplagons par dr; (A1.3), on obtient

N o F N O dvar
>3 FSidg; =) Sm S

a (A1.10)
=1 qj 2 dt aqj

On peut €écrire le premier terme par :

: »8?
2F =Q;dq;,

Alors la relation 10 peut étre reformulé par :

1 dv, or
m,——dq, =Q.dq, (A1.11)
J_Z_;; dt g j i“Hj

» On cherche a quoi égal le premier terme dans (A1.11).

Nous avons,
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N dv, o n ﬁar

i qq. = .
Zml dt 5\qj qJ Zml

Mg
i o dt? og;

Si on prend,
nd dr; or; n d°F o, n dr. d or,
—|m——-1dq; =) | m— dg; + ) | m—-——"dg; (AL12)
;dt( dt aqj} . ,Zi dt* oq, J ,Z;'[ dt dt&qj] !

Et par suite on obtient,

4 d°r, or 5d dr, [ or 4 dr, d [ o,
m, —;- dg; =) —|m—| —|ldg; - > | m——| — | |d
,Z;‘{ dt* oq, ] % gdt( " dt [aqjﬂ Y ;( ' dt dt(@an %

Alors,

I o | L e

—

o,
De la relation (A1.7), on remplace {6 dans le premier terme du deuxiéme membre de la

j

d| or
relation précédente et de la relation (8) on remplace —| —- |.
dt{ oq;

En fin,

4 dv; or, 5 d oV d oV,
m——-1dq; =) —| mV;| — [|dq; — > | mV;| —- | |dg; (AL1.13)
%‘( at 5%} J ;dt[ [anB J JZ;[ [5%B J

On peut écrire,
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mV, N :lmiviz =T, (Al.14)
aq; ) 2
Et

2 I 5 N 8\7i _, ., a\_ii

Vo=V = — V)= |

8qj aqj aq,.

mV, % zlmiviz =T, (A1.15)
aq; ) 2

L’énergie cinétique totale du systéme sera donnée par :
1
T :ZEm‘V‘ (A1.16)
Par remplacement des relations (13), (14) et (15) dans (12) on trouve,

n dv, or, nd|| oT [ oT
m——-1dq; =) —|| —||dg; — — | |dqg; (A1.17)
JZ;[ at aqu J JZidt{[é%j] J ;[{aan J

Remplagons le premier membre de 1’équation par la force généralisée donnée par (Al.11), et

donc le principe de d’Alembert peut étre s’écrire sous la forme suivante.

ntdf oT oT
| = || = | [da; =Q;da;
;{dt[aqi} [quﬂ J b
Ou,

Nldf oT el
PRI

L’équation (Al1.18) est connue comme 1’équation de Lagrange.
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Les coordonnées genéralisees doivent étre indépendantes et par suite on peut récrire cette

relation pour chagque coordonnée par,

d{ oT or
sl o

2. Cas particuliers

2.1 Toutes les forces généralisées sont dérivées de potentiel

Si I’on considére que toutes les forces dérivent d’un potentiel, on peut écrire

Q =- (A1.20)

Ou

On remplace (20) dans (19),

df oT oT oU
— | || +—=0
dt{ oq; aq; ) oq;

g(aT J_[@(T—U)JZO
dt| oq; aq;

Puisque 1’énergie potentille ne dépend pas des vitesses i (elle est fonction des i ), ¢a veut

On peut écrire aussi,

oU
dire que — =0. on peut ajouter ce terme au premier terme de (20)

4;
d(a(-uU) _8(T—U):0 (AL21)
dt{ aq; aq;

La quantitt L=T —U est connue sous le nom de I’équation d’Euler-Lagrange ou le

lagrangien du systeme. Alors lapremiére équation de Lagrange
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d| oL oL 0

—| = |-= (A1.22)
dt\ oq; ) oq;

2.2 Les forces géneéralisées sont des forces dérivées du potentiel plus des forces
frottements.

Généralement, dans ce cours on s’intéresse seulement a des forces des frottements visqueuses
de la forme f =—CV . c est le coefficient de frottement et V la vitesse.

Dans ce cas I’équation de Lagrange sera écrite comme,

d| oL 8L:F

| = |~ = Al.23
dt\og;, ) oq; ¥ (AL23)
g or R
qu =f a est la force géneralisée conjuguée de q;, alors
J
__oror __oraordy;  or or od;
A dt oq; dt oq; od, oq; oq; dt
or i or i
r < r
F, =—¢— | q;=-cfg4;, ou p=|—
q j j
J oq; oq;
L’¢équation de Lagrange peut étre s’écrire sous la forme,
d ﬁ _ﬁz_cﬁqj (A1.24)
dt{ oq; ) oq;

L’équation (Al.24) est connue comme la deuxieme équation de Lagrange. Cette

équation peut étre écrite sous une autre forme.
2.3 fonction de dissipation

Lors du frottement dans ’intervalle de tempsdt, il y a une quantité de ’énergie dégagée au

milieu extérieur sous forme de chaleur donnée par,
X =cv?dt (A1.25)

La puissance de dissipation P est définie par :
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P:@:cv2
dt
La puissance de dissipation P peut étre écrite par :
ary [(or)
r r ) .2
P=c — | =¢l — “=chq- Al.26
] {2 i

La fonction de dissipation est définie comme la moitié de la puissance de dissipation. Donc,

2
P (dF) o) L, 1
D=—=c¢| —| =c¢| — =-c
2 (dtj (aq}q zﬂq

]

On peut écrire le deuxieme membre de la deuxiéme équation de Lagrange (Al.24) par :

—cfg= —2 (A1.27)
aq;
En fin la deuxieme équation de Lagrangepeut s’écrire par la forme :
d| oL oL oD
— | —|= +—=0 (A1.28)
dt{oq; ) 6q; oq;

2.1 Les forces généralisées sont des forces dérivées du potentiel plus des forces

frottements plus des forces dépendent du temps.

Dans ce cas il reste dans le deuxieme membre la force extérieure conjuguée de la coordonnée

généralisée q;.La troisiéme équation de Lagrange donnée par :

d[aLJ oL oD .,

— - + =k, Al1.29
dt{eq; ) oq, ogq, (AL29)

NB: dans le cas d’un systtme de n degrés de liberté on trouve n equations de

Lagrange peuvent étre s’écrire par :
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d( oL oL oD ox

— -—+—=F

dt{oq, ) oq, 0oq, o

d( oL oL oD ex

—|—=|-—+—=F; (A1.30)
dt\ oq; oq;  Oq; '

1 oL B oL N oD _pe

dtlog, ) oq og, °
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Annexe 2

Equations différentielles lineaires du deuxieme ordre

avec des coefficients constantes

1. Définition

On dit qu'une équation différentielle est linéaire d'ordre n, si elle est du premier ordrede la

fonction y et ses derivations. Elle écrit sous la forme,

Y+ 9,00y + g, 9y = () (A2.1)
y[”]: L’énieme dérivé de y par rapportax.
0; (X) : Fonction de la variable X (dites coefficients variables).

f (x) : Fonction de la variable X (dite deuxiéme membre).

2. Equation différentielle homogene du deuxieme ordre avec coefficients constantes

e Sin=2 I'equation différentielle est du deuxieme ordre, elle s'‘écrit sous la forme,

y'+9:(X)y' +9:(x)y = f(x) (A2.2)

e Si f(x)=0I'¢quation différentielle est dite homogene, donc I'équation différentielle

homogéne du deuxieme ordre s'écrit sous la forme,
Y+ 9 (X)Y +9,(x)y=0 (A2.3)

e Sig,(x)=betg,(x)=c, I'équation différentielle est dite avec coefficients constantes,

donc I'équation différentielle homogéne du deuxieme ordre avec -coefficients

constantes s'écrit sous la forme,

y"+by' +cy=0 (A2.4)
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Theoréme 1 :si vy, et y,sont deux solutions particulieres de I'équation (A2.4),

y, + Y, est aussi une solution. Nous avons,
yr +by; +cy; =0
Y2 +by; +cy, =0
(Y1 +Y2)"+0(yy +Y,)1 + (Y1 +Y,) =0
(yy +by; +cy,)+(ys +by, +¢cy,)=0+0=0

Donc, Y1 T Y2est une solution pour I'équation (A2.4°).

Definition : on dit que les solutionsy, et y,sont linéairement indépendantes si

e

Y,

dans le cas contraire, les deux solutions sont linéairement dépendantes.

Exemple :

y'—y' =0 (A2.5)

On peut proposer y, =e*,y,=e7", y,=3e"comme des solutions particuliéres pour

I'équation (5). Il est claire que,

o J2_g,¢ , on dit que vy, et y, sont linéairement indépendantes.
Y1
Ys _3-¢ , on dit que y, et y, sont linéairement dependantes.
Y1

Théoreme 2: si les solutions particuliéres y, et y, sont linéairement indépendantes, la

solution génerale de I'équation (4) est:
Y=Y +CY; (A2.6)

c, et c,, sont des constantes peuvent étre trouver des conditions initiales.
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2. 1. Solution de I'équation différentielle homogene du deuxiéme ordre avec coefficients

constantes

On cherche une solution de la forme y =e™.
Nous avons y' = Ae™ et y" = 1%e™, par remplacement dans I'équation (A2.4) on trouve,

elx(/12+b/’t+c):0 =N (/12+b/1+c):0. Donc la solution proposée y=e*est une
solution de I'équation (4) seulement si Aest une solution de I'équation caractéristique

2 +bl+c=0.

les solutions de I'équation caractéristique sont:

b b?
=——+4,]—-¢C
& 2 4
2
L
2 4

On distingue trois cas: 4, et A,sont racines réelles, A, et A,sont des racines imaginaires et

A, = A, racine réelle double.

1" cas 4, et A, racines réellesA >0

_ A
] =€ _ ) .,
Si on met {yl = Yo _ ol = const, les deux solutions sont linéairement

y, =e™ Y

indépendantes.

Selon la théoréme 2, la solution générale est de la forme y =c,y, +c¢,y,. Donc,

y = ce™ +c e (A2.7)

Exemple :

b=1
y'+y' -2y=0, {c _ o L'équation caractéristique correspond est: 2> +1—-2=0.
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a=1
A=Db*-4ac, b=2 = A=9, deuxsolutionsreelles, 4, =1 et A,-2.
c=2

La solution générale de cette équation est

e—2x

y=ce*+c, (A2.8)

c, et c, seront déterminées des conditions initiales.

2°™ cas A, et A,racines imaginaires A <0

A=b’-4d4ac<0 =

Les deux solutions particuliéres sont yy=e“Pety, =e) | o5 solutions sont des

fonctions complexes pour des variables réelles.

Si une fonction complexe d'une variable réelle Y =U(X)+IV(X) est une solution de

I'équation (4), par dérivation et remplacement on trouve,

(u(x) + iv(x))” +b(u(x) + iv(x))’ +o(u(x) +iv(x))=0 (A2.9)
U"(x) +bu'(x) + cu(x)) +i(v"(x) + bv'(x) + cv(x)) =0 (A2.10)

u”(x)+bu’(x)+cu(x) =0
V'(X) +bv'(x) +cv(x) =0 (A2.11)

On conclut que U(X) €t V(X) | sont des solutions pour I'équation (4).

Notres deux solutions particulieres sont :

y, = el@) y; = €™ cos A +ie™ sin fx
= (A2.12)

y, =el@h) y, =™ cos X —ie”™ sin fx
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; * _ ox * _ ox -
Comme nous avons conclu plus haut, les fonctions Y1 =€ €0s Ax et y, =e™ sin fX sont

*

des solutions particuliéres de I'équation (4). En plus i—li # CONS (linéairement indépendantes),
ainsi, la solution générale de I'équation (4) peut étre donnée par ;
y =e*(c, cos Ax+c, sin x) (A2.13)
c, et ¢, seront determinees des conditions initiales.
Exemple :

" ’ _ y= 0
Trouver la solution générale de I'équation ¥ +2Y'+9Y =0 jorsque a X = O{y, 1

Solution :

L'éguation caractéristique correspond a cette équation différentielle est donnée par :

A +24-2=0
=-1+2i
A=-16=(4i)° = JA=Hi = & . Sa=-let f=2

Ainsi, la solution générale sera :

y =e *(c, cos 2x + ¢, sin 2x)

Des conditions initiales ;

e y(0)=0 = e%c,cos0+c,sin0)=0 = ¢, =0. Donc la solution est récrite

sous la forme ;

y =C,e *sin 2x

. V(0)=1 = 2e%,cos0-¢e%,sin0=0 = CZZ%,
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En fin la solution générale de I'équation proposée est ;
1 .
=—e " sin2x
y 2 ,

3*™ cas 4, = 4, racine réelle double A=0

—_— - - - = lx -
Dans ce cas %1 =%, donc, Nous avons une seule solution particuliere Y1 =& par suite nous

devons chercher une autre solution particuliére Y2 linéairement indépendante avec Y1 pour

trouver la solution générale sous la forme ¥ = G1¥1 +C2Ya,

_ AX
On cherche la deuxiéme solution particuliére de la forme Y2 =U(X)e™

Par dérivation et remplacement dans I'équation (4), on trouve,
e (u”(x) +22U'(X) + ﬂzu(x))+ be™ (u’(x) + lzu(x))+ cu(x)e™ =0 (A2.14)
u"(X) + (24 +b)u’'(X) + (A2 +bA+c)u(x) =0 (A215)

(24 +Db) =0, parseque A est racine double.

Nous avons {@2 +bA +c) =0, parseque A est racine.

On déduitque V' (=0 = U()=a = ux)=ax+a

On peut prendre & =1 € a, =0, ainsi, U(x) = xet par suit, y, = xe™

Yo

Comme nous avonsy

=< =X =cont
1

, donc, Y1® Yasont linairement indépendante. La
solution géneérale sera donnée par :

y =ce™ +cxe™ (A2.16)

y = (¢, +cx)e™ (A2.17)
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2. 1. Solution de I'équation différentielle non homogéne du deuxiéme ordre avec

coefficients constantes

L'équation différentielle non homogéne du deuxieme ordre avec coefficients constantes est

donnée par,

y"+by' +cy = f(x) (A2.18)
La solution générale de cette équation est la somme de :
- la solution générale y, de I'équation homogene (ie: f (x) =0).

- une solution particuliere y, pour I'équation non homogene.

Y=Y +Yp (A2.19)

Pour determiner 'y, il faut seulement retourner aux paragraphes précédents. Il nous reste

comment proposer une solution particulierey,. Pour ce fait on s'intéresse a deux cas
particuliers, lorsque le deuxieme membre de I'équation non homogene s'écrit sou la forme

f(x) =P,e™ ou,
f(x) =P, (x)e™ cos px +Q,, (x)e™ cos X,

ou P, (x) et Q,,(X) sont des polyndme d'ordre Ngt m .

1 cas f(x)=Pe*
L'équation s'écrit par :
y"+by' +cy = Pe* (A2.20)

On trouve trois cas particulier :
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a. «a, n'est pas une solution pour ['équation caractéristique, 12+bﬁ,+c=0,

correspondente a I'équation différentielle homogeéne (iea = 4, # 4,),

On cherche une solution particuliére de la forme,

yp =Qu(x)e”

Qn(x) = Ay + Ax+ ..A;x" est un polyndme de méme ordre que P,(x).
Par dérivation et remplacement dans I'équation (20), on trouve,
" (X) + (2 +b)Q) (X) + (a® +ba +)Q, (X) = P, (X) (A2.21)
Comparant les deux membres, on trouve les coefficients Ay, A,,...
Exemple :
y'+4y' +3y =X
On peut écrire I'équation sous la forme
y" +4y' +3y = xe® = P(x)e™, dans ce cas & =0et P(x) = X.

La solution de cette équation est la somme de la solution de I'équation homogéne et la

solution particuliéere.
1- solution général de I'équation homogene y"+4y'+3y=0:
L'équation caractéristique correspondante est A* + 41 +3=0donc, 4, =—1, et 1, =-3
La solution générale de I'équation homogene est :
Yy =Ce " +ce ™

2- solution particuliére de I'équation non homogéne y" +4y’+3y = X

P(x) = x (premier ordre)

Le deuxiéme membre est de la forme P(x)e” =
a=0, (a4 #4,)
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Par  suite la  solution  particuliere ypcherchée est de la  forme,

Y, =Q,(¥)e” =Q,(x) = A, + AX, (Q(x)est du premier ordre puisque P(x)est du premier

ordre). Alors,
Yp =Q(x)e™ = (A + AX)e™ =y, = Ay+AX

Par dérivation et remplacement dans 1’équation y" + 4y’ + 3y = X.

On trouve AozéetAl:g,

A la fin la solution de I'équation non homogene est :
Y=Yg+Yp

_ 4 1
ey Lyx4z

—X
3

c, et ¢, peuvent étre trouver des conditions initiaux.

b. a, une solution simple pour I'équation caractéristique

si ®est une solution pour I'équation caractéristique A~ +24—2=0  correspondent

a

I"équation différentielle homogeéne (iea =4 oua=21,), (a® +ba+c)=0, et par suite, le

premier membre de I'équation (21) est de I'ordre de n—1 alors que le seconde membre est de

I'ordren, La comparaison des deux membres est impossible. Dans ce cas, il faut chercher une

solution particuliere de la forme y, = xQ, (x)e”

Exemple :

c. a, une solution double pour I'équation caractéristique

S. Aoulmit

91



Annexe 2 Equations différentielles linéaires du deuxiéme ordre avec des coefficients
constantes

; . . . L — 2
Si @ est une solution pour I'équation caractéristique 24+b=0gt A°+bi+c=0_ donc. le
premier membre de I'équation (21) est de I'ordre de n—2 alors que le seconde membre est de

I'ordre n, La comparaison des deux membres est impossible. Dans ce cas, il faut chercher une

solution particuliére de la forme y, = x*Q, (x)e™

Exemple :
2°M cas f(x) = P(x)e™ cos Ax + Q(x)e™ sin /X

Du méme analyse que dans les paragraphes précédents, on trouve deux cas:

a. a+ifgn'est pas une solution de I'équation caractéristique corresponde a I'équation

homogeéne.

On cherche la solution particuliere sous la forme,
Y, =Uu(x)e”™ cos A +v(x)e™ sin fx (A2.22)
u(x) et v(x) sont des polynéme de I'ordre du polynéme le plus élevé de P(x) ou Q(X).

b. a+ piest une solution de I'équation caractéristique corresponde a I'équation

homogeéne.

On cherche la solution particuliére sous la forme,

Yp = x(u(x)e“x cos /X +V(x)e™ sin ﬁx) (A2.23).
Exemple :
y"+4y =Cc0s2X

La solution de cette équation est la somme de la solution générale de I’équation homogéne et

une solution particuliere y =y, +y,

> Yo=7?
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y'+4y =0
A +4=0 = A4, =7F2
Donc
Xy = A €0s(2X) + A, sin(2x)
Y, =7
>

Le deuxieme membre est de la forme

Cos 2Xx = P, (X)e** cos(2x) +Q, (x)e"* sin(2x)

po(X):l
Qo(x):O
a=0, B=2
a+2i=21,

Donc, la solution particuliére sera de la forme,

Yy, = X(C, cos(2x) + C, sin(2x))

Par dérivation et remplacement dans 1’équation différentielle on trouve
C, =
La solution particuliere :
1
Y, ==X €0s(2X)
4
A la fin, la solution est donnée par :
. 1
y = A cos(2x) + A, sin(2x) + 2 X C0S(2x)

On peut trouver A; et A,a partir des conditions initiales.
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