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Introduction Générale 

 

e sujet des vibrations est l’étude des mouvements vibratoires (oscillatoire) des systèmes 

dynamiques. Un système dynamique est une combinaison de matière dont les parties 

sont capables de faire des mouvements relatifs. N'importe quel système possédant une 

masse et une élasticité capable de faire un mouvement de vibration. La masse est la 

constitution du système, et l’élasticité est due à la possibilité de mouvement relatif des partis 

constituant cette masse.  

Les vibrations sont évidentes partout, un mouvement vibratoire est déclenché lorsque 

le système est déplacé de sa position d'équilibre en raison d'une énergie transmise au système 

par l'intermédiaire d'une source externe. Une force de stockage, ou une force conservatrice 

développée dans l’élément d'énergie potentielle (le ressort), ramène le système vers la 

position d'équilibre. Les buts principaux de l’étude des vibrations sont de déterminer l'effet de 

la vibration sur la performance des systèmes, la sécurité des systèmes et le contrôle de ses 

effets.  

Ce cours, répond à la première partie du programme officiel de la matière «Vibrations 

et Ondes» enseignés en deuxième année pour les filières techniques. Ce présent cours permis 

aux étudiants d’acquérir les bases fondamentales sur le mouvement vibratoire. 

Le cours est présenté en quatre chapitres et deux annexes. Le premier chapitre est consacré 

pour donner les définitions nécessaires et les concepts fondamentaux sur les vibrations. Le 

deuxième chapitre, traite les vibrations libres amorties et non amorties des systèmes à un 

degré de liberté. Les vibrations forcés (amorties et non amorties) à un degré de liberté sont 

présentées dans le troisième chapitre. Le quatrième chapitre présente le mouvement vibratoire 

des systèmes de deux degrés de libertés. A la fin de ce cours on présente une annexe sur le 

formalisme de Lagrange et une deuxième sur les équations différentielles linéaires du 

deuxième ordre.  

L 
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Chapitre 1 

Concepts fondamentaux sur les vibrations 

 

1.1 Introduction 

La plus part de nôtres activités quotidiennes se manifestent sur des vibrations cycliques : 

 On écoute parce que le tombeur de l’oreille vibre avec un mouvement cyclique. 

 On parle avec des vibrations cycliques des angines et de la langue. 

 On marche avec des mouvements cycliques des pieds. 

 Etc.… 

Au début, les études concernant les mouvements vibratoires se concentrèrent sur le 

développement des théorèmes mathématiques pour comprendre les phénomènes physiques 

des vibrations. En revanche, les études récentes se concentrent sur les applications des 

vibrations dans le domaine de l’ingénierie, comme les moteurs mécaniques, les moteurs 

électriques, les engins, les bâtiments, les ponts… 

L’origine des vibrations est due à l’existence des défauts dans l'équilibrage dans les 

moteurs ou dans les structures. Le déséquilibre peut être dû à une mauvaise conception, une 

mauvaise fabrication ou au vieillissement de certaines parties du système. 

 Les vibrations dans le moteur d’un train peuvent entrainer des haussements des roues 

qui à son tour peuvent causer un déraillement. 

 Les vibrations du moteur Diesel dans les engins provoquent un énorme bruit et des 

vibrations dans la croute de la terre ce qui, avec le temps, entrainent des 

endommagements dans les structures proches. 

 Les vibrations dans les outils de découpage produisent des surfaces non homogènes. 
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 Les vibrations diminuent la durée de vie du moteur que ce soit mécanique ou 

électrique. 

 Les vibrations dans les moteurs influent énormément sur la santé des utilisateurs. 

Le grand problème des vibrations réside dans les structures, lorsque le battement naturel 

coïncide avec le battement d’une force extérieure(le phénomène de la résonance) ce qui 

entraine une amplification de l'amplitude produisant un énorme dégât dans les structures (le 

pont du Tacoma, 1 Juillet au 7 Novembre 1940). Pour ces raisons, les ingénieurs sont obligés 

de bien étudier les structures (ponts, constructions, immeubles,..) et améliorer l’équilibrage 

des machines mécaniques ou électriques. Malgré cela, les vibrations ont des applications 

importantes dans la vie quotidienne comme les machines de lavages…etc. 

1.2 Définition des vibrations 

Le mouvement qui se répète au cours du temps s’appelle un mouvement vibratoire ou 

un mouvement oscillatoire. Tout système mécanique ayant une masse et un élément flexible 

(un ressort par exemple) ou leur équivalence dans un système électrique (inductance, 

condensateur) peut faire des mouvements vibratoires. Dans la plupart des cas, ces systèmes 

ont un amortisseur pour les systèmes mécaniques ou une résistance pour les systèmes 

électriques. En général, on peut représenter un système vibratoire par les schémas suivants : 

 

 

 

Figure 1. 1 : Représentation graphique des éléments du système vibratoire 

(M) 

Système mécanique : 

Système électrique : 

Masse Ressort Amortisseur 

    Bobine  Condensateur Résistance 
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D’une autre manière, on peut dire que tout système vibratoire contient trois moyens : 

 Système mécanique 

 Moyen pour stocker l’énergie cinétique, c’est la masse. 

 Moyen pour stocker l’énergie potentielle, c'est le ressort. 

 Moyen de dissipation de l’énergie, c’est l’amortisseur. 

 Système électrique 

 Moyen pour stocker l’énergie électrique, c’est le condensateur. 

 Moyen pour stocker l’énergie magnétique, c'est la bobine. 

 Moyen de dissipation de l’énergie, c’est la résistance électrique. 

Pendant les vibrations (oscillations), l’énergie se transforme d’une forme à une autre : 

de l’énergie cinétique à l’énergie potentielle et vice versa dans un système mécanique ou de 

l’énergie électrique à l’énergie magnétique et vice versa dans un système électrique. 

L’exemple le plus simple représentant un système vibratoire mécanique est le pendule simple. 

Dans chaque oscillation, l’énergie se transforme de l’énergie potentielle à l’énergie cinétique 

et vice versa. Supposant qu'à l’instant initial la masse est à la position 1 (fig.1.2), l’énergie 

totale est sous la forme d’une énergie potentielle. 

  

 

   Figure 1. 2 : Transformation de l'énergie potentielle à l'énergie  

   cinétique et vice versa dans les vibrations d'un pendule simple 
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On libère la masse, l’énergie cinétique augmente et l’énergie potentille diminue jusqu'à la 

transformation complète de l’énergie potentille en énergie cinétique à la position 2 (fig.1.2),la 

masse a fait un quart de cycle. A partir de la position 2, l’énergie potentille augmente et 

l’énergie cinétique diminue jusque la transformation complète en énergie potentille à la 

position 3 (la masse a fait un demi-cycle). Le retour de la masse à la position 1 avec le même 

processus, constitue un cycle complet. Dans le cas réel, durant le mouvement de la masse, 

une partie de l’énergie se communique avec le milieu extérieur. Cette partie est irrécupérable, 

donc le système perd de l’énergie dans chaque cycle. 

1.3 Classification des vibrations 

Les vibrations peuvent être classifiées sous plusieurs formes. On s’intéresse à la classification 

la plus commune qui range les vibrations dans trois catégories. 

1.3.1 Vibrations libres et vibrations forcées 

 Après une perturbation initiale, un système vibratoire est laissé sans aucune action 

d'une force externe, les vibrations dans ce cas sont connues comme des vibrations libres. 

L'oscillation d'un pendule simple est un exemple de ce type de vibrations. 

Si le système est soumis à une force extérieure au cours de toutes ces vibrations, les 

vibrations résultantes sont dites forcées. On peut prendre le pendule simple comme exemple 

si la masse est soumise à une force périodique extérieure. 

1.3.2 Vibrations amorties et vibrations non amorties 

Si l’énergie totale du système est conservée l’hors des vibrations (il n’y a pas de 

dissipation de l’énergie), ces vibrations sont dites non amorties. En revanche si le système 

perd de l’énergie au cours de ces vibrations (si l’on considère la résistance de l’air sur la 

masse du pendule simple dans l’exemple précédant), après certain temps la masse s’arrête à 

cause de la dissipation de l’énergie. Ces vibrations, sont dites vibrations amorties. 

1.3.3 Vibrations régulières et vibrations non régulières 

Si l’amplitude du mouvement vibratoire est connue à tout moment, les vibrations 

résultantes sont appelées régulières ou déterministes. D’une autre manière, c’est le 
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mouvement vibratoire dont on peut prévoir la valeur de l'amplitude à n'importe quel moment. 

Dans le cas contraire, les vibrations sont dites non régulières ou non déterministes. 

1.4 Nombre de degré de liberté 

Le nombre minimal des coordonnées indépendantes nécessaires pour étudier un 

système vibratoire est appelé nombre de degré de liberté. 

Exemples : 

 Pendule simple 

Le système de la figure 1. 3. peut être étudié (connaître la position de la masse m dans 

chaque instant) par la connaissance d'une seule coordonnée x ou y  car elles sont liées par 

la relation x
2
+y

2
=l

2
. Connaitre l’une des deux coordonnées, ça veut dire que la deuxième 

est tirée directement par la relation précédente. On dit que les deux coordonnées ne sont 

pas indépendantes. L’étude de ce système nécessite une seule coordonnée, donc le 

système est à un degré de liberté. 

 Masse ressort 

Pour connaitre la position de la masse dans chaque instant, il faut connaitre seulement 

l’abscisse x .L’étude de ce système nécessite donc une seule coordonnée, alors le système 

est à un degré de liberté.  

 

 

Figure 1.3 : Pendule simple                       Figure 1.4 : Système masse-ressort 
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 Deux masses et deux ressorts 

Pour connaitre les positions des masses 1m et 2m dans chaque instant il faut connaitre les 

abscisses 1x et 2x (les deux coordonnées sont indépendantes, 1x par exemple ; peut prendre des 

valeurs indépendamment des valeurs dex2, l’étude de ce système nécessite deux coordonnées, 

donc le système est à deux degrés de liberté.  

 

Figure 1.5 : Système à deux degrés de libertés, deux masses et deux ressorts 

 Masse ressort et pendule couplé 

Pour connaitre la position de la masse M  reliée au ressort et la position de la masse m  du 

pendule dans chaque instant, il faut déterminer l’abscisse x et l’angle . L’étude de ce système 

nécessite deux coordonnées, alors le système est à deux degrés de liberté.  

 

Figure 1. 6 : Système masse ressort et pendule couplés 

1.5 Procédure d’analyse d’un système vibratoire 

Dans le cas réel, presque la totalité des systèmes sont trop compliqués ainsi que les 

paramètres externes qui influent sur ces systèmes. Pour étudier ce genre de système, il faut 

suivre des étapes pour arriver à un modèle simple à étudié. 

 Détermination des composants du système et les forces agissant sure ce système.  

 

1k 1m

1x  

Position d’équilibre 

2m  

2x  

2k  

 

k  M  

x  

Position d’équilibre   

m  
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 Simplification du système réel(modèle physique), à un modèle plus simple dit modèle 

mathématique. 

 Détermination de nombre de degré de liberté. 

 Utilisation des approches mathématiques (petites angles, ...) pour assurer l’étude 

analytique.  

Exemple(voir la figure 1.7) 

 

 

Figure 1.7 : Schéma illustre le passage du modèle physique au modèle mathématique (le 

model simple) [2]. 

 

 

Masse du cycliste + Masse du Moto 

Masse roue Masse roue 

Masse équivalente 

Ressort équivalent Amortisseur équivalent 
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1.6 Système mathématique (modèle simple) 

La simplification du système vibratoire compliqué à un modèle simple représentant le 

cas réel s'effectue par la détermination du ressort équivalant de tous les ressorts existant ainsi 

que la masse équivalente de toutes les masses qui constituent le système. Dans ce qui suit 

nous allons donner des exemples simples pour arriver à comprendre le ressort équivalant et la 

masse équivalente. 

1.6.1Ressort équivalant 

Dans la pratique on trouve des ressorts en série et d'autres en parallèle. 

a. Ressorts en parallèle 

 

Figure 1. 8 : ressort équivalant à deux ressort en série dans un système masse ressorts 

Les équations du système à l’équilibre s'écrivent comme suit : 

 Pour le système réel : 

xkxkP 21            (1.1-a) 

xkkP )( 21            (1.1-b) 

 Pour le modèle mathématique : 

xkP eq
          

(1.2) 

A partir des relations (1.1), (1.2) on peut déduire la constante de raideur du ressort équivalent 

par la relation suivante : 

 

x  x  

2k  

m  

1k  
eqk  

mgP   mgP   

Système physique Model mathématique Modèle mathématique 
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  )( 21 kkkeq               (1.3) 

Si le système est constitué de plusieurs ressorts en série, alors la constante de la raideur du 

ressort équivalent est donnée par :
 

 i ieq kk           (1.4)
 

b. Ressorts en série 

La suspension de la masse m à l'extrémité libre des deux ressorts k1et k1causedes 

allongements x1et x2dans k1 et k1respectivement. L'allongement total est  21 xxxt 
 

 

 

Figure 1.9 : Ressort équivalant d'un système mass-ressort à deux ressorts en série 

A l’équilibre mécanique : Si on considère le système réel, on peut écrire ce qui suit : 

11xkP            (1.5) 

22xkP            (1.6) 

Pour le modèle mathématique 

teqxkP          (1.7) 

 

 2k

 m

 1k  eqk

P  

 P

Système Physique 

(2) 

Model Mathématique 

(3) 

 m

 1x

 2x

 tx 2k

 1k

Système Physique 

(1) 
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À partir des relations précédentes, on peut écrire : 

t

eq

teq x
k

k
xxkxk

1

111         (1.8) 

t

eq

teq x
k

k
xxkxk

2

222         (1.9) 

On somme les relations (1.8) et (1.9) et tenant compte de la relation  

teqtt

eq

t

eq
x

kk
kxx

k

k
x

k

k
xx 










2121

21

11
 

A la fin on trouve la relation qui donne la constante de raideur du ressort équivalent. 

21

111

kkkeq

           (1.10) 

Dans le cas général où le système est constitué de plusieurs ressorts en parallèle, la constante 

de la raideur du ressort équivalent peut être donnée comme suit : 


i ieq kk

11
          (1.11) 

1.6.2 La masse équivalente 

a. Ressort avec une masse non négligeable 

Dans certains cas (voitures, camions…) on ne peut pas négliger les masses des 

ressorts introduits dans la constitution des systèmes mécaniques. Pour simplifier l’étude, on 

cherche une masse équivalente du ressort qui l’on suppose suspendue à son extrémité, 

finalement le ressort est devenu de masse négligeable. La masse du ressort est m sa longueur 

est L, donc la masse linéique du ressort est donnée par 
L

m
. La masse d’un élément s de 

longueur dl est donnée par dl
L

m
.La vitesse des éléments constituant le ressort (points du 

ressort) sont linéaire avec la distance l . La vitesse de l'élément qu'est à l’extrémité fixe est 

nulle alors que la vitesse  

21 xxxt 
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Figure 1.10 : Masse équivalente pour un ressort de masse non négligeable 

de l'élément qu'est à l’extrémité libre
.

x  est maximale. La vitesse de l’élément dl peut être 

donnée comme suit : 

).()( tx
L

l
txs    

L’énergie cinétiqueT du ressort est égale à la somme de toutes les énergies de ses éléments et 

comme la distribution de la masse est continue alors la somme sera remplacée par une 

intégrale : 
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



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
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


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22

3

L

0

2

dllx
L

m

2

1
x

L

l
dl

L

m

2

1
T        (1.12) 

2x
3

m

2

1
T 








          (1.13) 

Sachant que l’énergie cinétique du système équivalant (modèle mathématique) s'écrit : 

2

eq xm
2

1
T            (1.14) 

Tenant compte des relations (1.13) et (1.14) on déduit ce qui suit : 

.
3

m
meq            (1.15) 

 

k

 

Système réel 

 m k

 

 P

Modèle Mathématique 

M
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 Masse équivalente de trois masses 

Dans la plupart des cas pratiques, plusieurs masses apparues en combinaison. Pour rendre 

l’étude simple, elles doivent être remplacées par une seule masse équivalente. Pour illustrer 

cette supposition on donne un exemple de trois masses 321, metmm attachées sur une barre 

de longueur l qui pivote autour d’un axe quelconque (figure 1.11).Supposant que les masses 

sont attachées à des distances 321, xetxx  de l’axe de rotation.  

 

 

Figure 1.11 : Masse équivalente de trois masses 321, metmm attachées sur une barre 

On cherche la masse équivalente de ces trois masses supposées attachées à la place de 1m (la 

masse équivalente attachée dans 1x ). Pour simplifier l’analyse, on suppose que la barre pivote 

avec des petites vitesses angulaires. Dans cette approximation, on peut écrire les vitesses des 

masses en fonction de la longueur de la barre par les relations suivantes, 

 La vitesse de la masse :2m 1
2

2 x
l

l
x    

 La vitesse de la masse :3m
1

3
3 x

l

l
x    

 La vitesse de la masse équivalente :eqm eqx  

L’énergie cinétique du système réel est donnée par :  

 

1l  

3l  
2l  

1x  2x  
3x  

1m  
3m  2m  

 

 

 
1x  

 

eqm  1l  

l
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 2

33

2

22

2

11 xm
2

1
xm

2

1
xm

2

1
T        (1.16) 

L’énergie cinétique du modèle mathématique est donnée par :  

  
2

2

1
eqeq xmT         (1.17) 

A partir des deux relations précédentes, on peut écrire ce qui suit : 

 2

33

2

22

2

11

2

eqeq xm
2

1
xm

2

1
xm

2

1
xm

2

1
      (1.18) 

Tant que la masse équivalente est supposée attachée à la place de la masse 1m  (c'est-à-dire à 

la distance 1x ), la vitesse de la masse équivalente meq est égale à la vitesse de la massem1, 

c'est à dire 1xxeq   . En l'introduisant dans l’équation (1.18), on trouve : 

 3

2

1

3
2

2

1

2
1 m

l

l
m

l

l
mmeq 

















      (1.19) 

1.7 Mouvement harmonique 

Le mouvement qui se répète dans des temps égaux, s’appelle un mouvement 

périodique. Le plus simple mouvement périodique est le mouvement harmonique où 

l’amplitude reste constante (forces dissipatives sont négligeables).Le mouvement d’un point 

sur un trajet circulaire avec une vitesse angulaire constante et le mouvement d’une masse 

accrochée à un ressort sont des exemples qui représentent ce type le mouvement harmonique. 

Le mouvement harmonique peut être représenté mathématiquement par le sinus ou le cosinus. 

Pour illustrer cette idée on schématise ou le mouvement d'une masse suspendue à un ressort 

(fig. 1.12) ou par le mouvement d'un point matériel qui se déplace autour d'un cercle (fig. 

1.13). 

 Amplitude : L'amplitude est l'écart maximal du système vibratoire par rapport à sa 

position d'équilibre (fig. 1.13).  
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Figure 1.12 : Schéma illustre la représentation du mouvement harmonique par le sinus ou le cosinus.    

 

Figure 1.13 : Schéma illustre la représentation du mouvement harmonique par le sinus ou le cosinus 

[2].    

0ll   

max0 xll   

max0 xll 

)(0 txll   

)(0 txll   

Amplitude = A  

A  
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 Cycle : le déplacement du système vibratoire de la position d'équilibre à la position 

extrême dans une direction puis le retour jusqu'à la position extrême dans la direction 

opposée, passant par la position d'équilibre, puis le retour à la position d'équilibre 

initial est appelé un cycle.   

 Période : la période d'un mouvement vibratoire est le temps nécessaire pour que le 

système complète un cycle. L'unité du période T est la seconde s . 

1.7.4 Représentation complexe du mouvement harmonique : 

Un nombre complexe Z peut être représenté par un point dans le plan complexe, où le 

point Z(x, y) représente le nombre complexe Z=x + i y (fig : 1.14 a) 

 

 

 

 

 

Figure 1.14 Représentation d’un nombre complexe. 

L'amplitude du nombre complexe Z est sa distance à l'origine. L'angle entre la ligne radiale 

et l'axe des réels fait un angle appelé l'argument de z ( )arg( Z )ou la phase de z (fig : 1.14 b). 

Exemple : 32 iZ   

6.332 22 Z  , radZ 98.031.56
2

3
tan)arg( 1 








  . 

On peut écrire le nombre complexe en fonction de l’amplitude et de la phase avec, 

)sin(Im),cos()Re(  ZZZ        (1.20) 

 

Alors 

Z

 

 Re

 

Im
 

)Re(Z

 

)Im(Z

 

),( iyxZ

 

Re
 

Im
 

)(a

 

)(b
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)sin()cos()Im()Re(  ZiZZiZZ       (1.21) 

En fin, 

))sin()(cos(  iZZ         (1.22) 

Nous avons, ,...1,,1,,1 65432  iiiiiii  

...
!6

)i(

!4

)i(

!2

)i(
1...

!6!4!2
1cos

642642




  

...
!7!5!3

sin
753





 

...
!7

)(

!5

)(

!3

)(
sin

753





iii

ii  

On peut écrire, 


 ie

iii
i  ...

!4

)(

!3

)(

!2

)(
1sincos

432

    (1.23) 

Alors le nombre complexe peut être écrit sous la forme la plus simple, 

ieZZ            (1.24) 

 

 

 

 

 

Figure 1.15 Mouvement circulaire d’un point matériel. 

 

wtAx cos
 

wtAy sin

 

A
 wt

 x
 

y
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Considérons, dans le plan ),( yx un point se déplace dans le sens contraire des aiguilles d'une 

montre sur un cercle de rayon A  avec une vitesse angulaire wt . 

Les coordonnées de ce point correspondent au nombre complexe sont données par 

)sin(Im),cos()Re(  AAZ   

Donc, le mouvement harmonique simple peut être donné par 

iwtAeZ           (1.25) 

Dans l’étude du mouvement harmonique où on prend soit la partie réelle soit la parie 

imaginaire. Cette écriture est très utile pour étudier le mouvement harmonique. Elle est 

simple à dériver, à intégrer, à sommer …  
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Chapitre 2 

Vibrations libres des systèmes à un degré de liberté. 

 

2. 1Introduction 

 Tout système vibre loin d’excitations extérieures (le mouvement est dû à une 

perturbation initiale), les vibrations qu'ont suivies sont dites libres. Si le système nécessite 

une seule coordonnée pour son étude, le système est donc à un degré de liberté. Si le système 

ne perd pas de l'énergie, les vibrations sont dites non amorti, dans le cas contraire ils sont 

dites amortis.  

Pour étudier les systèmes vibratoires il faut suivre les étapes suivantes : 

 Etablir l’équation différentielle qui représente le mouvement. 

 La résolution de l’équation différentielle. 

 Déduire les paramètres physiques : Amplitude, Battement, Fréquence ...etc. 

2.2 Vibrations libres non amorties 

2.2.1 Vibration de translation non amortie 

 Plusieurs méthodes sont utilisées pour déterminer l’équation différentielle représentant 

le mouvement. Parmi ces méthodes on cite : la méthode de Newton, la méthode de Lagrange, 

la méthode d’énergie…etc.  

Dans le présent cours, nous utilisons deux méthodes seulement : la méthode de newton et 

la méthode de Lagrange. 

a- La méthode de Newton 

Exemple 1 : 
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On prend le système composé d’une masse m suspendue à un ressort de raideur k et de 

longueur initiale 0l . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 A l’équilibre mécanique (position 2) et selon le principe du Newton on peut écrire 

  


 0F  

xkmgxkmg  0     (2.1) 

Remarque : on peut trouver expérimentalement la raideur d’un ressort avec cette 

expérience simple, où 
x

mg
k


  

Dans la position 3, d'après la deuxième loi du Newton


 mF on peut écrire : 

  xmm)x)t(x(kmg        (2.2)
 

xm)t(xkxkmg          (2.3) 

À partir de la relation (2.1), on trouve ce qui suit :      

  0)()()(  tkxtxmxmtxk      (2.4) 

xtx )(  

(3) (1) 

k
 

k
 

mgP 

 

mgP 

 
(2) 

x
 

k
 

Figure 2.1 : Système masse-ressort à un degré de liberté  
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Finalement on peut écrire l’équation différentielle qui représente le mouvement par : 

  
0)()(  tx

m

k
tx

             (2.5) 

On remarque que c'est une équation différentielle linéaire homogène du deuxième ordre. 

Exemple 2 : 

On prend le système du pendule simple.  

 

 

 

 

 

 

 

 D'après la deuxième loi de Newton,


 mF , on trouve : 



 mTp         (2.6) 

 Par la projection sur l’axe 


tu  : 

tm)sin(mg         (2.7) 

t : L’accélération tangentielle et g : la pesanteur. 

 Par la projection sur l’axe 


nu  : 

0)cos(  nmTmg       (2.8) 

Nous avons   letlv tt   

 

Figure 2.2 : Système à un degré de liberté : le pendule simple. 

 

  

m  

l  

 

P  
 

cosmg  sinmg  

T


 

nu


 
tu

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Par remplacement dans l’équation (2.7), on trouve. 

 mlmg  )sin(        (2.9) 

 

En fin on peut écrire, 

0)sin(  
l

g         (2.10) 

On suppose que le pendule oscille avec des petits angles ce que permit d’utiliser 

l’approximation  )sin( . L'équation (2.10) s'écrit donc comme suit : 

0 
l

g

        
(2.11) 

C’est l’équation différentielle du mouvement vibratoire. 

b- Méthode de Lagrange : 

 Nous avons consacré une brève démonstration de la méthode de Lagrange dans 

l’annexe 1. Dans tout qui suit, on utilise directement la méthode. Pour mieux comprendre et 

apprécier l’intérêt de la méthode de Lagrange, On utilise les deux exemples précédents. 

 Masse ressort 

 On considère un système masse-ressort à un degré de liberté. Il est libre (aucune force 

extérieure) et conservatif (non amorti). Dans ce cas (voire l’annexe 1), l’équation de 

Lagrange s’écrit comme suit, 

0
















q

L

q

L

dt

d


        (2.12). 

L  : Le Lagrangien du système est donné par :  UTL   

q  : La coordonnée généralisée, dans ce cas xq   
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T  : L’énergie cinétique du système, 22 xm
2

1
Txvcomme,mv

2

1
T    

U  : L’énergie potentielle du système, 2

2

1
kxU   

22

2

1

2

1
kxxmL  

        
(2.13) 

 xm
x

L








 

xm
xd

L

dt

d











 
        (2.14) 

kx
x

L






         
(2.15) 

En remplaçant les équations (1.14) et (1.15)dans (1.13) on aboutit à l’équation 

différentielle représentant le mouvement vibratoire, 

0 x
m

k
x

        
(2.16) 

 Pendule simple 

Le système est libre (aucune force extérieure appliquée) et conservatif(non amorti). 

L’équation de Lagrange est donnée par la relation (2.12), 

 : Le Lagrangien du système est donné par :   

 : La coordonnée généralisée, dans ce cas q  

 : L’énergie cinétique du système, 222

2

1
,

2

1
  mlTlvcommemvT   

 : L’énergie potentielle du système, )cos1( mglU  

)cos1(
2

1 22   mglmlL  ,      

L UTL 

q

T

U
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 cos
2

1 22 mglmglmlL  

      
(2.17) 

 





2ml
L





 







2ml
d

L

dt

d








 

        

(2.18) 

 


sinmgl
L





,  

 Comme nous l'avons mentionné auparavant, il faut faire des simplifications pour 

arriver à des solutions analytiques. On considère que le pendule oscille (vibre) avec des petits 

angles, ce qui permit d’écrire  sin . 




mgl
L






        
(2.19) 

On remplace les équations (2.18) et (2.19) dans l’équation de Lagrange (2.12) on trouve : 

02   mglml 
       (2.20) 

A la fin, on trouve l’équation différentielle qui représente le mouvement vibratoire

  0 
l

g

       
(2.21) 

On reprend par exemple le cas du système masse ressort et mettant l’équation sous la forme

    02  xwx n  avec 
m

k
w2

n      
(2.22) 

La résolution de l'équation (2.22) est de la forme (voire l’annexe 2), 

)sin()cos( 21 twAtwAx nn 
       

(2.23) 

21 AetA sont des constantes peuvent être trouvées à partir les conditions initiales. 

nw

x
AetxA

xx

xx
tà 0

201

0

0

0















  



Chapitre 2                                                                                          Vibrations des systèmes à un degré de liberté. 

 

S. Aoulmit                                                                                                                                 24 
  

Finalement on trouve : 

)sin()cos( 0
0 tw

w

x
twxx n

n

n




     

(2.24). 

Le déplacement x de la masse, peut être écrit sous une forme plus adéquate, en posant

0201 cossin  AAetAA  . Ça veut dire qu’on remplace 21 AetA par 0etA . 

)sin(cos)cos(sin 00 twAtwAx nn  
    

(2.25) 

En utilisant,  cossincos,sin)sin(  , l’équation (2.25) peut s'écrire comme 

suit: 

)sin( 0 twAx n        
(2.26) 

L’équation représente un mouvement harmonique dont : 

 A : l’amplitude du mouvement. 

 nw  : le battement naturel du mouvement. 

 0  : la phase (l’angle initial). 

La vitesse de la masse est représentée par le premier dérivé de la position x  

)cos( 0 nn wAwx
      

(2.27) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0tt   )sin( 0 wtAx  

0  
wt
 

y  

x  

ttt  0  
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L'accélération est donnée par le dérivé second 

)sin( 0
2  twAwx nn

       
(2.28) 

Sur la figure 1.14 on représente la position x , la vitesse x  ainsi que l'accélération x  de la 

masse m 

 

  
Figure 2. 3 : Position, vitesse et accélération en fonction du temps pour le mouvement 

harmonique 

2. 2 Vibrations de rotations libres non amorties 

 Soit un système oscillant autour d’un axe, le mouvement résultant s’appelle 

mouvement vibratoire rotationnel. On prend l’exemple de deux masses 1m et 2m reliées par 

une tige métallique de masse négligeable et de longueur r. La tige est montée sur une barre 

métallique circulaire qu'est à son tour fixée par l'autre extrémité à un bâti fixe (fig.2.4). La 

barre métallique est de longueur l, de moment d'inertie 0I  et de coefficient de cisaillementG . 

Si le système est déplacé de sa position d'équilibre par un angle donné , il résulte dans la 
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barre un moment de torsion 
l

GI
M t

0 . Alors, la barre agit comme un ressort de torsion 

avec une raideur de torsion
l

GIM
k t

t
0


.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Le système a un degré de liberté, la seule coordonnée nécessaire pour l'étudier est 

l’angle . On utilise l’équation de Lagrange pour déduire l'équation différentielle représentant 

le mouvement,  

  0
















q

L

q

L

dt

d


       (2.29-a) 

La coordonnée généralisée q  dans ce cas est l’angle . Donc  

0


















LL

dt

d


        

(2.29-b) 

Où TUL   

 2

2

1
tkU 

         
(2.30) 



 

Figure 2. 4 Mouvement vibratoire rotationnel. 

 

 

 

2m  

1m  

  

1r  

2r
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2m  

1m  

  

1r  
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2m  
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  
2211

2
22

2
11 ,

2

1

2

1
rvetrvvmvmT   

  22

22

2

11 rmrm
2

1
T 

     
(2.31) 

2

2

1
IT 

       
(2.32) 

où  2
22

2
11 rmrmI   est le moment d’inertie du système. 

 

 

 

A la fin on écrit le Lagrangien du système comme suit : 

22

2

1

2

1
 

tkIL 
       

(2.33) 

Appliquant le théorème de Lagrange : 





I
L

dt

d













et 


tk

L





 . 

Finalement l'équation différentielle qui décrit le mouvement peut s'écrire comme suit : 

0 
I

kt

        
(2.34) 

02   nw
        

(2.35) 

 
I

k
w t

n   : le battement naturelle du mouvement vibratoire en 1. srad . 

 
n

n
w

T
2

 : la période naturelle du mouvement vibratoire. 

 
n

n
T

f
1

 : la fréquence naturelle du mouvement vibratoire en 1s  

Remarque : le moment d’inertie dans un système qui fait un mouvement de rotation est 

équivalant à la masse dans un système faisant un mouvement de translation.  
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Rappel : 

- Le système précédent est constitué de deux masses distantes (les masses sont éloignées), 

le moment d’inertie est donné par:  2
22

2
11 rmrmI  . 

- Si le système est constitué de plusieurs masses distantes (les masses sont éloignées), le 

moment d’inertie est donné par:   





ni

i

iinn rmrmrmrmI
1

222
22

2
11 ... . 

- Si le système est constitué de plusieurs masses adjacentes (distribution continu de la 

masse), le moment d’inertie est donné par : 


dmrI 2  

dm est la masse de l’élément qu’est à une distance r  de l’axe de rotation σ 

Exemples: 
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1
mlI   

m  
2

l
 

  

2

l
 

2

3

1
mlI   

m  

  

l  

 

  

2mRI   

R  

  

2

2

1
mRI   

R  

Anneau Disque 
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Cylindre creux Cylindre plein 

  

Théorème de Huygens 

Soit un objet en rotation autour d’un axe   passant par son centre de masse. Si   est 

un axe parallèle à distant de avec une distance d , Le moment d'inertie de l’objet par 

rapport à l’axe  est donné par ; 

2mdII    

 

 
2

2

1
mRI   

 
2

2

1
mRI   

 

Sphère creuse Sphère pleine 

2

3

2
mRI 

 

2

5

2
mRI 
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I est le moment d’inertie de l’objet par rapport à l’axe et m la masse de l'objet. 

2. 3 L'énergie de l'oscillateur harmonique 

Pour l'oscillateur harmonique, 22

2

1

2

1
kxxmE    

)sin(  twAx n  )cos(  twAwx nn  

)(sin
2

1
)(cos

2

1 22222   twkAtwwmAE nnn

 

))(sin)((cos
2

1 2222   twtwwmAE nnn  

22

2

1
nwmAE            (2.36) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2.6 : Variation de l’énergie cinétique et de l’énergie potentille 

dans les vibrations harmonique [5]. 

 

Energie totale 

 
 

2

2

1
kxE p   

2

2

1
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  
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2. 3 Vibrations libres amorties 

Les vibrations libres amorties, sont des vibrations résultantes après une perturbation initiale 

où l’amplitude diminue avec le temps jusqu'à l’arrêt complet du mouvement. La diminution 

de l’amplitude est due à la perte de l’énergie à cause des forces de frottement. Il y’a trois 

types de frottement : 

a- Frottement visqueux : ce type de frottement, se trouve quand l’objet se meut dans un 

fluide avec des faibles vitesses. La force de frottement est inversement proportionnelle 

à la vitesse. coùvcf ,


 est le coefficient de frottement. 

b- Frottement de Colomb : le frottement de Colomb se trouve lorsqu’un corps solide se 

glisse contre un autre. La force de frottement est proportionnelle à la force normale à 

la surface.


 Nf   

c- Frottement intermoléculaire : le frottement intermoléculaire apparu lorsque le 

système subi des déformations dont lesquelles les molécules s'éloignent et se 

rapprochent. Au cours de ces interactions intermoléculaires le système perd de 

l'énergie sous forme de chaleur (énergie irrécupérable) au milieu extérieur.    

Dans ce cours on s’intéresse seulement au frottement visqueux. On prend le système masse 

ressort amortisseur (fig. : 2.7) 

 Méthode de Newton 

D'après la deuxième loi de Newton, , on trouve 



 mpff kf          
(2.37) 

xmkxxc            (2.38) 

0 x
m

k
x

m

c
x 

         
(2.39) 



 mF
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L’équation du mouvement, est une équation différentielle du deuxième ordre. 

 Méthode de Lagrange 

Le système masse ressort amortisseur à un degré de liberté. Il est libre (aucune force 

extérieure) et non conservatif (amorti). Dans ce cas (voire l’annexe 1), l’équation de 

Lagrange s’écrit comme suit, 

0





















q

D

q

L

q

L

dt

d


        

(2.40) 

L  : Le Lagrangien du système est donné par :  UTL   

q  : La coordonnée généralisée, dans ce cas xq   

T  : L’énergie cinétique du système, 22 xm
2

1
Txvcomme,mv

2

1
T    

U  : L’énergie potentielle du système, 2

2

1
kxU   

22

2

1

2

1
kxxmL  

        
(2.41) 

 xm
xd

L

dt

d











 

        

(2.42) 

 

Figure 2.7 : Système amortie, masse ressort amortisseur. 

 

Amortisseur Ressort 

Masse m 



 vcf f  


 xkfk  



 gmp 
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kx
x

L






         
(2.43) 

  

22

2

1

2

1
xcqcD  

      
(2.44) 

xc
q

D









      

(2.45) 

Remplaçons les équations (2.39), (2.40) et (2.42) dans (2.37) on aboutit à l’équation 

différentielle qui représente le mouvement vibratoire, 

0 x
m

k
x

m

c
x 

       
(2.46) 

C'est la même équation différentielle obtenue par la mécanique de Newton.  

Pour résoudre cette équation, if faut écrire l’équation caractéristique (voire l’annexe 2), 

02 
m

k

m

c


       
(2.47) 

Les racines de l’équation sont : 

m

k

m

c

m

c











2

1
22

 et
m

k

m2

c

m2

c
2

2 







 . 

Les solutions de l’équation caractéristique, bien sur l'équation différentielle, dépend 

des valeurs et de la nature (réel ou complexe) de 21  et . D’une autre manière, les solutions 

dépendent de la valeur et du signe de la racine
m

k

m

c









2

2
. 

 0
2

2










m

k

m

c
 il y’a une solution double 

 0
2

2










m

k

m

c
 deux solutions réelles 
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 0
2

2










m

k

m

c
 deux solutions complexes. 

Avant d’étudier ces trois cas, nous allons définir le coefficient de frottement critique et le 

rapport de frottement. 

2.3.1 Coefficient de frottement critique 

Le coefficient de frottement critique cC est définit comme la valeur du coefficient de 

frottement pour lequel la racine de l’équation caractéristique sera nulle. 

m

k
mc

m

k

m

c

m

k

m

c
c

cc 2
2

0
2

2


















 

Comme ,
m

k
wn   

Alors 

.2 nc mwC 
          

(2.48) 

2.3.2 Rapport d’amortissement 

Le rapport d’amortissement est défini comme le rapport du coefficient de frottement 

au coefficient de frottement critique. 

  n

nc

w
m

C

mw

C

C

C
 

22
 

Les racines de l’équation caractéristique peuvent être écrites sous la forme, 

n

2

n1 w)1(w    

n

2

n2 w)1(w   . 

Cette forme d’écriture montre que la nature du mouvement dépend du rapport de frottement

. On va trouver la nature du mouvement dans les trois cas possibles. 
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2.3.3 1
ier

 Cas ; amortissement faible cCC   : 

  011 2  cCC  

La valeur de la racine est négative, donc les solutions de l’équation caractéristique sont 

complexes. On peut réécrire les solutions de l’équation caractéristique sous la forme ; 

n

2

n1 w)1(iw    

n

2

n2 w)1(iw   . 

Les solutions de l’équation caractéristique sont de la forme  i2,1 . Dans ce cas, la 

solution de l’équation différentielle est donnée par (voire l’annexe 2), 

  )).sin().cos(( 21
. tAtAetx t          (2.49) 

où, nw  et nw)1( 2  . Par remplacement, on trouve 

  )).)1(sin().)1(cos(( 2
2

2
1

.
twAtwAetx nn

twn 




    
(2.50) 

21 AetA sont des constantes peuvent être trouver à partir des condition initiales. 













0

0

)0(

)0(
0

xx

xx
t


 

)).)1(cos(.)1().)1(sin(.)1((

)).)1(sin().)1(cos(()(

22
2

22
1

2
2

2
1

twwAtwwAe

twAtwAewtx

nnnn
tw

nn
tw

n

n

n

















 

On déduit : 

Remarque : si le rapport de frottement est nul 000  C (il n’y a pas de 

frottement). Les solutions de l’équation caractéristique sont n2,1 iw . Le mouvement 

est harmonique simple. 
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n

n

w

xwx
AxA

2

0

201

1
,












 

  )).)1(sin(
1

).)1(cos(( 2

2

002
0

.
tw

w

xwx
twxetx n

n

n
n

twn 











 

  

(2.51) 

Comme nous avons dit auparavant, l’équation peut être écrite sous la forme la plus adéquate 

)sin()( 0





twAetx a

twn

       
(2.52) 

Où .1arctan, 2

2

1
0

2

2

2

1 na wwet
A

A
AAA  










 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2.8 : Vibration faiblement amortie d'un système masse ressort (m=500 kg, k=10
4
Nm

-1
), 

pour trois différentes valeurs de coefficient de frottement. 
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aw  : le battement amorti, il est toujours inferieur à nw . 

L’amplitude du mouvement twnAe
 diminue avec le temps jusqu'à l’arrêt du système. 

2.3.4 2
ème

 cas : frottement critique : 

  011 2  cCC  

Les racines de l’équation caractéristique seront données par : nw2,1 . La racine est réelle 

doublée, et par suite la solution de l’équation différentielle est donnée par (voir l’annexe 2): 

    twnetAAtx


 21         (2.53) 

Des conditions initiales, 












0

0

)0(

)0(
0

xx

xx
t


  on trouve 















002

01

xwxA

xA

n

 

    tw
n

netxwxxtx


 )( 000 
      

(2.54) 

Le mouvement n’est pas vibratoire, le système va revenir à sa position initiale sans faire des 

oscillations (fig. 2.8). 

 

Figure 2.9 : Vibration critique amortie d'un système masse ressort (m=50 kg, k=10
4
Nm

-1
. 

0 0.5 1 1.5 2
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

C=Cc= 447.21 Nsm
-1



Chapitre 2                                                                                          Vibrations des systèmes à un degré de liberté. 

 

S. Aoulmit                                                                                                                                 38 
  

2.3.5 3
ème

 cas ; frottement lourd : 

011 2  cCC , Les racines de l’équation caractéristique seront 

données par : nw2,1 . Les racines sont réelles, 

nn ww )1( 2
1    

nn ww )1( 2
2   . 

Par suite, la solution de l’équation différentielle est donnée par (voir l’annexe 2): 

21

21)(


eAeAtx           (2.55) 

Le mouvement n’est pas vibratoire. Le système va retrouver son état initial sans oscillations 

dans un temps plus grand que dans le cas de frottement critique. 

 

Figure 2.10 : Vibration lourdement amortie d'un système masse ressort (m=50 kg, k=10
4
Nm

-1
. 
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2.3.6 Décrément logarithmique 

Le décrément logarithmique est défini comme le taux de diminution de l’amplitude du 

mouvement vibratoire. Mathématiquement, le décrément logarithmique est donné par le 

logarithme naturel de deux amplitudes successives. 

Soit 21 tett les temps de deux amplitudes maximales successives. 

)sin(

)sin(

)(

)(

02

01

2

1

2

1

















twAe

twAe

tx

tx

a
tw

a
tw

n

n

       

(2.56) 

a

aa
w

TTtt
2

,12  : la période du mouvement amorti. 

)sin()2sin()sin( 010102   twtwtw ddd  

an

an

n

n

n
Tw

ttw

tw

tw

tw

e
e

e

e

e

tx

tx 


















))(

)(

1

1

2

1

(
2

1

       

(2.57) 

Et par suite le décrément logarithmique est donné par ; 

anTw
tx

tx
 










)(

)(
ln

2

1

        

(2.58) 

On remplace par la formule de aT , le décrément logarithmique peut être écrite sou la forme 

21

2









          

(2.59). 

 

Remarque : On peut écrire le taux   d’amortissement en fonction du décrément 

logarithmique  comme, 

22)2( 





  

Cette relation permet de trouver expérimentalement le coefficient de frottement par la 

mesure de décrément logarithmique.  
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Le décrément logarithmique de deux amplitudes séparées par le temps anTtt  12  

14

3

3

2

2

1

1

1

2

1 .................
)(
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


n

n

n x
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x

x

x

x
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(2.60) 

anTw
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i e
x

x 


1

 

anTwn

n

e
x

x 


1

1
 

Le décrément logarithmique sera donné : 

21

2







 n

          

(2.61). 

2.3.7L’énergie dissipée lors du frottement faible 

L’énergie dissipée lors du frottement est égale au travail fourni par la force de 

frottement (dans notre cas ; la force de frottement est de nature visqueuse). 

Lors d’un cycle, l’énergie dissipée est égale au travail fourni par la force de frottement 

pendent ce cycle. La force de frottement visqueux est de la forme


 vcf . 

Par définition le travail de la force 


f  est donnée par ; 

  
 a aa T TT

vdxcwxdvcwxdfw

0 00

. 

xvvdtdx
dt

dx
v  ,  

dtxcwdtxxcw
aa

TT

 

0

2

0

 . 
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dtxcE
a

T



0

2  

 

Nous avons, 

)sin()( 0
   twAetx a

t
 

m

c

2
 , na ww 21   

)cos()sin(     twAeAwtwAex a
t

aa
t

 

))cos()sin((    twAwtwAex aaa
t

 

Dans le cas d'amortissement faible, le facteur 12  te 
dans l'intervalle aT0

dttwtwwtwwtwcAE aaa

T

aaa

a

))sin()sin(2)(sin)(sin( 00

0

0
22

0
222   

    

 

On fait un changement de variable 















20:

0: a

a
aa

Tt

w

d
dtw

dt

d
tw  

On a Aussi,  




2

0

2

0

2

2

0

2 0cossin,cossin ddd  

A la fin, l’énergie dissipée lors d’un cycle sera donnée par : 

2
2

22
2

)( n
a

a
a

w
w

cA
w

w

cA
E  
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222
2

nan

a

wTAmw
w

cA
E 


       (2.62) 

2.3.8 Facteur de qualité 

Le facteur de qualité est défini par  
E

E
Q


 2

 

Où E  est l'énergie emmagasinée dans l'oscillateur (c'est l'énergie de l'oscillateur harmonique) 

et E  est l'énergie dissipée lors d'un cycle. 

22

2

1
nwmAE   

22

22

2

na

n

wTmA

wmA

E

E
Q


 


  

c

mw
Q a2
           (2.63) 

En physique des vibrations, le facteur de qualité Q est un paramètre sans dimension qui décrit 

comment un oscillateur est sous-amorti. Un facteur de qualité plus élevé, indique un taux de 

perte d'énergie plus faible par rapport à l'énergie stockée dans l'oscillateur (les oscillations 

s'arrêtent plus lentement). par exemple, un pendule   oscillant dans l’air a un facteur de qualité 

élevé, alors qu'un pendule immergé dans l'huile a un facteur de qualité faible. 
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Chapitre 3 

Vibrations forcées des systèmes à un degré de liberté. 

 

3.1Introduction 

Les vibrations (oscillations) forcées, se produisent lorsque le système est soumis le 

long de ses vibrations à une des forces extérieures périodiques. Souvent, ces forces s'appellent 

excitations extérieures. Le mouvement résultant, s’appelle la réponse du système à 

l'excitation extérieure. La force d’excitation peut être harmonique, périodique non 

harmonique, non périodique ou aléatoire. 

Dans le présent cours, on s’intéresse seulement aux excitations harmoniques. L’excitation 

harmonique peut être donnée mathématiquement par : 

.)(),.cos()(),.sin()( ).(
000

  twieftftwftftwftf
 

:   la phase de l’excitation (dépend de la valeur la force f à 0t ). 

3.2 Excitation harmonique d'un système non amortie. 

 équations du mouvement : 

 

 

 

 

Figure 3.1 : Système masse ressort harmoniquement excité 

 

 



 xkf k  



 gmP  

 

).cos()( 0 twftf   m 
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De la deuxième loi de Newton, , 



 mpff kt         
(3.1) 

xmfkx t 
         

(3.2) 

tfkxxm 
         

(3.3) 

).cos( tw
m

f
x

m

k
x o

        
(3.4) 

 De l’application du théorème de Lagrange, qui est recommandé dans ce cours,  

qf
q

L

q

L

dt

d



















        

(3.5) 

Où 














congégiéeforcelatwff

egénéralisécoordonéelaxq

systèmedunLangrangieleUTL

q ).sin( 00 

 

kxxmUTL
2

1

2

1 2  
       

(3.6) 

 xm
q

L

dt

d

















         

(3.7) 

 kx
q

L






         

(3.8) 

 ).cos(0 twffq          
(3.9) 

Par remplacement, 

).cos(0 tw
m

f
x

m

k
x 

       
(3.10) 

 Solution de l’équation différentielle. 

L’équation du mouvement, est une équation différentielle du deuxième ordre avec seconde 

membre. La solution de cette équation est la somme de deux solutions (voire l’annexe 2) : 



 mF
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  Solution général gx de l’équation homogène (sans seconde membre). 

 Solution particulière px de l’équation non homogène (avec seconde membre). 

La solution de l’équation homogène, 00 2  xwxx
m

k
x n est donnée par : 

)sin()cos( 21 twAtwAx nng 

      

(3.11) 

Puisque nw  n'est pas une solution de l'équation caractéristique, la solution particulière est 

donnée par : 

).sin().cos( 21 twCtwCxp 
   

(3.12) 

Pour trouver les constantes 21 CetC , il faut remplacer cette solution dans l’équation 

différentielle (3.10). Nous avons, 

).sin().cos( 21 twCtwCxp   

).cos().sin( 21 twwCtwwCxp   

).sin().sin( 2
2

2
1 twwCtwwCxp   

Par remplacement on trouve, 

)..cos().sin().cos().sin().sin( 0
21

2
2

2
1 tw

m

f
twwCtwwCtwwCtwwC nn   

Par comparaison les deux membres de l’équation, on trouve : 

 
0, 222

0

1 











 C
ww

m

f

C
n

. 

On met C1 =X et divisons le numérateur et le dénominateur par k  on trouve, 

 

 
2

22

0

1 















n

st

n

w

w
X

ww
k

m

kf
X



    

(3.13) 

gx

px
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k

f
st

0  : représente la déflection de la masse sous l’application de la force 0f  et s’appelle la 

déflection statique de la masse. 

 

En fin, la solution particulière s’écrit : 

).cos(

1

2
tw

w

w
x

n

st
p














        

(3.14) 

On somme les solutions et px ,la solution de l’équation différentielle du mouvement (1) 

s’écrit comme suit : 

).cos(

1

)sin()cos(
221 tw

w

w

twAtwAx

n

st
nn




























   

 

(3.15) 

Les constantes 1A et 2A seront trouvées par les conditions initiales. 










0

0
0

xx

xx
t


,            













































n

n

st

w

x
A

w

w

xA

0
2

201

1





 

gx

N.B : 

 La solution générale gx de l’équation homogène représente un mouvement harmonique. 

Elle s’appelle réponse transitoire puisqu’elle va disparaitre avec le temps. 

 La solution particulière px de l’équation non homogène représente la réponse de la masse 

à la force d’excitation extérieure. 
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).cos(

1

)sin()cos(

1

2

0

20 tw

w

w

tw
w

x
tw

w

w

xx

n

st
n

n

n

n

st



















































































  

(3.16) 

3.2.2 Facteur d’amplification : 

Le rapport 
st

X


(le rapport de l’amplitude du mouvement dynamique à l’amplitude statique) 

représente le facteur d’amplification. 

2

1

1















n

st

w

w

X



         

(3.17) 

 

 

Figure 3. 2 : Facteur d’amplification pour un système non amortie [2] 

De la figure, on distingue trois cas. 

 

 

nw

w
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 1
ièr

 cas : Le facteur d’amplification est positif  

0

1

0110
2

2






































n

st

nn

w

w
X

w

w

w

w 
. 

Donc 








).cos(

).cos(0

twXx

twff

p

, on dit que la réponse du système à l’excitation et l’excitation sont en 

phase. 

 

 

 

 2
ième

 cas : Le facteur d’amplification est négatif 

0

1

011
2

2






































n

st

nn

w

w
X

w

w

w

w 
. 

Tant que l’amplitude X est toujours positive on peut écrire, 

 

Figure 3. 3 : Réponse harmonique quand 0<
nw

w
<1 [2] 
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).cos(0

1

2
twXx

w

w
X p

n

st 












 

Donc








).cos(

).cos(0

twXx

twff

p

, on dit que la réponse du système à l’excitation et l’excitation sont 

en déphasage. 

 

Figure 3. 4 : Réponse harmonique quand 1
nw

w

 

 

 

 

 3
ième

 cas Phénomène de la résonance : 1
nw

w
 

Lorsque la fréquence de la force d’excitation extérieure est égale à la fréquence naturelle du 

système, l’amplitude de la réponse du système croit jusque l’infini. Ce phénomène, s’appelle 

Remarque :Si 
nw

w
, ça veut dire que le battement de la force d’excitation est plus 

grand que le battement naturel du système, 0X . On conclut que le système ne répond 

pas (le système reste émouvant) à une excitation plus grand que leur propre battement 

(battement naturel). 
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la résonance. L’étude du phénomène de la résonance a une grande importance dans la 

construction industrielle et dans l’ingénierie. 














2

1

1

n

st
n

n

w

w
Xww

w

w 
. 

Il faut résoudre l’équation du mouvement dans le cas où nww 
 
; 

).cos(0
2 twfxwx nn          (1.18) 

Tant que nw est une solution de l’équation caractéristique (voir annexe 2), la solution 

particulière de l’équation non homogène est de la forme 

 )sin()cos( 21 twCtwCtx nnp         (1.19) 

Pour trouver les constantes 21 CetC , on remplace par px  dans l’équation2. 22. 

)sin()cos())cos()sin(( 2121 twctwctwwcwtwctx nnnnnp 
 

  )cos(2)sin(2)sin()cos( 21
2

2
2

1 twwCtwwCtwwCtwwCtx nnnnnnnnp   

Par remplacement et par comparaison des membres de l’équation2. 22, on trouve 

















0

2

2

0

1

C

w

m

f

C
n 2

1

stXC


 . 

Donc )cos(
2

twtx n

st

p


         (3.21) 

La réponse du système à la force de l’excitation est périodique dont l’amplitude est croissante 

avec le temps. 
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Figure 3. 5 : Réponse harmonique quand 1
nw

w

 
3.2.3 Phénomène de battement : 

Si le battement de l’excitation extérieure très proche du battement naturelle du 

système, il se produit un phénomène s’appelle phénomène de battement. L’amplitude du 

système s’augmente à un maximum puis se diminue jusque s’annule puis s’augmente et ainsi 

de suite. 

Revenons à l’équation (3.16) et mettons nww  . Dans les conditions initiales 000  xx  , 

Pour simplification, l’équation peut être écrite sous la forme ; 

 ).cos().cos(
22

0

twtw
ww

m

f

x n

n




  

 ).cos().cos(
22

0

twtw
ww

m

f

x n

n




       (3.22) 

 

En utilisant la relation, 






 







 


2
sin.

2
sin2coscos


 Donc : 
















 







 





2
sin.

2
sin2

22

0

ww
t

ww

ww

m

f

x nn

n      

(3.23) 
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On met 22  wwetwww nn  et en multiplions les deux équations membre à 

membre, on trouve w4ww 22

n   . 

).sin().sin(.2
22

0

twt
ww

m

f

x
n 



















 

       

(3.24) 

Le système oscille avec un battement w (période
w

f
2

 ) et avec une amplitude variante  

).sin(.2
22

0

t
ww

m

f

n




         

(3.25) 

La période du battement est donnée








 


2

22

ww
T

n

bat






. 

La période du battement est plus grande que le battement des vibrations. 

 

 

Figure 3. 6 : Phénomène de battement [2] 
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3.2 Excitation harmonique d'un système amortie. 

3.3.1 Réponse du système.  

 

Figure 3.7 : Système excité, masse ressort amortisseur 

 D'après la deuxième loi de Newton, 


 mf on peut écrire ce qui suit : 



 mfffp tck         
(3.26) 

Par projection, 

).cos(0 twfkxxcxm  
        

(3.27) 

 De l’équation de Lagrange, )(xf
x

D

x

L

x

L

dt

d
t























, pour un système amorti 

soumis à une force extérieure. 

o UTL  : (T, et U sont les énergies cinétique et potentielle du système). 

o :
x

f
D c




  la fonction de dissipation (voir annexe (2)). 

o :)(xft  la composante conjuguée de la force d'excitation correspond à la 

coordonnée x . 

 kxxmL
2

1

2

1 2   , 

 



 xkf k  



 gmP  

m
 ).cos()( 0 twftf   



 vcf c  
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 xm
x

L

dt

d
















, 

 kx
x

L





, 

 xc
x

D








, 

 ).cos()( 0 twfxf t  . 

En fin, par remplacement l’équation du mouvement s’écrit, 

).cos(0 twfkxxcxm  
       

(3.28) 

L’équation différentielle du mouvement est une équation de deuxième degré non 

homogène. La solution est la somme de : 

 Solution générale de l’équation homogène gx , qui va disparaitre avec le temps. 

 Solution particulière px , qui représente le mouvement. 

Par suite on s’intéresse seulement à la solution particulière , qu’est de la forme 

).cos(  twXxp          
(3.29) 

Pour trouver les constantes etX , on dérive et on remplace dans l’équation. 

).cos().sin( 2   twXwxettwXwx pp 
    

(3.30) 

   ).cos().sin().cos( 0
2 twftwcwtwmwkX       (3.31) 

On utilise : 








).cos(sin).sin(cos).sin(

sinsincos)cos().cos(

twtwtw

wtwttw




 on trouve, 

 

  0cossin

sincos

2

02









cwmwk

X

f
cwmwk

       

(3.32) 

px

px
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  2222

0

wcmwk

f
X





       

(3.33) 











 

2

1tan
mwk

cw


       

(3.34) 

Nous avons, 
m

k
wn   et 

mk

C

C

C

c 2
 donc, on peut écrire : 

2

2

22

2 











nw

w

k

wc
  

La réponse du système à la force d’excitation peut être écrite sous la forme ; 

2

2

2
2

0

41 



































nn w

w

w

w

k

f

X



      

(3.35) 












































 

2

1

1

2

tan

n

n

w

w

w

w




       

(3.36) 

 

3.3.2 Facteur d’amplification : Nous avons vu auparavant que le facteur d’amplification est 

défini par le rapport de la réponse du système à la déflection statique
k

f
st

0 .  

Donc,  

2

2

2
2

41

1





































nn

st

w

w

w

w

X





      

(3. 37) 
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Figure 3. 8: Réponse harmonique pour un système amortie [2] 

 Discussion sur le facteur d’amplification : 

1- Pour un système non amorti, 0 , le facteur d’amplification tend vers l’infini 

lorsque nww  c’est la résonnance. 

2- L’augmentation dans le facteur d’amortissement entraine une diminution dans le 

facteur d’amplification. 

3- Le facteur d’amplification égal à 1, y'a aucune amplification, lorsque la fréquence de 

la force d'excitation s'annule 0
nw

w
. 

4- Pour les fréquences les plus élevés de la force d'excitation, le système ne répond pas à 

l’excitation ( 0X ). 

 

5- Réponse maximale : la réponse maximal du système à la force d'excitation est donnée 

par :   

2
max

max

12

1

 













st

X
M

      

(3.38) 
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A la résonance ( ), la réponse maximal du système à la force d'excitation est devenue  

2

1
rM

         
(3. 39) 

 Discussion sur la phase : 

1- Pour un système non amortie, , 

a. pour 10 
nw

w
, 0 , la réponse et l’excitation sont en phase. 

b. pour 1
nw

w
,   , la réponse et l’excitation sont en déphasage. 

2- Pour un système amortie, 0 ,  

a. pour , 
900  , la réponse est en retard par rapport à 

l’excitation. 

b. Pour , 
 18090  , la réponse conduit l’excitation. 

c. Pour 1
nw

w
, 

90 . 

3.3.3 Facteur de qualité  

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que, lorsque   est faible, le maximum pour le 

facteur d’amplification est donné par : 

nwwstst

XX
M





























 2

1

12

1

2
max

max  

le facteur d’amplification lorsque nww  s’appelle le facteur de qualité 
2

1
Q . 

 

nww 

0

10 
nw

w

1
nw

w
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3.3.4 Bande passante 

 

Figure 3. 9 : Bande passante [2] 

Si on divise le facteur de qualité sur 2  où le facteur d’amplification devient 
22

1
M . 

La ligne horizontale 
22

1
y coupe la courbe du facteur de qualité en deux points 

correspond à 21 wetw . La différence entre les deux fréquences )( 12 ww  s’appelle la bande 

passante. 

Pour trouver on utilise
 22

1












st

X
. Mettant 

nnn w

w
ret

w

w
rr

w

w 2
2

1
1 

       

(3. 40) 

On trouve, 

0)81()42( 2224   rr       (3.41) 

21 wetw
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










222
2

222
1

1221

1221





r

r
, on peut éliminer 2 puisque  est faible. 

22

1

2

222

2

22

1

2

2

2

1
4

)21(

)21(

21

21
n

n

n
www

ww

ww

r

r































 

2

1212 4))(( nwwwww 
        

(3.42) 

Comme nous avons vu nwww 21, on peut écrire nwww 221  . L’équation (3.42) peut être 

écrite, 

n

n
w

ww
www 12

12 22)(


 

      

(3.43) 

On peut écrire le facteur de qualité sous la forme, 

122

1

ww

w
Q n





         

(3.44) 



Chapitre 4                                                                            Vibrations des systèmes à deux degrés de liberté. 

 

S. Aoulmit                                                                                                                                 60 
  

Chapitre 4 

Vibrations des systèmes à deux degrés de liberté. 

 

4.1 Introduction 

Tout système nécessite deux coordonnées indépendantes pour l'étudier, s’appelle 

système à deux degré de liberté. Ce type de système a deux battements naturels 21, nn ww . 

Lorsque le système vibre avec l’un de ses battements naturels, on dit que le système vibre 

avec l’un de ses propres modes.  Autrement dit, le système a deux propre modes de 

vibrations.  

4.2Vibrations libres des systèmes non amortis à deux degrés de liberté. 

On prend comme exemple le système de deux pendules identiques, de même longueur 

et de même masse. Les deux pendules sont reliés avec un ressort de raideur k à une distance 

a  de l’extrémité fixe (fig 4.1). 

 

 

 

 

 

 

 

4.2.1 Equations du mouvement 

On utilise la méthode de Lagrange, pour un système libre non amorti. 

 

 

Figure 4.1 : Système à deux degrés de liberté, pendule couplé 

 

2  

1m  

 

 

l
 

 

l

a  

 

a  

 

1  

2m  
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0


















ii q

L

q

L

dt

d


         

(4.1) 

 UTL   

 





2

1




iq , les deux coordonnées indépendantes du système.  

 L’énergie cinétique du système est la somme de l’énergie cinétique des deux 

masses 1m et 2m  

2
2

2
22

2
1

2
11

2

1

2

1
  lmlmT 

        
(4.2) 

Pour simplifier l’étude on met








lll

mmm

21

21
, l’énergie cinétique est écrite comme ; 

2
2

22
1

2

2

1

2

1
  mlmlT 

        
(4.3) 

 L’énergie potentielle du système est la somme des énergies potentielle des deux 

masses et et l’énergie potentielle du ressort. 

)cos1()cos1()sin(sin
2

1
21

2
21

2   mglmglkaU  















2
1cos

sin

2




 petit , Donc, 

22
)(

2

1 2
2

2
12

21
2 

 mglmglkaU 
     

(4.4) 

Le Lagrangien du système est donné par : 

22
)(

2

1

2

1

2

1
2
2

2
12

21
22

2
22

1
2 

 mglmglkamlmlL  

   
(4.5) 

L’équation de Lagrange (4. 1) donne, 

1m 2m
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















































0

0

22

11





LL

dt

d

LL

dt

d





        

(4.6) 

Par dérivation et remplacement, on trouve, 











0)(

0)(

1
2

2
2

2
2

2
2

1
2

1
2





kakamglml

kakamglml





       

(4.6) 

4.2.2 Solution de l’équation et battements propres. 

Le mouvement général d'un système à deux degrés de liberté est la superposition de 

deux mouvements harmoniques simples. 

Donc, on cherche la solution où les deux pendules oscillent avec des oscillations harmoniques 

de même phase, mais avec des amplitudes différentes. La solution est de la forme,

 








).cos()(

).cos()(

22

11





twt

twt

                

(4.7)

 











).cos()(

).cos()(

2
22

2
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



twwt

twwt





       

(4.8) 

Par remplacement dans l’équation (4.6), 

 
 








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(4.9)
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 
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
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(4.10)
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



























0

0

)(
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2

1

2222

2222

kamglwmlka

kakamglwml

     

(4.11) 

La matrice des amplitudes ne doit pas s’annuler (car il y’a du mouvement), donc, la première 

matrice qui doit s’annuler. 
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
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(4.12) 

Donc, le déterminant est nul, 

0)( 422222  akkamglwml       (4.13) 

02)22( 4242222222232442  akakmglkaglmwmkalglmwlm  (4.14) 
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On peut écrire, 
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
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2
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c
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w

c
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w

       

(4.15) 

 Battement propres  

Par remplacement et simplification on trouve, 

2

2

21 2,
ml

ka

l

g
w

l

g
w        (4.16) 

Comme nous avons dit auparavant, si le système oscille avec l’une de ses battements naturels, 

on dit que le système oscille avec l’un de ses propres modes. Dans chaque propre mode, les 

pendules oscillent avec une oscillation harmonique simple.  
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On peut écrire pour chaque pendule deux solutions particulière correspondants aux deux 

battements naturels. 

 Pour le premier pendule :








).cos()(

).cos()(

22121

11111





twt

twt
. 

 Pour le deuxième pendule : 








).cos()(

).cos()(

22222

11212





twt

twt
. 

Nous avons dit plus haut, que le mouvement du système est la superposition des deux 

mouvements harmoniques, donc la solution des équations du mouvement est donnée 

par (4.17) : 






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).cos().cos()(

222211212
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twtwt

twtwt

     

(4.17) 

Pour trouver la relation entre 22211211 ,,  et on suppose que le système oscille avec 

l’un de ses propre mode 1w , puis 2w . 

 1
ier

cas 1ww  02212  . 









).cos()(

).cos()(

11212

11111





twt

twt
 

Tant que la solution particulière vérifie l’équation (4.14). Par dérivation et remplacement, on 

trouve, 

0)( 22
2

11
22  kakamgl

l

g
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0)( 2211
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1
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11
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


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(4.18) 

 2
ème

cas 2ww  02111  . 
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







).cos()(

).cos()(

22222

22121





twt

twt
 

 Tant que la solution est particulière vérifie l’équation (4.14),par dérivation et remplacement, 

on trouve, 
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(4.19) 

A la fin, puisque la solution générale est la somme des deux solutions particulières, on écrit la 

solution générale. 
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(4.20) 

Les quatre inconnus
211211 ,,  et peuvent être trouvés à partir des conditions initiales. 
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(4.24) 

En fin on peut écrire les quatre inconnues, 
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4.2.3 Cas particuliers 

Pour simplifier l’étude on considère que les vitesses initiales sont nulles  

021  

 

De l’équation (4.24), on trouve que, 

021 

 

 1
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 cas  
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).cos(

).cos(
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




       

(4.25) 

Les deux masses oscillent avec le premier battement naturel dans le même sens. Dans ce cas 

la longueur du ressort reste constante. 
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 2
ème

 cas 
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(4.26) 

Les deux masses oscillent avec le deuxième battement naturel dans un sens opposé. Dans ce 

cas le milieu du ressort reste émouvant. 

 

 

 

 

 3
ème

 cas 
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(4.27) 

Au départ, la première masse a une énergie initiale non nulle contrairement à la deuxième 

masse. Au cours du temps, l’énergie se passe de la première masse à la deuxième jusque 

l’énergie de première masse s’annule (toute l’énergie dans la deuxième masse), ensuite 

l’énergie passe de la deuxième masse à la première jusque s’annule et vice-versa. 
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4.3Vibrations forcées des systèmes non amortis à deux degrés de liberté. 

On s’intéresse à l’étude d’un système soumis à une force d’excitation extérieure 

harmonique simple. L’excitation harmonique peut être écrite sous la forme 
iwteftf 0)( 

 

4.2.1Réponse du système 

Par l’application de la théorie de Lagrange, 

)(tf
q

L

q

L

dt

d
q

ii





















       

(4.28) 

 UTL   

 





2

1

x

x
qi , les deux coordonnées indépendantes du système.  

 L’énergie cinétique du système est la somme de l’énergie cinétique des deux masses 

1m et 2m  

2
22

2
11

2

1

2

1
xmxmT 

        
(4.29) 

 L’énergie potentielle du système est la somme des énergies potentielle des trois 

ressorts. 

2
22

2
122

2
11

2

1
)(

2

1

2

1
xkxxkxkU 

     
(4.30) 

 

 

Figure 4.2 : Système forcé à deux degrés de libertés, deux masses trois ressorts 
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Le Lagrangien du système est donné par : 


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(4.31) 

L’équation de Lagrange (4. 1) donne, 



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(4.32) 

Par dérivation et remplacement on trouve, 
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(4.33) 

Pour simplifier l’étude, on suppose 021  , la solution sera sous la forme,  
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Par remplacement, on trouve, 
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(4.34) 

Les équations précédentes peuvent écrite sous une forme matricielle, 
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Donc, 
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(4.36) 

Remarque : 

Si les masses oscillent librement (les forces sont nulles), donc le déterminant sera nulle. 
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On trouve deux battements propres : 

Rappel : 
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Déterminant 
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Dans la plus part des cas, la force d’excitation est toujours appliquée sur une seule masse. 

Par exemple, 0, 20010  fff . 

On peut récrire les amplitudes (la réponse des deux masses à la force d’excitation) 21 AetA , 
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4.2.2 Facteurs d’amplifications 

Dans le cas où mmmkkkk  21321 ,  
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On multiplie le dénominateur et le numérateur par 
2m

k
 on trouve,



























st

w

w

w

w

w

w
k

A

st

w

w

w

w

w

w
k

w

w

A





))(1)()()((

1

))(1)()()((

))(2(

2

1

2

1

2

1

2
2

2

1

2

1

2

1

2

2

1
1

(4.39) 



























))(1)()()((

1

))(1)()()((

))(2(

2

1

2

1

2

1

2

2

2

1

2

1

2

1

2

2

11

w

w

w

w

w

w
k

st

A

w

w

w

w

w

w
k

w

w

st

A





    (4.39) 

Les réponses des masses M1 et M2 en fonction du 1ww sont représentées sur la figure 4.3 a et 

b respectivement. La force d'excitation est appliquée sur la masse M1.  

- On peut directement remarquer que la réponse des deux masse tends vers l'infinie pour w1 et 

w2, le système a deux battements naturels ça veut dire qu'il y a deux points de résonances. La 

masse M1 raisonne en w1 et en w2 ainsi que la masse M2 raisonne en w1 et en w2. 

- w<w1 : si le battement de la force d'excitation est inférieur au premier battement naturel, la 

réponse des deux masses est positive (la réponse et l'excitation sont en phase) 

-  w1<w<w2 : pour les valeurs du battement de la force d'excitation supérieurs à w1 la réponse 

de la masse M1 est négative (excitation et réponse sont déphasage) et se diminue avec w 

jusque s'annule pour certain valeur de w et puis s'augment positivement (la réponse devient 

en phase avec l’excitation). La réponse de la masse M2 est toujours en déphasage avec 

l'excitation. Après w1 la réponse se diminue jusqu'à une valeur donnée puis s'augmente avec 

w jusqu'à l'infinie à w2 (la résonance à w2). 
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- w>w2 : il est claire que la réponse de M1 est en déphasage tandis que la réponse de M2 est en 

phase avec l’excitation, mais les deux réponses tendent vers zéro pour les plus grandes 

valeurs de w (aucune réponse pour les deux masses). 

 

Figure 4.3 : Facteurs d’amplifications non amortie d’un système à deux degrés de libertés [2]

st
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Annexe 1       

Formalisme de Lagrange 

 

1. Démonstration de l’équation de Lagrange 

Considérons un système constitué de N points matériels (N masses). Si l’on suppose que 

chaque point a n coordonnées généralisée ( nq ), les vecteurs positions peuvent être s’écrire 

comme, 
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 Le déplacement del’énième vecteur position ird


est donné par : 

dt
t

r
q

q

r
rd

n

j

j

j

i
i
















1

         (A1.2) 

 et le déplacement virtuel est donné par, 
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De la relation 2 on peut tirer la formule de la vitesse qui sera donner par, 
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Maintenant, si je prends la dérivé du vecteur position (de la relation A1.2) par apport à la 

coordonnée jq j’obtiens, 
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         (A1.5) 

Et si je prends la dérivé du vecteurvitesse (de la relation A1.4) par apport à la vitesse 

généralisée jq j’obtiens, 
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Des relations 5 et 6 on peut écrire, 
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 On peut écrire aussi, 
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, où r


est donné par la relation (A1.1). 

Donc, 
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On constate que le terme entre la parenthèse est la vitesse iv


(A1.4) on peut écrire, 
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
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         (A1.8) 

 Partons du principe de d’Alembert 
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(A1.9) 

Ici la force F


est la résultante de toutes les forces agissantes sur le système. 

Remplaçons par ir


 (A1.3), on obtient 
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     (A1.10) 

On peut écrire le premier terme par : 

j
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j

i dqQdq
q

r
F








1


, 

Où jQ est la force généralisé conjugué de la coordonnée généralisée jq . 

j

i
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q

r
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Alors la relation 10 peut être reformulé par : 
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
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       (A1.11) 

 On cherche à quoi égal le premier terme dans (A1.11).  

Nous avons, 



Annexe 1                                                                                                                            Formalisme de Lagrange. 

 

S. Aoulmit                                                                                                                                 77 
  


 






 n

j

j

j

ii
i

n

j

j

j

ii
i dq

q

r

dt

rd
mdq

q

r

dt

vd
m

1
2

2

1



. 

Si on prend, 
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(A1.12) 

 

Et par suite on obtient, 
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Alors, 
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De la relation (A1.7), on remplace 

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 dans le premier terme du deuxième membre de la 

relation précédente et de la relation (8) on remplace
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En fin, 
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 (A1.13) 

On peut écrire, 
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Et  
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L’énergie cinétique totale du système sera donnée par : 
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Par remplacement des relations (13), (14) et (15) dans (12) on trouve, 
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  (A1.17) 

Remplaçons le premier membre de l’équation par la force généralisée donnée par (A1.11), et 

donc le principe de d’Alembert peut être s’écrire sous la forme suivante. 
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Ou, 
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       (A1.18) 

L’équation (A1.18) est connue comme l’équation de Lagrange. 
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Les coordonnées généralisées doivent être indépendantes et par suite on peut récrire cette 

relation pour chaque coordonnée par, 
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2. Cas particuliers 

2.1 Toutes les forces généralisées sont dérivées de potentiel 

Si l’on considère que toutes les forces dérivent d’un potentiel, on peut écrire 
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Où  
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On remplace (20) dans (19),  
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On peut écrire aussi, 
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Puisque l’énergie potentille ne dépend pas des vitesses jq (elle est fonction des jq ), ça veut 

dire que 0



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U


. on peut ajouter ce terme au premier terme de (20) 
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La quantité UTL  est connue sous le nom de l’équation d’Euler-Lagrange ou le 

lagrangien du système. Alors lapremière équation de Lagrange 
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2.2 Les forces généralisées sont des forces dérivées du potentiel plus des forces 

frottements. 

Généralement, dans ce cours on s’intéresse seulement à des forces des frottements visqueuses 

de la forme vcf


 . c est le coefficient de frottement et v


la vitesse.  

Dans ce cas l’équation de Lagrange sera écrite comme, 
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L’équation de Lagrange peut être s’écrire sous la forme, 

j

jj

qc
q

L

q

L

dt

d



























       (A1.24) 

L’équation (A1.24) est connue comme la deuxième équation de Lagrange. Cette 

équation peut être écrite sous une autre forme. 

2.3 fonction de dissipation  

Lors du frottement dans l’intervalle de temps dt , il y a une quantité de l’énergie dégagée au 

milieu extérieur sous forme de chaleur donnée par, 

dtcvQ 2           (A1.25) 

La puissance de dissipation  P  est définie par : 
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2cv
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La puissance de dissipation  P  peut être écrite par : 
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La fonction de dissipation est définie comme la moitié de la puissance de dissipation. Donc,  
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On peut écrire le deuxième membre de la deuxième équation de Lagrange (A1.24) par : 
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En fin la deuxième équation de Lagrangepeut s’écrire par la forme : 
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2.1 Les forces généralisées sont des forces dérivées du potentiel plus des forces 

frottements plus des forces dépendent du temps. 

Dans ce cas il reste dans le deuxième membre la force extérieure conjuguée de la coordonnée 

généralisée jq . La troisième équation de Lagrange donnée par : 
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


       (A1.29) 

 

NB : dans le cas d’un système de n degrés de liberté on trouve n équations de 

Lagrange peuvent être s’écrire par : 



Annexe 1                                                                                                                            Formalisme de Lagrange. 

 

S. Aoulmit                                                                                                                                 82 
  










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
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
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






























































ex
q

nn

ex
q

iii

ex
q

F
q

D

q

L

q

L

dt

d

F
q

D

q

L

q

L

dt

d

F
q

D

q

L

q

L

dt

d

i







1

111

.

.

.

.

1

       (A1.30) 
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Annexe 2 

Equations différentielles linéaires du deuxième ordre 

avec des coefficients constantes 

 

1. Définition 

On dit qu'une équation différentielle est linéaire d'ordre n, si elle est du premier ordrede la 

fonction y et ses dérivations. Elle écrit sous la forme, 

    )()(...)( 1
1 xfyxgyxgy n

nn  

       
(A2.1) 

 ny : L’énième dérivé de y par rapport à x .  

)(xgi : Fonction de la variable x (dites coefficients variables). 

)(xf : Fonction de la variable x (dite deuxième membre). 

2. Equation différentielle homogène du deuxième ordre avec coefficients constantes 

 Si 2n , l'équation différentielle est du deuxième ordre, elle s'écrit sous la forme, 

)()()( 21 xfyxgyxgy         (A2.2) 

 Si 0)( xf l'équation différentielle est dite homogène, donc l'équation différentielle 

homogène du deuxième ordre s'écrit sous la forme, 

0)()( 21  yxgyxgy         (A2.3) 

 Si bxg )(1 et cxg )(2 , l'équation différentielle est dite avec coefficients constantes, 

donc l'équation différentielle homogène du deuxième ordre avec coefficients 

constantes s'écrit sous la forme, 

0 cyyby          (A2.4) 
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Théorème 1 :si 21 yety sont deux solutions particulières de l'équation (A2.4), 

21 yy  est aussi une solution. Nous avons, 

0111  cyyby
 

0222  cyyby  

0)()()( 2112121  yycyybyy
 

    000222111  cyybycyyby
 

Donc, 21 yy 
est une solution pour l'équation (A2.4

.
). 

Définition : on dit que les solutions 21 yety sont linéairement indépendantes si 

c
y

y


2

1
 

dans le cas contraire, les deux solutions sont linéairement dépendantes. 

Exemple : 

0 yy           (A2.5) 

On peut proposer 
xxx eyeyey 3,, 321  

comme des solutions particulières pour 

l'équation (5). Il est claire que, 

 ce
y

y x  2

1

2 , on dit que 21 yety sont linéairement indépendantes. 

 c
y

y
 3

1

3 , on dit que 21 yety sont linéairement dépendantes. 

Théorème 2: si les solutions particulières 21 yety sont linéairement indépendantes, la 

solution générale de l'équation (4) est:   

2211 ycycy           (A2.6) 

1c et 2c , sont des constantes peuvent être trouver des conditions initiales. 
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2. 1. Solution de l'équation différentielle homogène du deuxième ordre avec coefficients         

constantes 

  On cherche une solution de la forme 
xey  .  

Nous avons 
xey  et 

xey 2 , par remplacement dans l'équation (A2.4) on trouve, 

    00 22  cbcbe x 
. Donc la solution proposée 

xey  est une 

solution de l'équation (4) seulement si  est une solution de l'équation caractéristique

02  cb . 

les solutions de l'équation caractéristique sont: 

















c
bb

c
bb

42

42

2

2

2

1





 

On distingue trois cas: 21  et sont racines réelles, 21  et sont des racines imaginaires et 

21   racine réelle double. 

1
ier

 cas 21  et racines réelles 0  

Si on met conste
y

y

ey

ey

x

x











 )(

1

2

2

1 12

2

1







, les deux solutions sont linéairement 

indépendantes.  

 

Selon la théorème 2, la solution générale est de la forme 2211 ycycy  . Donc, 

xx
ececy 21

21


          (A2.7) 

Exemple : 

02  yyy , 








2

1

c

b
, L'équation caractéristique correspond est : 022   . 
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acb 42  , 9

2

2

1
















c

b

a

,  deux solutions réelles, 21 21   et . 

La solution générale de cette équation est  

xx ececy 2
21

          (A2.8) 

21 cetc seront déterminées des conditions initiales. 

2
eme

 cas 21  et racines imaginaires 0  



































1

1

2

2

2

1

2

42

42
04

i

b
ci

b

b
ci

b

acb , 

Les deux solutions particulières sont 
)(

2
)(

1
 ii eyetey   . Les solutions sont des 

fonctions complexes pour des variables réelles. 

Si une fonction complexe d'une variable réelle )()( xivxuy  , est une solution de 

l'équation (4), par dérivation et remplacement on trouve, 

      0)()()()()()( 





 xivxucxivxubxivxu     (A2.9) 

0))()()(())()()((  xcvxvbxvixcuxubxu     (A2.10) 









0)()()(

0)()()(

xcvxvbxv

xcuxubxu

        
(A2.11) 

On conclut que )()( xvetxu , sont des solutions pour l'équation (4). 

Nôtres deux solutions particulières sont : 


























xiexey

xiexey

ey

ey

xx

xx

i

i













sincos

sincos

2

1

)(
2

)(
1

     

(A2.12) 
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Comme nous avons conclu plus haut, les fonctions xeyetxey xx   sincos *
2

*
1   sont 

des solutions particulières de l'équation (4). En plus cons
y

y


*
1

*
2

 (linéairement indépendantes), 

ainsi, la solution générale de l'équation (4) peut être donnée par ; 

 xcxcey x  sincos 21          (A2.13) 

21 cetc seront déterminées des conditions initiales. 

Exemple : 

Trouver la solution générale de l'équation 052  yyy  lorsque à 









1

0
0

y

y
x  

Solution : 

L'équation caractéristique correspond à cette équation différentielle est donnée par : 

0222    

21
21

21
4)4(16

2

12 







 




et

i

i
ii  

 Ainsi, la solution générale sera : 

 xcxcey x 2sin2cos 21  

 

 

Des conditions initiales ; 

   000sin0cos0)0( 121
0  cccey . Donc la solution est récrite 

sous la forme ; 

xecy x 2sin2
  

 2

1
00sin0cos21)0( 22

0
2

0  ccecey . 
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En fin la solution générale de l'équation proposée est ;  

xey x 2sin
2

1  . 

3
eme

 cas 21   racine réelle double 0  

Dans ce cas 21   , donc, Nous avons une seule solution particulière 
xey 1 , par suite nous 

devons chercher une autre solution particulière 2y  linéairement indépendante avec 1y  pour 

trouver la solution générale sous la forme 2211 ycycy  . 

On cherche la deuxième solution particulière de la forme 
xexuy )(2  . 

Par dérivation et remplacement dans l'équation (4), on trouve, 

    0)()()()()(2)( 22  xxx excuxuxubexuxuxue      (A2.14) 

0)()()()2()( 2  xucbxubxu        (A215) 

Nous avons 








.,0)(

.,0)2(

2 racineestparsequecb

doubleracineestparsequeb





 

On déduit que 211 )()(0)( axaxuaxuxu 
 

On peut prendre 01 21  aeta , ainsi, xxu )( et par suit, 
xxey 2  

Comme nous avons contx
y

y


1

2

, donc, 21 yety sont linéairement indépendante. La 

solution générale sera donnée par : 

xx xececy 
21           (A2.16) 

  xexccy 
21           (A2.17) 
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2. 1. Solution de l'équation différentielle non homogène du deuxième ordre avec 

coefficients constantes 

L'équation différentielle non homogène du deuxième ordre avec coefficients constantes est 

donnée par, 

)(xfcyyby           (A2.18) 

La solution générale de cette équation est la somme de : 

- la solution générale gy  de l'équation homogène (ie: 0)( xf ). 

- une solution particulière py pour l'équation non homogène. 

pg yyy 
          

(A2.19) 

Pour déterminer gy il faut seulement retourner aux paragraphes précédents. Il nous reste 

comment proposer une solution particulière py . Pour ce fait on s'intéresse à deux cas 

particuliers, lorsque le deuxième membre de l'équation non homogène s'écrit sou la forme 

x
nePxf )(  ou, 

xexQxexPxf x

m

x

n   cos)(cos)()(  ,  

où )()( xQetxP mn  sont des polynôme d'ordre n et m  . 

 

1
ier

 cas 
x

nePxf )(  

L'équation s'écrit par : 

x
nePcyyby 

         
(A2.20) 

On trouve trois cas particulier : 
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a.  , n'est pas une solution pour l'équation caractéristique, 02  cb , 

correspondente à l'équation différentielle homogène ( i.e 21   ). 

On cherche une solution particulière de la forme,  

x
np exQy )(  

n
nn xAxAAxQ ...)( 10  , est un polynôme de même ordre que )(xPn . 

Par dérivation et remplacement dans l'équation (20), on trouve, 

)()()()()2()( 2 xPxQcbxQbxQ nnnn  
    

(A2.21) 

Comparant les deux membres, on trouve les coefficients ,..., 10 AA
 

Exemple : 

xyyy  34  

On peut écrire l'équation sous la forme 

xx exPxeyyy )(34 0  , dans ce cas 0 et xxP )( . 

La solution de cette équation est la somme de la solution de l'équation homogène et la 

solution particulière. 

1- solution général de l'équation homogène 034  yyy : 

L'équation caractéristique correspondante est 0342   donc, 3,1 21   et  

La solution générale de l'équation homogène est : 

xx
g ececy 3

21
   

2- solution particulière de l'équation non homogène xyyy  34  

Le deuxième membre est de la forme 









)(,0

)()(
)(

21 

 ordrepremierxxP
exP x  
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Par suite la solution particulière py cherchée est de la forme, 

xAAxQexQy x

p 1011 )()(  
, ( )(xQ est du premier ordre puisque )(xP est du premier 

ordre). Alors, 

xAAyexAAexQy p
xx

p 10
0

10 )()(    

Par dérivation et remplacement dans l’équation xyyy  34 . 

On trouve 
9

4

3

1
10  AetA , 

3

1

9

41  xy p  

A la fin la solution de l'équation non homogène est : 

pg yyy   

3

1

9

413
21   xececy xx  

21 cetc  peuvent être trouver des conditions initiaux. 

b.  , une solution simple pour l'équation caractéristique  

si  est une solution pour l'équation caractéristique 0222   , correspondent à 

l'équation différentielle homogène ( i.e 21   ou ). 0)( 2  cb , et par suite, le 

premier membre de l'équation (21) est de l'ordre de 1n  alors que le seconde membre est de 

l'ordre n , La comparaison des deux membres est impossible. Dans ce cas, il faut chercher une 

solution particulière de la forme x
np exxQy )(  

Exemple : 

c.  , une solution double pour l'équation caractéristique 
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si  est une solution pour l'équation caractéristique 02  b et 02  cb . donc, le 

premier membre de l'équation (21) est de l'ordre de 2n  alors que le seconde membre est de 

l'ordre n , La comparaison des deux membres est impossible. Dans ce cas, il faut chercher une 

solution particulière de la forme x
np exQxy )(2

. 

Exemple : 

2
ème

 cas xexQxexPxf xx   sin)(cos)()(   

Du même analyse que dans les paragraphes précédents, on trouve deux cas: 

 

a.  i n'est pas une solution de l'équation caractéristique corresponde à l'équation 

homogène. 

On cherche la solution particulière sous la forme, 

xexvxexuy xx
p   sin)(cos)( 

       
(A2.22) 

)()( xvetxu sont des polynôme de l'ordre du polynôme le plus élevé de )()( xQouxP . 

b. i  est une solution de l'équation caractéristique corresponde à l'équation 

homogène. 

On cherche la solution particulière sous la forme,  

 xexvxexuxy xx
p   sin)(cos)( 

      
(A2.23). 

Exemple :  

xyy 2cos4   

La solution de cette équation est la somme de la solution générale de l’équation homogène et 

une solution particulière pg yyy 
 

 
?gy
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04  yy  

i204 2.1

2    

Donc  

)2sin()2cos( 21 xAxAxg 
 

 
?py

 

Le deuxième membre est de la forme 

)2sin()()2cos()(2cos .0

0

.0

0 xexQxexpx xx   















2,0

0)(

1)(

0

0



xQ

xp

 

22   i
 

Donc, la solution particulière sera de la forme, 

))2sin()2cos(( 21 xCxCxy p 
 

Par dérivation et remplacement dans l’équation différentielle on trouve  

0
4

1
21  CetC

 

La solution particulière : 

)2cos(
4

1
1 xxy p   

A la fin, la solution est donnée par : 

)2cos(
4

1
)2sin()2cos( 21 xxxAxAy 

 

On peut trouver A1 et A2à partir des conditions initiales. 



Bibliographies 

 

S. Aoulmit                                                                                                                                 94 
  

 

Bibliographies 

 

               (1.ديوان المطبوعات الجامعية’ ;   هشام جبر’و الأمواج الميكانيكية الاهتسازاتنظرية 

2) Mechanical vibrations. ‘Singiresu. S. Rao ; Pearson éducation. 

3) Mechanical vibrations theory and applications.  ‘S. Graham. Kelly’ ;cengage learning. 

4) Vibrations et Ondes Mécaniques cours et exercices, ‘H. Djelouah’ ; Université des 

Sciences et de la Technologie Houari Boumediene. 

5) The physics of vibrations and waves.H. J. Pain’ ;John Wiley & Sons. 

6) Ingeneering Vibrations, ‘Daniel J Inman ’ ; Pearson éducation. 

7) Cours de physique : Ondes Volume 3. ’Frank-S Crawford’ ;Dunod. 

8) Vibration et phénomène de propagation. ‘Gabillard’. Dunod. 

9) astrowww.phys.uvic.ca/~tatum/classmechs/class11.pdf 

10) https://www.youtube.com/watch?v=sP1DzhT8Vzo 

11) https://www.youtube.com/watch?v=DZcflDmog60 

12)  https://www.youtube.com/watch?v=j-zczJXSxnw 

 

 

 

 

 

https://www.decitre.fr/auteur/160622/Frank+S+Crawford
https://www.youtube.com/watch?v=sP1DzhT8Vzo

