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Exercice 1

On considere le systéme & = u x(x*> — p), ot x € R, y étant un paramétre réel.
1. Déterminer ses équilibres. Linéariser le systéme autour de chacun d’entre eux.

2. Tracer et commenter le diagramme de bifurcation du systeme.
Exercice 2
On considére le systéeme X =y x —sinx, ot x € R, et u € [2/n, +o0l.

1. Montrer que, pour une plage de valeurs de y qu’on déterminera, le systéme
possede trois équilibres dont deux opposés qu’on notera —a(u) (négatif) et a(w)
(positif).

2. Tracer le portrait de phases du systéme. En déduire la nature des équilibres.
3. Ce portrait atteste-t-il une bifurcation ? Si oui : de quel type ?

4. Pour quelles valeurs de u la fonction F(x) = x? est elle une fonction de Liapou-
nov au voisinage de I’équilibre zéro ?

Exercice 3
On considere le systéme z = f(z), dans lequel z et f(z) appartiennent 3 R” euclidien.

[ x\ . :
En posant z = lUJ et ||zl = r, f a pour expression

g =} g o 2 -
Floy = ( j) +pz(1 = r°)|, u étant un parametre réel.

. Vérifier que ||2||* = P[1 + p?(1 - r?)?].
. En déduire que zp = 0 est le seul équilibre du systeme.

. Déterminer la différentielle V f du champ f.

O P

. (a) Discuter de la stabilité de I'équilibre zp en fonction de u.
(b) Le systeme présente-t-il des bifurcations ?

5. Tracer les trois portraits de phases correspondant respectivement a u = 0,
pu=—-letu=1.

6. Montrer que, pour ¢ = 1, il y a un cycle-limite, qu’on déterminera.



Exercice 4
Considérons le systéme suivant

U = bz — kajuyug,
1‘62 = VkU1U3 - bzuzz — k02UIU2,
?:53 = (S - bau;;)z + ka3U1U3(1 — uglﬂ)

avec z = 1+ k(uy +uz +mus). Ce systéme provient d’une modélisation de la réaction
immunitaire chez les animaux face a I'invasion des antigénes. Pour

a1=1, a3=3, az=3H,

1 v 5
bl—ﬁ, b2_ﬁ’ ba—z,

m=S=k=1, 0=2,

v étant le parametre de bifurcation, le systéme admet le point fixe suivant :
T
* * ® % 1 1
u* = (uf, ug,u3)’ = (Z’Z’l) .

Montrer que c’est un point de bifurcation de Hopf. Etudier sa stabilité.
Exercice 5

On considére le systéme suivant

Ty = 1 T E:n:+:4::t:
1—-1+V 1 2 123,

3
Ty = ! 1532 Zg — Lok
A e i ek i ]
. 1 1
3 = 1-— Z:cf + 4—:0%
Calculer les points fixes du systéme | .. Ecrire la matrice jacobienne a ces

points fixes et calculer ses valeurs propres. En déduire qu’il y a une bifurcation de
Hopfa v =0.



