Exemples d’applications du Théoréme de Poincaré-Ben-
dixson

Etablir I’existence d’une orbite périodique.

Pour établir 'existence d’une orbite périodique a partir du Théoréme de Poincare-
Bendixson, on doit trouver une région trappe M qui ne contient pas d’équilibres.
Considérons a titre d’exemple le systéme
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ot r? = 2?2 + y2. Cherchons d’abord les points fixes de ce champ de vecteurs. La

premiére équation donne
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et aprés substitution dans la deuxiéme équation on trouve
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Donc il y a un point fixe a l'origine (x, y) = (0, 0) et tout autre point fixe doit vérifier
I’équation

2t —3r? +9=0.
Comme cette équation n’a pas de racines réelles, 'origine est done le seul point fixe
du systéme. En différentiant 'expression 12 = 22 + y? par rapport a f, on trouve

= xi + yy et, en passant aux coordonnées polaires ¥ = rcosf,y = rsinf, on a
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Notons que 7 > 0 pour tout # pour autant que i — % > 0, c’est-a-dire 7% < % et que

7 < 0 pour tout § pour autant que r — r* < 0, c’est-a-dire r > 1. Soit
M =< (r.0)

Puisque l'origine est le seul point fixe du systéme, la région M ne contient pas
d’équilibres. Puisque 7 > 0 sir < },2_9 et r < Osir > 1, toutes les trajectoires restent
dans M, pour tout ¢t > 0. Comme M est compacte, c’est donc une région trappe
qui ne contient pas d’équilibres. En vertu du Théoréme de Poincaré-Bendixson, il
existe donc au moins une orbite périodique dans M.



