Chapitre 1

Equations du premier ordre

1.1 Introduction

Dans tout ce chapitre, I est un intervalle ouvert non vide de R. Rappelons que les
intervalles ouverts non vide de R sont de la forme R = |—o00, +00], |a, +00o[,]—00, b| et

la,b] avec a,b € R (a < b).

Définition 1.1.1 Une équation différentielle ordinaire (en abrégé EDO) d’ordren (n € N*)
est une relation entre la variable t, la fonction inconnue y : I — R et ses dérivées suc-

cessives par rapport a t : y', ey y(”).On peut [’écrire comme suit

f<t> Y, y/a Tty y(n)>:0

Ou F : 1 x8 xQs X .. X Qg — R avee 4,8, ...,Q,.1 sont des ouverts non vides
de R. Rappellons que €2 est un ouvert de R si pour tout x € € il existe a« > 0 tel que

rE€|r—a,x+af C Q.

Exemple 1 (12 + 1) y3%y® + t\/gjy” + -2/ =0 est une équation différentielle ordinaire

y+1
d’ordre 3.

Test : Donner un exemple d'une équation différentielle ordinaire d’ordre n = 5.
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Définition 1.1.2 Une équation différentielle ordinaire d’ordre n est sous la forme nor-

male st elle est de la forme

OuG:IxQ xQyx...xQ, — R

Exemple 2 L’équation y® = y® + 4" + 4 est une équation différentielle ordinaire

d’ordre 4 sous la forme normale.
Test : Donner une équation différentielle ordinaire d’ordre 7 sous la forme normale.

Remarque 1.1.1 Toutes les dérivées dans les définitions ci-dessus sont par rapport a
la seule variable t d’otu le terme ordinaire. Si la fonction inconnue est une fonction de
plusieurs variables alors la relation entre les variables, la fonction inconnue et ses dérivées
partielles s’appelle une équation auz dérivées partielle (EDP). Par exemple, l’équation

2 . P -
% (t,x)+ % (t,z) =t + = est une équation auz dérivées partielles.
Dans ce cours, on s’intérresse aux équations différentielles ordinaires.

Définition 1.1.3 Résoudre ou intégrer une équation différentielle veut dire déterminer

toutes ses solutions.

Remarque 1.1.2 En général, pour résoudre une équation différentielle, on regarde sa
forme puis on trouve la classe ou elle appartient et on rappelle que chaque classe a sa

méthode de résolution.

Quelques classes d’équations :

1. Equation linéaire d’ordre un : y' + ay = b avec a et b deux fonctions données.

2. Equation linéaire d’ordre deux : 3" + ay + by = c avec a,b € R et ¢ une fonction
donnée.

3. Equation a variables séparées (séparable) : iy = p (t) ¢ () avec p et ¢ deux fonctions

données.



1.2 Solution maximale et globale d’une équation du
premier ordre
Soit f: I x Q — R avec () un ouvert de R.

Définition 1.2.1 L’équation

!

y = [ty (E)

est appellée une équation différentielle du premier ordre (ow bien d’ordre un) sous la

forme normale.

Exemple 3 y = ty est une équation différentielle du premier ordre sous la forme nor-

male. Ici, f (t,y) =ty et I = Q =1R.

Test : Donner un exemple d’une équation différentielle du premier ordre sous la forme

normale..

Définition 1.2.2 On dit que y est une solution de (E) s’il existe un intervalle non vide

J C I tel que

1. Pour toutt € J, on ay(t) € Q.

2. y est dérivable sur J et vérifie y (t) = f (t,y (t)) pour tout t € J.

Exemple 4 Considérons l'équation y = 5 Ona f(t,y) = 5 Alors, f : R x R* — R.
On prend I = R un intervalle ouvert de R et 2 = R* un ouvert de R. Montrons que la

fonction y définie sur J =]—o0,0[ par y (t) =t est une solution de y' = 5 :

1. Pour toutt € J =]—00,0[, on ay(t) =t € R* = Q.

2. y est dérivable sur J = ]—o0,0[ (Pourquoi). De plus, pour toutt € J , onay (t) =1

t

et -t = 1. Ainsi, pour tout t € J , on ay (1) = L.

Test : Montrer que la fonction y définie sur J = ]0, +oo[ par y () = ¢ est une solution

de ¢ :é.



Remarque 1.2.1 5i Q = R alors la condition 1 dans la définition de la solution de (E)

est toujours vérifiée.

Exemple 5 Considérons Uéquation y = 13>. On a f (t,y) = y>. Alors, f : R x R — R.

On prend I = R un intervalle ouvert de R et Q0 = R un ouvert de R. Montrons que la

fonction y définie sur J = |1,+o00| pary (t) = ﬁ est une solution de vy =y? : On ay

est dérivable sur J = |1, +00] car c’est l'inverse d’une fonction dérivable non nulle sur

]1, +o0[. De plus, pour toutt € J , on ay (t) = ﬁ et (y (t))° = (1_1t)2. Ainsi, pour

toutte J, onay (t)=(y(t))>

Remarque 1.2.2 Toute solution de (E) correspond o la donnée de deux éléments : un

intervalle non vide J C I et une fonction y: J — R.

Définition 1.2.3 Soienty:J C I — R et §: J C I — R deux solutions de (E). Si

JCJet y =1y sur J alors on dit que y est un prolongement de y.

Exemple 6 Considérons sur I = 10,+oo| Uéquation y = 2. Soit y : J = |3,400[ C
I — R une solution définie par y(t) = t2. La solution § : J = ]2,400[ C I — R
définie par § (t) = t2 est un prolongement de y car J =13, +oo| et J = ]2, +oo| alors
J C J. Montrons que J =y sur J : Soit t € J (donct € J). Ainsi, y(t) =12 =7 (t). C.

a dire, on a montré que y (t) =y (t) pour tout t € J. Ceci implique que y =y sur J.

Test : On considére I'équation 3 = 24/|y|. Soit y une solution définie sur J = ]—1, 1]
par y (t) = 0. Montrer que la fonction y définie par

— (t+3) sit < —3,
y(t) = 0 si —3<1t<2,
t —2)? sit>2,
(

est une solution qui prolonge y.

Remarque 1.2.3 On voit que y prolonge y car J C J et y =1y sur J.



Définition 1.2.4 Une solution y : J C I — R est dite solution mazimale si elle
n’admet aucun prolongement y : JCI— R avecJ G J. Clest & dire y est une solution
définie sur un intervalle de définition le plus grand possible (un intervalle mazimale).

Notons que J & J veut dire J est strictement inclus dans .J.

4 est une solution mazximale

Exemple 7 La fonction y définie sur J =R par y(t) = e~
de Uéquation y = —4y car elle est définie sur R qui est un intervalle de définition

maximale.

Lemme 1.2.1 Soient o, 8 € R.

1. Soit y une solution de (E) définie sur]a,+oo[. Si lim y (t) n’existe pas alors y est
t%a

une solution maximale.

2. Soit y une solution de (E) définie sur|—oo,3]. Si tliin}lﬁy (t) n’existe pas alors y est
une solution mazximale.

Preuve 1 1. Par Uabsurde, on suppose que y n’est pas maximale alors elle admet un
prolongement y : JC I — R avee o, +o0] & J. Puisque J est un intervalle
alors o € J. Dune part, y est une solution de (E) alors elle dérivable sur J.
Ceci implique qu’elle est continue sur J. Ainsi, elle est continue en to = a. Alors

lim y (¢) © y () € R. D’autre part, on a y =y sur J alors lim y(t) = lim y (t) ®
> > >

t—a t—a t—a

y(a) € R. C. adire lim y (t) € R. Ceci est une contradiction avec lim y (t) n'existe
o t—"a

pas.

2. Similaire a (1).

Application : La fonction y définie sur J = |—o0, —1[ par y () = H% est une solution
maximale de I’équation y = —y? car lim y(t) = lim Hil = —00.
-1 =1

Test : Montrer que la fonction y définie sur J = ]—o0, 0[ par y (t) = 1 est une solution

maximale de I’équation y = —1>2.

Lemme 1.2.2 Toute solution y de (E) se prolonge en une solution mazimale y.



Preuve 2 Voir [De]

Remarque 1.2.4 En général, le prolongement maximale d’une solution y n’est pas unique.
Par exemple, on considére Uéquation vy = 2+/|y|. Soit y une solution définie sur J =
|=1,1[ par y(t) = 0. On considére la fonction y, définie sur R par y1 (t) = 0 et la

fonction vyo définie par

—(t+2)° sit € ]—o0,—2,
Yo (1) = 0 sit€[-2,2],
(t —2)? sit €]2,400|.

1. On a yp est la fonction constante 0 définie sur R alors elle est dérivable sur R.
En plus, 37/1 =0 et 2\/@ = 0 alors 'le = 2\/@- Ceci implique que 7, est une
solution de y = ZM . Montrons que 7, est mazimale : Puisque 7, est définie sur
jl = R qui représente l'intervalle de définition le plus grand possible alors elle est
mazximale. Montrons que y; est un prolongement dey : On a J = |—1,1] et jl =R

alors J C Jy. D’autre part, pour tout t € J (donct € Jy), on a @y (t) =0 =y(t).
Conclusion : 1, est une solution maximale qui prolonge .

2. Montrons que o est aussi une solution mazximale qui prolonge y : Notons au début
que Jo = ]—o0, —2[ U [=2,2] U]2, +00] = R.

(a) Sur |—oco,—2[: o (t) = — (t+2)* alors elle est dérivable sur |—oo, —2[. De
plus, pour tout t € |—oo,—2[, on a @',2 (t) = —=2(t+2) et 24/|go| = —2(t +2)
(cart+2 < 0). Alors i]; = 2/|Ya| sur]—oo, —2].

(b) De méme, on montre que Yy est une fonction dérivable sur |—2,2[ (resp. sur
12, +0o0]) et elle vérifie g; = 2/|ya| sur|—2,2[ (resp. sur ]2, +o0]).

(¢c) Au pointt =—2: On a

Uo () — o (=2 —(t+2)?
i 20 =02 U g2
<9 t+2 t<g t+2 <o
#



5 () (-2
De méme, on trouve lim %
>

t——2

= 0. Ce qui implique que vy est dérivable

au point t = —2. En plus, on a g;(—Q) = 0. Mais, 2+/|y2 (=2)| = 0 alors
g; (t) = 2¢/19a (t)] pourt = 2.
(d) Au point t =2 : De méme, on montre que Yo est dérivable au pointt = 2. En
plus, g; (t) = 2+/|y2 (t)| pourt = 2.
Ainsi, o est une solution de y = 2\/@.

D’autre part, on peut montrer que Y est maximale et elle prolonge y (A faire).

Définition 1.2.5 Si la solution y de (E) est définie sur tout I (ie. J =1I) alors on dit

que y est une solution globale.

Exemple 8 La fonction nulle définie sur R est une solution globale de ’équation y =y

car elle est une solution définie sur tout I = R.

Test : Montrer que la fonction y définie sur R par y () = ¢ est une solution globale

de Péquation y' = 2y.
Lemme 1.2.3 La solution globale est une solution mazximale.

Preuve 3 La solution globale est définie sur lintervalle tout entier qui est l’intervalle

de définition le plus grand possible. Ceci implique qu’elle est une solution maximale.

Application : La fonction nulle définie sur R est une solution globale de ’équation
y = 1?2 alors elle est une solution maximale.
Test : Montrer que la fonction définie sur R par y (t) = e* est une solution maximale

de léquation y' = 2y

Remarque 1.2.5 Iis existent des solutions maximales qui ne sont pas globales. Par ex-

emple, la fonction y définie sur J = |—oo, —1[ par y(t) = t% est une solution mazx-

imale de I'équation y = —y? (voir l'exemple ci-dessus) mais elle n’est pas globale car

J=]=1,+0c0[ et I =R alors J # 1. C. a dire, elle n’est pas définie sur tout I.



1.3 Existence de la solution du probléme de Cauchy

1.3.1 Probléme de Cauchy

Soient ty € I et gy € €.

Définition 1.3.1 L’égalité y (to) = yo est appelée une condition initiale de l’équation

(E).

Définition 1.3.2 Le probléeme
y =f(ty),
y (to) = Yo,

est appellé probléme de Cauchy.

' 2
Exemple 9 Le probléme v=u est un probléme de Cauchy.

Définition 1.3.3 y : J C I — R est une solution du (PC') si elle est une solution de

(E) qui vérifie y (to) = Yo

Définition 1.3.4 Une solution y : J C I — R est dite solution maximale du (PC) si

elle est une solution maximale de (E) qui vérifie y (tg) = yo.

Définition 1.3.5 Une solutiony : J C I — R est dite solution globale du (PC') si elle
est une solution globale de (E) qui vérifie y (to) = yo-

1.3.2 Théoréme de Cauchy-Piano-Arzela

Théoréme 1.3.1 (Théoréme de Cauchy-Piano-Arzela) On suppose que [ est une fonc-
tion continue sur I x Q. Pour tout (to,y0) € I x Q, le probléme de Cauchy (PC) admet
une solution définie sur [tog— T, to+T| a valeur dans [yo — ro,yo + 70]. Ici To, 79 > 0

tels que C' = [t —To, to+To] X [yo —ro,yo+71e] C I X Q, M := sup |f(ty)| et
(tyy)eC

T < min (TO, g—%) . Cette solution est appelée solution locale.



Preuve 4 La démonstration est basée sur la construction des solutions approchées par
la méthode d’Euler. Pour plus de détails voir [De] .

/ _ t2 _'_ 6_y27
Application : Montrons que le probléeme de Cauchy Y admet une

y(0) =0,
solution locale définie sur [—T,T] ou T est donné dans le théoréme de Cauchy-Piano-

Arzela : La fonction f définie par f(t,y) = t2 + e ¥ est une fonction continue sur
I'xQ =TR2% Donc, pour (tg, y0) = (0,0) € I xQ = R?, le probléme de Cauchy donné admet
une solution locale définie sur [tg — T, to + T = [—T,T] a valeur dans [yo — ro, Yo + 0] =
[—70,T0] -

Si par exemple, on prend Ty = % et rg = 1 alors

11
C := [to — To, to + To] X [yo — 70, Yo + T0] = [—?5} x [=1,1]
et
M = sup | (ty)l = max [] (1.y) = max |i? e
(ty)eC (ty)eC
1 > b
= t2 *yz) J— -0 ——
(tyec ( e 17 T
Ainsi, T' < min (TO, %) min (% %) = %
. y =t +e, .
Conclusion : Le probléme de Cauchy admet une solution locale
y(0) =0,
définie sur [T, 7] = [—3, 1] & valeur dans [—ro, o] = [—1,1].

Remarque 1.3.1 Soient Ty, ro > 0 tels que [to — Ty, to + To] C I et [yo — T0,%0 + 70] C
Q. De tels Ty et ro existent. En effet, I est un intervalle ouvert alors il est un ouvert
de R. Puisque ty € I alors il existe o« > 0 tel que ty € |to — a,to+a] C I alors il
suffit de prendre Ty < a pour que [to — Ty, to + To] C Jto — e, to + «f ce qui implique que
[to — To, to + To] C I. De méme, pour ro.

Remarque 1.3.2 Si f est continue sur I xQ alors elle est continue sur C' := [ty — Ty, to + Tp] ¥
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(Y0 — 70, Yo + T0]. Ce qui implique que M := sup |f (t,y)| existe car toute fonction con-
(t,y)eC

tinue sur un compacte d’un espace métrique est bornée et elle atteint ses bornes. Ici C

est un compacte de R? car C' est borné et fermé de R?. On a aussi M > 0 car on prend

f une fonction non nulle.

Lemme 1.3.1 Si f est une fonction continue sur I x Q alors, pour tout (to,yo) € I X €,

le probléme de Cauchy (PC') admet une solution mazximale.

Preuve 5 Soit (tg,y0) € I x Q. f est une fonction continue sur I x Q alors, d’aprés
le théoréeme de Cauchy-Piano-Arzela, le probléme de Cauchy (PC') admet une solution
locale y. Cette solution est une solution de (E) donc elle se prolonge en une solution
mazimale y de (E). Puisque y =y sur J = [to — T, to+ 1] alors y (to) = vy (to) = vo.

Ainsi, y est une solution mazimale de (PC') .

Remarque 1.3.3 Soit (to,y0) € I x Q. Il suffit que f soit continue sur un ensemble
C = [to — To, to + To] X [yo — 70, Yo + ro] C I X Q pour que le probléme de Cauchy (PC')

admet une solution mazimale et une solution locale définie sur [ty — T, to+ T].

1.4 Existence et unicité de la solution du probléme

de Cauchy

Ils existent des problémes de Cauchy qui admettent plus qu’une solution maximale.

’ 2
= 3|y|3,
Par exemple, le probléeme i vl admet les deux solutions maximales 1; et o

y(0) =0,
définies sur R par y; (t) = 0 et yo (t) = ¢3. Ainsi, la continuité de la fonction f est une

condition insuffisante pour avoir 'unicité de la solution d’un probléme de Cauchy. On va
voir ci-aprés que si f est localement Lipschitzienne, par rapport & y uniformément par

rapport a t, sur I x ) alors on a 'unicité de la solution maximale.
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